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Yorwort. 


Das  vorliegende  Werk  soll  zur  'Einführung  in  die  Theorie  der 
endlichen  continuierlichen  Transformationsgruppen  dienen,  und  zwar 
nicht  bloss  für  Solche,  die  das  Studium  der  Gruppentheorie  frühzeitig, 
ohne  allzuviele  Vorkenntnisse  aus  der  elementaren  Mathematik  be- 
ginnen wollen,  sondern  auch  für  Solche,  die  schon  weitergehende 
mathematische  Kenntnisse  besitzen. 

Um  diesen  verschiedenen  Kategorien  von  Lesern  das  Eindringen 
in  die  Gruppentheorie  zu  erleichtern  und  angenehm  zu  machen,  haben 
wir  das  Werk  in  zwei  Hauptabschnitte  zerlegt.  —  Der  erste  Abschnitt 
wird  dem  Anfänger  die  wichtigsten  Begriffe  der  Gruppentheorie  im 
Gebiete  der  Ebene,  also  in  dem  zweier  Veränderlicher  klar  machen 
und  liefert  dabei  auch  sonst  nützliche  und  für  das  weitere  Vordringen 
nötige  Sätze  aus  der  projectiven  Geometrie,  die  wir  auf  dieser  Stufe 
beim  Leser  nicht  als  bekannt  voraussetzen.  —  Der  zweite  Abschnitt 
stellt  etwas  mehr  Anforderungen.  Hier  setzen  wir  voraus,  dass  der 
Leser  die  Elemente  der  höheren  Mathematik  beherrscht  und  den 
Hauptinhalt  des  ersten  Abschnittes  kennt.  Ein  Fachmann,  der  die 
Gruppentheorie  studieren  will,  kann  allerdings  direct  mit  dem  zweiten 
Abschnitt  beginnen,  wird  aber  immerhin  gut  thun  und  wohl  auch 
öfters  dazu  genötigt  sein,  auf  einzelne  Ausführungen  des  ersten  Ab- 
schnittes zurückzugreifen,  da  dieser  sehr  viele  an  sich  wichtige  Bei- 
spiele zu  den  späteren  Theorien  enthält. 

Die  von  Sophus  Lie  in  den  Jahren  1873 — 84  begründete  Theorie 
der  endlichen  continuierlichen  Transformationsgruppen  besitzt  für  sehr 
viele  Zweige  der  höheren  Mathematik  die  grösste  Bedeutung.  Man 
wird  sich  daher  heutzutage  kaum  mehr  der  Kenntnisnahme  dieser 
Theorie  entziehen  können.  Eine  systematische  Darstellung  der  Theorie 
findet  man  nun  zwar  in  der  in  gleichem  Verlage  erschienenen  „Theorie 
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der  Transformationgruppen,  unter  Mitwirkung  von  Prof.  Engel  bearbeitet 
von  Sophus  Lie^',  1888 — 93,  in  drei  Abschnitten.  Aber  dieses  grosse 
Werk  ist  nicht  sowohl  auf  die  erste  Einführung  als  vielmehr  auf  das 
gründliche  Studium  der  Theorie  in  voller  Allgemeinheit  berechnet.  Es 
soll  in  einem  wohlgegliederten  System  die  ganze  Theorie  in  ihrer 
heutigen  Vollendung  darbieten.  Demgemäss  giebt  es  auch  die  Be- 
trachtungen von  vornherein  in  n  Veränderlichen. 

In  älteren  Arbeiten  sowie  in  seinen  Vorlesungen  schlug  Lie  einen 
anderen  Weg  ein,  indem  er  die  Theorie  zuerst  in  einer,  in  zwei  und 
in  drei  Veränderlichen  auseinandersetzte,  ehe  er  zu  allgemeinen  Be- 
trachtungen in  n  Veränderlichen  überging.  Dadurch  fanden  die  Be- 
griffe und  Sätze  eine  anschaulich  geometrische  Deutung,  die  der  Ver- 
ständlichkeit der  rein  analytischen  Entwickelungen  zu  gute  kam. 

Dieser  Weg  wird  nun  auch  in  den  vorliegenden  Vorlesungen 
eingeschlagen,  deren  Studium  etwa  zwei  Semester  in  Anspruch 
nehmen  wird. 

Der  erste  —  elementare  —  Hauptabschnitt  geht  aus  von  der 
Betrachtung  der  projectiven  und  dann  der  analytischen  Transforma- 
tionen überhaupt  auf  der  Geraden  und  in  der  Ebene.  Er  zerfällt  in 
drei  Abteilungen: 

In  der  ersten  Abteilung  wird  eine  Reihe  von  Einzelproblemen  als 
Beispielen  für  das  Spätere  durchgeführt.  Eine  grosse  Anzahl  von  neuen 
Begriffen  tritt  hier  in  specieller  Fassung  auf,  die  auf  einer  späteren 
Stufe  in  allgemeinerer  Bedeutung  wiederkehren.  Die  Methoden,  deren 
wir  uns  hier  bedienen,  sind  nur  erst  zum  Teil  solche  der  Gruppen- 
theorie und  häufig  den  speciellen  Problemen  angepasst.  In  der  zweiten 
Abteilung  wird  die  Theorie  der  projectiven  Gruppen  in  der  Ebene 
ziemlich  ausführlich  behandelt,  während  die  dritte  Abteilung  die  Be- 
stimmung aller  endlichen  continuierlichen  Gruppen  der  Ebene  bringt. 
Hier  sind  die  Methoden  schon  vorwiegend  die  der  allgemeinen  Gruppen- 
theorie. 

Der  ganze  erste  Abschnitt  ist  so  elementar  gehalten,  wie  es  der 
Stoff  zuliess.  Wir  heben  ausdrücklich  hervor,  dass  die  Elemente  der 
projectiven  Geometrie  der  Ebene  durch  die  Betrachtungen  dieses  Ab-. 
Schnittes  zugleich  mitgeliefert  werden.  Es  darf  wohl  behauptet  werden, 
dass  die  Einführung  in  die  projective  Geometrie  in  Verbindung  mit 
der  Betrachtung  der  projectiven  Gruppen  der  Ebene  erheblich  an  In- 
teresse gewinnt.  Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  der  erste  Abschnitt  eine 
grosse  Anzahl  von  Sätzen  enthält,  die  auf  dieser  Stufe  als  besonders 
wichtig  erscheinen  und  deshalb  als  Theoreme  formuliert  sind.  Dies 
schliesst  nicht  aus,  dass  sie  später  z.  T.  als  Specialfdlle  viel  bedeuten- 
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derer  Sätze  erscheinen.  Im  zweiten  Abschnitt  ist  die  Bezeichnung: 
Theorem  nur  für  solche  Ergebnisse  benutzt,  die  unseres  Erachtens 
wirklich  eine  für  die  Gruppentheorie  grundlegende  Bedeutung  haben. 

Im  zweiten  Hauptabschnitt  denken  wir  uns  den  Leser  vertraut 
mit  der  elementaren  Theorie  der  Differentialgleichungen,  wie  sie  in 
Vorlesungen  behandelt  zu  werden  pflegt,  und  geübt  in  der  Anstellung 
rechnerischer  Betrachtungen  in  n  Veränderlichen.  Auch  dieser  Ab- 
schnitt zerfällt  in  drei  Abteilungen,  die  als  vierte,  fünfte  und  sechste 
nummeriert  sind. 

Die  vierte  Abteilung  bildet  ein  in  sich  abgeschlossenes  Ganzes  und 
ist  äusserst  wichtig.  Sie  enthält  nämlich  die  grundlegenden  Sätze  der 
Grujopentheorie.  Sie  ist  so  abgefasst,  dass  sie  —  wie  wir  hoffen  — 
auch  ohne  die  Leetüre  des  Vorhergehenden  verständlich  bleibt.  Die 
Beweise  der  drei  Fundamentalsätze  der  Gruppentheorie  im  15.  Kap. 
sind  in  einer  rein  analytischen  Fassung  gegeben,  die  an  Kürze  nichts 
zu  wünschen  übrig  lässt.  Ihr  folgt  die  begriffliche  Wiedergabe  der 
Beweise,  die  streng  genommen  nicht  nötig,  aber  doch  nützlich  ist,  da 
sie  in  das  innere  Wesen  der  Sätze  einführt.  Ein  besonderes  Gewicht 
legen  wir  ferner  auf  das  16.  Kap.  über  die  bei  einer  Gruppe  invarianten 
Gebilde. 

Die  fünfte  Abteilung  giebt  wie  die  sechste  eine  Reihe  von  ein- 
zelnen Kapiteln  der  Gruppentheorie  und  ihrer  Anwendungen.  Wir 
geben  nachher  Hinweise,  in  welcher  Art  ein  Leser,  der  nicht  alles  dies 
studieren  will,  zunächst  eine  Auswahl  daraus  treffen  kann,  ohne  wesent- 
liche Störungen  der  Verständlichkeit  befürchten  zu  müssen.  Die 
fünfte  Abtheilung  ist  den  linearen  homogenen  Gruppen  gewidmet,  die 
deshalb  eine  besondere  Bedeutung  haben,  weil  mit  jeder  Gruppe 
gewisse  derartige  Gruppen  eng  verknüpft  sind.  Das  21.  Kapitel  giebt 
als  Anwendung  der  Gruppentheorie  einen  Abriss  über  die  Theorie  der 
höheren  complexen  Zahlen,  verbunden  mit  einem  Berichte  über  die  Ge- 
schichte und  den  gegenwärtigen  Stand  dieser  Theorie. 

In  der  sechsten  Abteilung,  die  Anwendungen  der  Gruppentheorie 
enthält,  wird  ein  Fundamentalproblem  der  Mathematik  zunächst  in 
Beispielen,  dann  allgemein  behandelt,  das  Aquivalenzx^roblem ,  die 
Frage  nämlich  nach  den  Kriterien  für  die  Überführbarkeit  von  Ge- 
bilden in  einander  vermöge  einer  .vorgelegten  Gruppe,  und  das  damit 
eng  verknüpfte  Problem  der  Aufstellung  von  Invariantentheorien  für 
Gruppen.  Hierbei  spielt  der  Begriff  Differentialinvariante  eine  hervor- 
ragende Rolle.  Zur  Orientirung  wird  zuerst  ausführlich  die  Con- 
gruenztheorie  der  Curven  und  in  grossen  Zügen  die  der  Flächen  dar- 
gestellt, womit  eine  Lücke  in  der  heutigen  Geometrie  ausgefüllt  wird. 
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Die  dabei  und  in  einem  anderen  Beispiel  angewandte  Methode  ist 
typisch  für  die  Behandlung  ähnlicher  Probleme  und  deshalb  unter 
möglichst  allgemeinen  Gesichtspunkten  dargestellt.  Das  allgemeine 
Äquivalenzproblem  wird  im  23.  Kap.  in  allem  Wesentlichen  erledigt. 
Zum  Schlüsse  endlich  geben  wir  eine  andere  Anwendung  der  Gruppen- 
theorie, eine  Behandlung  der  Systeme  von  Differentialgleichungen  mit 
Fundamentallösungen. 

Wenn  auch  das  Werk  durch  die  Aufnahme  aller  dieser  Betrach- 
tungen eine  etwas  grosse  Ausdehnung  gewonnen  hat,  so  Jcann  und  soll 
es  dafür  in  dieser  Form  geradem  eine  Einleitung  in  alle  drei  Bände  des 
oben  erwähnten  grossen  Lie'schen  WerJces  bieten.  Der  Leser,  der  das 
vorliegende  Werk  studiert,  eignet  sich  schon  in  sehr  grossem  Masse 
gruppentheoretische  Vorstellungen  und  Ergebnisse  an. 

Alle  in  diesem  Buche  enthaltenen  neuen  Theorien  sind,  wo  es 
nicht  anders  bemerkt  wird,  von  Sophus  Lie  gegeben  worden. 

Die  Aufgabe  des  Unterzeichneten  bestand  in  der  Hauptsache  in 
der  Anordnung  und  Bearbeitung  des  reichen  Stoffes,  wobei  ihm  zu 
einem  grossen  Teil  knappgehaltene  Manuscripte  von  Lie  sowie  eigene 
Nachschriften  zur  Verfügung  standen.  In  stärkerem  Masse  hat  er 
das  Kapitel  über  complexe  Zahlen  beeinflusst. 

Was  die  von  demselben  herausgegebenen  „Vorlesungen  über  Diffe- 
rentialgleichungen mit  bekannten  infinitesimalen  Transformationen"  von 
Sophus  Lie  in  gleichem  Verlage,  1891,  betrifft,  so  ist  zu  bemerken, 
dass  das  vorliegende  Werk  davon  unabhäng  und  in  sich  abgeschlossen 
ist  und  dass  nur  einige  wenige  Theorien  in  beide  Werke  zugleich  auf- 
genommen werden  mussten.  Im  Übrigen  aber  wird  ein  Leser,  der 
die  Vorlesungen  über  Differentialgleichungen  kennt,  die  Leetüre  des 
gegenwärtigen  Buches  besonders  leicht  finden. 

Endlich  noch  einige  practische  Hinweise:  Die  Abteilungen  V  und 
VI  können  auch  —  wie  gesagt  —  nur  zum  Teil  studiert  werden. 
Dabei  sind  aber  für  §  1  und  §  6  des  20.  Kap.  einige  Sätze  aus  dem 
19.  Kap.  erforderlich,  während  das  20.  im  übrigen  auch  ohne  das  19. 
verstanden  werden  wird.  Kap.  21  setzt  Einiges  aus  dem  19.,  aber 
nichts  Wesentliches  aus  dem  20.  voraus.  Die  Abteilung  VI  ist  von 
der  Abteilung  V  völlig  unabhängig,  ebenso  das  allerletzte,  24.,  Kapitel 
des  Buches  von  den  übrigen  Kapiteln  dieser  beiden  Abteilungen. 

Durch  ein  zum  Schluss  hinzugefügtes  alphabetisches  Sachregister^ 
das  hoffentlich  genügende  Vollständigkeit  besitzt,  glaube  ich  den 
Wünschen  der  Leser  zu  entsprechen. 
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Nur  noch  zweierlei  bleibt  mir  zu  sagen  übrig:  Einmal  muss  ich 
um  gütige  Nachsicht  gegenüber  den  Unvollkommenheiten  der  Bearbei- 
tung bitten,  der  verschiedene  Umstände  hinderlich  waren.  Dann  aber 
spreche  ich  meinen  wärmsten  Dank  Herrn  Professor  Sophus  Lie,  der 
mich  auch  bei  der  Bearbeitung  dieses  Werkes  mit  Rat  und  That 
unermüdlich  unterstützt  hat,  sowie  den  Herren  Verlegern  aus,  die 
allen  Wünschen  bezüglich  der  Herstellung  bereitwilligst  entgegen- 
gekommen sind. 

Leipzig,  im  August  1893. 

Georg  Scheffers. 
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ERSTER  ABSCHNITT. 


Abteilung  I. 

Die  allgemeine  projective  Gruppe  der  Ebene  und  einige  ihrer 

Untergruppen. 

Die  Begriffe  der  Gruppentheorie  wollen  wir  dadurch  einführen, 
dass  wir  sie  zunächst  an  einigen  besonders  wichtigen  und  bekannten 
Gruppen  der  Ebene  erläutern,  an  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
und  einigen  in  ihr  enthaltenen  Gruppen.  Erst  die  zweite  Abteilung 
wird  uns  zu  den  allgemeinen  Theorien  führen,  mit  deren  Hülfe  sich 
die  Betrachtungen  des  jetzigen  Abschnittes  an  vielen  Stellen  bedeutend 
abkürzen  Hessen.  Wir  finden  es  eben  zweckmässig,  zuvörderst  zur 
Lösung  der  sich  darbietenden  einzelnen  Probleme  specielle  Methoden 
anzuwenden. 


Kapitel  1. 

.  Projective  Transformation  der  Geraden  und  der  Ebene. 

In  diesen  Vorlesungen  beschäftigen  wir  uns  vielfach  mit  geome- 
trischen, insbesondere  mit  sogenannten  projectiven  Theorien  in  der 
Ebene.  Da  wir  jedoch  die  Kenntnis  der  projectiveu  Geometrie  nicht 
voraussetzen,  vielmehr  manche  wichtige  Theorien  derselben  erst  ent- 
wickeln wollen,  so  erscheint  es  zweckmässig,  zunächst  den  Grundbegriff 
der  projectiven  Geometrie,  das  Doppelverhälinis,  kurz  zu  besprechen.  Als- 
dann führen  wir  den  Begriff:  projective  Transformation  auf  der  Geraden 
und  in  der  Ebene  ein. 

§  1.     Das  Doppelverhältnis. 

Sind  auf  einer  Geraden  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  gegeben  (Fig.  1), 
so  kann  man  in  verschiedenen  Weisen  aus  den  Quotienten  ihrer 
Abstände   von   einander  sogenannte  Doppelverhältnisse  bilden.      So  ist  ^J^^^j^^Vs. 

AB    AB 

CB  '  CD 

Lie,  Contimiierliche  Gruppen.  1 
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eines   dieser  Doppelverhältnisse.     Wir  bezeichnen   es   zur   Abkürzung 
mit  (ABCD),  sodass 

(ABCD) 


AB    AD 

CS  '  CD 


A 

—o 


C 

— o 

Fig.  1. 


2> 

-o- 


sein  soll.  Indem  man  die  Punkte  A,  B,  C,  D  auf  alle  möglichen 
Weisen  permutiert,  erhält  man  im  ganzen  1  •  2  •  3  •  4  =  24  Doppel- 
verhältnisse der  vier  Punkte  A,  B,  C,  B.  Wir  veollen  uns  aber  nur 
mit  dem  einen  oben  angegebenen  beschäftigen. 

Zu  seiner  vollständigen  Definition  muss  noch  hervorgehoben  werden, 
dass  die  Strecken  AB,  CB,  AD,  CD  in  der  in 
^  der  analytischen  Geometrie  gebräuchlichen  Weise 
mit  Vorzeichen  versehen  zu  denken  sind.  Setzt 
man  in  Fig.  1  den  positiven  Sinn  in  der  Richtung 
des  Pfeiles  fest,  so  sind  also  in  dieser  Figur  AB,  AD  und  CD 
positiv,  während  CB  negativ  ist,  sodass  (ABCD)  einen  negativen 
Wert  hat.  Bei  Umkehrung  des  Sinnes  ändert  es  offenbar  sein  Zeichen 
nicht.  Lägen  die  Punkte  A,  B,  C,  D  nicht  gerade  in  dieser  Reihen- 
folge auf  der  Geraden,  so  könnte  {ABCD)  auch 
positiven  Wert  haben. 

Es  mögen  nun  andererseits  (Fig.  2)  durch  einen 
Punkt  0  vier  Strahlen  a,  h,  c,  d  gezogen  sein.  Für 
die  Messung  ihrer  Winkel  (ah)  u.  s.  w.  setzen  wir 
einen  positiven  Drehsinn  um  0  fest,  etwa  in  der 
Richtung  des  Pfeiles,  sodass  {ah)  positiv,  {ch)  da- 
gegen negativ  ist.  Man  kann  nunmehr  aus  den 
Quotienten    der    Sinus   dieser  Winkel  Doppelverhaltnisse   bilden,"  unter 

anderen  dieses: 

sin  {ah)  ^  sin  {ad) 
sin  (c  b)  '  sin  (c  d) ' 

das  wir  mit  {ahcd)  bezeichnen: 

(abcd)  =  ^^"  (^^^  .  sinjod) 
^  ^         sin  (cö)  '  sin  {cd) 

Permutieren  wir  a,  h,  c,  d,  so  ergeben  sich  ins- 
gesamt 24 Doppelverhältnisse  der  Strahlen  a,h,c,d. 
Schneiden  wir  die  vier  Strahlen  durch  eine 
g    Gerade  g  (Fig.  3),  die  a,  h,  c,  d  bez.  in  A,  B,  C,  D 
\        treffe.    Alsdann  ist,  wenn  wir  zunächst  vom  Vor- 
zeichen absehen: 
AB  ^  sin  {ab)        CB  _  sin  (c&) 
sin  {bg)'     CO 


Fig.  2. 


Fig.  3. 


also  auch 


AU 


sin  {bg)' 


AB    AO^ 
CB'  CO 


sin  {ah) 
sin  (cb) 


Analog  ist 
sodass  schliesslich 
oder 


Das  Doppelverhältnis. 

AD  _  ÄO  sin  (ad) 

ITB  '  CO  ~"  sin  {cd)  ' 

AB    AB        sin  {ah)     sin  {ad) 


CB'  CD        sin  (c6)'  sin  {cd) 
(äBCD)  =  (abcd) 

ist.  Man  überzeugt  sich  leicht  davon,  dass  diese  Formel  auch  in  bezug 
auf  das  Vorzeichen   stets   richtig  ist.     Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Satz  1:  Bas  Boppelverhältnis  eines  Vierstrahls  ist  gleich  dem  Bojypel- 
verMltnis  der  vier  Punkte,  in  denen  der  Vierstrahl  von  einer  Geraden 
geschnitten  wird. 

Ebenso  ist  natürlich  auch  {ABBC)  =  (ahdc)  u.  s.  w. 

Unmittelbar  folgt  als   Zusatz  der  sogenannte   Satz   des   Pappus: 

Satz  2 :    Ein  Vierstrahl  wird  von  allen  Geraden  in  demselben  Boppel- 
verJiältnis  geschnitten, 
sowie : 

Satz  3 :  Alle  Vierstrahlen,  die  durch  dieselben  vier  Punkte  einer 
Geraden  gehen,  haben  dasselbe  Boppelverhältnis. 

Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  dasS  bei  der  Bildung  des 
Doppelverhältnisses  stets  vorausgesetzt  wird,  dass  die  vier  Strahlen 
in  derselben  Reihenfolge  wie  die  vier  Punkte  genommen  worden  sind. 

Man  erkennt  durch  wirkliche  Berechnung  leicht,  dass  das  Doppel- 
verhältnis 

(ABCD)  =  {BADC)  =  {CD  AB)  =  {DCBA) 

ist.  So  sind  überhaupt  je  vier  der  24  Doppelverhältnisse  der  Punkte  A,  B,  C,  D 
einander  gleich,  sodass  es  nur  sechs  verschiedene  Werte  derselben  geben 
kann,  die  im  allgemeinen  auch  wirklich  verschieden  sind.    Setzt  man  nämlich 

(ABCD)  =  k, 

so  ist 

{ABCD)  =  k,  {ADCB)=j,  {ACBD)  =  l—k, 

{ADBC)=^^,    {ABDC)=j^^,     {ACDB)  =^~^- 

Diese  sechs  verschiedenen  Werte  des  Doppelverhältnisses  von  vier  Punkten 
fallen  zu  je  zweien  zusammen,  wenn  Ic  =  —  1  ist.  Man  sagt,  dass  die 
vier  Punkte  A,   B,   C,  D  ein  harmonisches  Doppelverhältnis  bilden,   wenn 

(ABCD)  =  —  1 

ist,  und  nennt  dann  A,  C  und  B,  D  harmonische  Punktepaare.  Die  sechs 
Werte  des  Doppelverhältnisses  reducieren  sich  dann  auf  die  drei:  —  1,  2 
und  ^. 


Satz  des 
Pappus. 
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Wenn  von  den  vier  Punkten  A,  B,  C,  D  einer,  etwa  D,  unendlich 
fern  liegt,  so  ist 

fATirm  —  ^     ^_A?    AC+  CD  _  AB 
{AULM)  —  ^_g  '  CD~  CB  '         CD        ~  CB' 

Liegen  vier  Punkte  A,  JB,  C,  D  auf  irgend  einer  Geraden  in  der 
Ebene  und  sind,  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Axensystem,  a,  h,  c,  d 
ihre  Abscissen,  so  ist  das  Doppelverhältnis: 

f  A  'un  Tt\  b  —^  a  ^  d  —  a a  —  b     a  —  d 

^  ■'        b  —  e  '  d  —  c        c  —  b  '  e  —  d 

Nennen  wir  andererseits,  wenn  a,  1),  c,  d  irgend  welche  Zahlen  sind, 

den  Ausdruck 

a  —  &  _  a  — d 
c  —  b  '  c  —  d 

das  Doppelverhältnis  der  vier  Zahlen,  so  können  wir  also  sagen : 

Satz  4:  Bas  DoppelverMUnis  von  vier  Punkten  einer  Geraden  ist 
gleich  dem  DoppelverJiältnis  ihrer  Ahscissen  oder  ihrer  Ordinaten. 

Schliesslich  heben  wir  hervor,  dass,  wenn  a,  b,  c  und  das  Doppel- 
verhältnis seinem  Werte  k  nach  gegeben  sind,  alsdann  aus 

a —  6  _  a  —  d , 

c  —  b  '  c  —  d 

stets    ein   und   nur   ein   Wert  für  d  hervorgeht.     Dies   sprechen   wir 
so  aus: 

Satz  5:  Sind  drei  Elemente  a,  h,  c  eines  Doppelverhältnisses  und 
ist  auch  dieses  seinem  Werte  Je  nach  gegeben,  so  bestimmt  sich  das  fehlende 
Element  x  eindeutig  aus  der  Forderung: 

(abcx)  =  h. 

§  2.     Projective  Transformation  der  Geraden. 

Nehmen  wir  nunmehr  an,  es  seien  auf  zwei  Geraden  g  und  g^ 
drei  Punkte  A,  B,  C  bez.  A^,  B^,  C^  gegeben.  Ferner  nehmen  wir 
auf  der  einen  Geraden  g  einen  Punkt  X  ganz  beliebig  au.  Alsdann 
kann  man  nach  solchen  Punkten  Xj  der  Geraden  g^  fragen,  die 
mit  A^,  B^,  Ci  dieselben  Doppelverhältnisse  bilden,  wie  X  mit  A,  B,  C. 
Hierzu  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass 

(ABCX)  =  (A,B,C,X,) 
sei. 

Führen  wir  auf  der  Geraden  g  von  einem  Punkte  0  aus  gemessene 

Abscissen  ein,  indem  wir  —  mit  Berücksichtigung  des  Vorzeichens  — 

OA  =  a,  OB  ==b,  OC  =  c,  OX  =  x  setzen,  und  verfahren  wir  analog 

auf  der  anderen  Geraden  ^i,  indem  wir  auf  ihr  0^  wählen  und  O^A^  =  «„ 

Ol  i?j  =  i^i ,  Oj  Ol  .=  c/,  Ol  Xj  =  x^  setzen,  so  wird : 


Projective  Transformation  der  Geraden. 


K^- 

uw^ii~j  - 

CB ' GX' 

CO  + 

OB' 

CO 

+ 

OX 

b  —  a    X  — 

-a 

a  — 
c  — 

-ft.  a 
■b'  c 

—  X 

d 

~  b—  c ' X- 

-  c 

—  X 

ir  verlangen 

also: 

5,(7,X,)  = 

Ol 

«1  - 

Cx  - 

x^ 

1 

a  — 

-b    a  —  X 

?L 

-^  . 

«1  — 

^. 

c  —  b  '  c  —  X        Cj  —  &i 

Dies  ist  für  x^^  eine  Gleichung  ersten  Grades,  ebenso  für  x.  Jedem 
Punkte  X  von  g  wird  also  gerade  ein  Punkt  Xj  von  g^  zugeordnet, 
und  umgekehrt  gehört  zu  jedem  Punkte  X^  von  g^  gerade  ein  Punkt  X 
von  g.  Es  ist  somit  eine  ein  -  eindeutige  Beziehung  zwischen  den 
beiden  Geraden  festgesetzt.  Wenn  insbesondere  x  =  a  wird,  so  wird 
Xi  =  «1  u.  s.  w.,  d.  h.  den  Punkten  A,  B,  C  entsprechen  bei  dieser 
Beziehung  gerade  die  Punkte  -4^,  ^j,  C^. 

Die  Gleichung  (1)  hat  nach  x^  aufgelöst  die  Form: 

Ix  -{-  (l 

*■  VX  -{-   Q 

und  ist  nach  x  auflösbar,  sodass  Xq  — vft^=0  sein  wird. 


(2) 


Wenn  andererseits  irgend  eine  Gleichung  von  der  Form 

Xx  -\-  u 


vorliegt,  in  der  A,  fi,  v,  q  beliebig  gewählte  Werte  haben,  doch  so, 
dass  Xq  —  (IV  =^  0  ist,  so  ordnet  sie  jedem  Punkte  (x)  von  g  einen 
Punkt  (x^)  von  ^j  zu  und  umgekehrt.  Nehmen  wir  insbesondere  für  x 
drei  bestimmte  Werte  a,  h,  c  an,  und  bezeichnen  wir  die  entsprechen- 
den Werte  von  a;^  mit  a^,  \,  q,  so  haben  wir: 

f 3^     a,  =  ^^"^  ^      h  =  i^  +J^      c  =  ^^  '^  f^     X  =  ^^  "*"  ^ . 
^  ^         ^         va  -{-  q'       1        vb  -j-  q'       ^        VC  -\-  q'       ^        vx  -\-  Q 

Nun  ist  das  Doppelverhältnis  der  zu  den  Abscissen  a,  h,  c,  x  gehörigen 
Punkte  A,  B,  C,  X  von  g  gleich: 

(ABCX)  =  ^  :  "^^^ 
^  '         c  — b     c  —  X 

und  der  zu  a^,  &i,  Cj,  x^  gehörigen  Punkte  ^i,  B^^  C\,  X^  von  g^  gleich : 


I 
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Setzt  man  hierin  die  Werte  (3)  ein,  so  kommt: 

( A  Ti  r  Y\—  (^«  +  f^)  (y&  +  e)  —  (^&  4-  ft)  (»«  +  g) 

(ia  +  (i)  {vx  -\-  q)  —  (Ix  -\-  ft)  iya  -f-  q) 


{Xc  +  ii)  {vx-\-  q) 
Q.Q  —  fiv)  (a—  b) 


-  (^^  +  fi)  {VC  +  e) 
(Ip  —  (iv)  (a  —  a;) 


{Iq  —  ^r)  (c  —  b)  •  (ip  —  fiv)  (c 
a  —  &    a 
c  —  6  ■  c 


X) 


=  (ÄSCX). 


Die  durch  (2)  hergestellte  Beziehung  ist  demnach  genau  die  oben  be- 
sprochene: Jedem  Punkte  X  von  g  wird  der  Punkt  X^  von  ^r,  zu- 
geordnet, der  mit  Ä^,  B^,  C^  dieselben  Doppelverhältnisse  bildet,  wie 
X  mit  A,  B,  a 

Wir  haben  aber  noch  mehr  bewiesen: 

Satz  6:     Die  Gleichung 

Ix  -{-  (l 


X,  = -—-,     wo  Xq 

vx  -\-  q^  ^ 


/iv^=0, 


ordnet  federn  Punkte  (x)  einer  Geraden  einen  Punkt  (x^)  einer  Geraden 
zu  und  umgekehrt.  Dabei  sind  die  Doppelverhältnisse  von  irgend  vier 
Punkten  der  einen  Geraden  genau  gleich  den  entsprechenden  Doppel- 
verhältnissen der  zugeordneten  vier  Punkte  der  anderen  Geraden. 

Wir  können  sagen:  Die  Gleichung  (2)  führt  jeden  Punkt  (x)  der 
Geraden  g  in  einen  Punkt  (x^)  der  Geraden  g^  über,  sodass  die  Doppel- 
verhältnisse der  ursprünglichen  Punkte  gleich  denen  der  neuen  Punkte 

projective  sind.     Eine    solche  Überführung    heisst    eine   projective  Transformation 

formation.  der  Geraden  g  in  die  Gerade  g^. 

Man  kann  diese  projective  Transformation  leicht  rein  geometrisch  her- 
stellen: Wir  legen  die  Geraden  g  und  g^,  auf  denen  A,  B,  C,  X  und 
A^,  Bi,  (7,,  Xi  entsprechende  Punkte  sind,  so,  dass  A  mit  A^  zur  Deckung 

kommt  (Fig.  4).  BB^  und  CC^  werden  sich 
dann  in  einem  Punkte  U  treffen.  Der  Strahl  UX 
schneide  g^  in  X'.  Es  ist  dann  nach  dem  Satz 
des  Pappus 

{ABCX)  =  {AiB,C^Xy 

X'  muss  demnach  mit  dem  Punkte  X^  zusammen- 
fallen.    Man  erhält  also  zu  jedem  Punkt  X  der 
Geraden  g    den    transformierten   Punkt    X^    der 
Geraden    r/^,    indem    man    diese    mit    UX    zum 
Schnitt  bringt. 
Satz  7:     Liegen  zwei  projectiv  auf  einander  bezogene  Geraden  so,  dass 
ihr  Schnittpunkt  —   aufgefasst  als  Punkt  der  einen  —  sich  selbst  —  auf- 
gefasst  als  Punkt  der  anderen  —  entspricht,  so  gehen  die  Vcrhindungsstrahlcn 
je  zweier  entsprechender  Punkte  der  Geraden  sämtlich  durch  denselben  Pmkt. 
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Man  sagt  dann,   dass  die  projectiv  auf  einander  bezogenen  Geraden  g 
und  g^  sich  in  perspectiver  Lage  befinden,  und  nennt  U  das  Perspectivitäts-^^^^^'^^^^^ 
centrum. 

Wir  werden  später  ausführlich  auf  die  projeetiven  Transformationen 
der  Geraden  zu  sprechen  kommen.    Hier  bemerken  wir  nur  noch,  dass   . 
wir   die  Geraden  g  und  ^^  zusammenfallen  lassen  können,  indem  wir 
die  Anfangspunkte  der  Abscissen  auf  beiden  ebenfalls  zusammenrücken 
lassen.     Alsdann  stellt  die  Gleichung 

(2)  x,=='-^ 

eine  projective  Transformation  der  Geraden  in  sich  dar :  Jeder  Punkt  (x) 
der  Geraden  wird  in  einen  Punkt  (rCj)  derselben  verwandelt.  Dabei 
ist  jedes  Doppelverhältnis  aus  vier  ursprünglichen  Punkten  gleich  dem 
entsprechenden  Doppelverhältnis  der  vier  transformierten  Punkte.  Zu 
bemerken  ist,  dass  sich  die  Gleichung  (2)  auch  in  der  Form  einer 
hilinearen  Relation  stoischen  x  und  x^  schreiben  lässt: 

VXX^  —  XX  -\-  QX^   —  j«.  =  0, 

und  dass  umgekehrt  auch  jede  bilineare  Relation  zwischen  x  und  x^ 
auf  die  Form  (2)  gebracht  werden  kann,  sobald  die  Determinante 
Iq  —  ftv  =1=  0  ist. 

x^  stellt  sich  als  linear  gebrochene  Function  von  x  dar.  Danach 
liegt  es  nahe,  wenn  man  zu  Transformationen  der  Ebene  übergehen 
will,  die  Coordinaten  Xy,  y^  der  transformierten  Punkte  als  linear  ge- 
brochene Functionen  der  Coordinaten  x,  y  der  ursprünglichen  Punkte 
anzunehmen.  Indem  wir  dies  so  einrichten,  dass  auch  umgekehrt  x,  y 
linear  gebrochene  Functionen  von  x-^,  y^  sind,  werden  wir  zu  den  pro- 
jeetiven Transformationen  der  Ebene  geführt. 

§  3.     Projective  Transformation  der  Ebene. 

Sind  die  Punkte  {x,  y)  und  {x^^,  y^)  zweier  Ebenen  E  und  E^  je 
auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  bezogen  worden,  so  stellen 
zwei  Gleichungen  von  der  Form 

^   ^  ^        «8 «  +  &32/  +  C3 '     -^^         «3  a;  +  ^32/  -f  C3 

eine  sogenannte  projective  Transformation  der  Punkte  (x,  y)  der  Ebene  E 

in  die  Punkte  (aJu^i)  der  Ebene  E^^  dar.     Dabei  bedeuten  die  a,  b,  c 

irgend  welche  Constanten.     Beachtet   werden   möge,   dass   die  Nenner 

der    rechten   Seiten   von    (4)    einander  gleich   sind.      Den    gemeinsamen 

Nenner  wollen  wir  mit  N  bezeichnen;  wir  setzen  also: 

(5)  N^a^x  +  &3«/  +  C3. 
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Unsere  GleichuDgen  (4)  ordnen  jedem  Punkt  (x,  y)  der  Ebene  E 
einen  Punkt  {x-^^,  y^  der  Ebene  E^  zu.  Wenn  wir  nun  die  beiden 
Ebenen  E  und  E-^  aufeinanderfallen  lassen  und  in  beiden  dasselbe 
Coordinatenkreuz  zu  Grunde  legen,  so  stellen  die  Gleichungen  (4)  eine 
iSnsfor^  j^rojec^we  Transformation  der  Ehene  in  sich  dar :  Jedem  Punkt  {x,  y) 
^EbLne*" *^®^  Ebene  wird  ein  Punkt  {x^,y^  derselben  zugeordnet.  Wir  können 
sagen,  dass  dann  die  Gleichungen  (4)  jeden  Punkt  {x,  y)  der  Ebene  in 
einen  neuen  Punkt  (x^,  y^)  derselben  überführen. 

Künftig  wollen  wir  uns  mit  diesen  projectiven  Transformationen 
einer  Ebene  längere  Zeit  beschäftigen. 

Warum  gerade  sie  untersucht  werden  sollen,  und  warum  man  sie 
projective  Transformationen  nennt,  das  sind  Fragen,  die  im  Laufe  unserer 
späteren  Betrachtungen  beantwortet  werden. 


\"u'^dL"  ^^   erhebt  sich  zunächst  die  Frage,   ob  die  Gleichungen  (4)  auch 

^^®^'',J,^°8g®°  um  gekehrt   zu  jedem   Punkte   (iCi,«/i)    einen   Punkt  (x,y)   liefern,   mit 

formation.  anderen  Worten,  ob   sie   auch  nach  x,  y  auflösJDar  sind.     Um  dies  zu 

entscheiden,  betrachten  wir  die  drei  folgenden  Gleichungen,  die  (4)  und 

(5)  ersetzen: 

Nx^  =  a^x  -{-  \y  -\-  Cj^ , 

Ny^  =  a^x -\- h^y -{- c^ , 
N=  a^x  -{-h^y  -j-  c^. 

Ihre   rechten   Seiten   sind   als   lineare   und   homogene  Functionen  von 
X,  y  und  1  aufzufassen,  deren  Determinante  lautet: 


(6) 


J  = 


"3       ^3       ^3 

Es   mögen   -4^,  Ä.^,  A^   die   zweireihigen   Unterdeterminanten   von   ^ 
hinsichtlich  a^,  a^,  a^  bezeichnen,  es  sei  also: 


A- 


Ä,^ 


I.  '  3   I    7 

\      Ci  I  Oi     Ca 

und  entsprechend  seien  B^,  B2,  B^  und  0,,   G^,  O3   die   zweireihigen 
Unterdeterminanten  von  z/  hinsichtlich  h^,  h^,  63  und  Cj,  Cj,,  C3,  also 


^1  = 


Dann  ist  bekanntlich: 


C2 

% 

^3 

«3 

»2 

h 

«3 

h 

u.  s.  w. 


u.  s.  w. 


(8) 
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(7)  \b,Ä,+b,A,  +  h,A,=^0, 

Wenn  wir  die  Gleichungen  (6)  mit  A^,  A^,  A^  multiplicieren  und 
darauf  addieren,  so  kommt  also  einfach: 

N{A^x^  +  A,y,  +  A^)  =  Jx. 

Ganz  analog  ergeben  sich  die  Formeln: 

N{-B,x,  +  B^y,  +  B,)  =  ^y, 

N{C,x,  +C,y,  +  C,)  =  ^. 

Ist  nun  die  Determinante  ^  =^Q,  so  können  wir  die  beiden  ersten 
dieser  Gleichungen  durch  die  letzte  dividieren,  und  wir  erhalten 

^  A,  X,  +  ^,  yi  4-  ^3 

.(..  C-i^i  +C,yi  +C3' 

als  die  Auflösung  von  (1)  nach  x,  y. 

Wenn  dagegen  z/  =  0  ist,  so  liefert  (8) : 

JV(A^,  +  A>2/i  +  ^3)  ==  0, 
J^(5,^,  +  B^y,  +  2?3)  =  0, 
l^iC^x^  ^  G,y,  ■{- C,)  =0. 

Wählen   wir  dann   ic,  ?/  beliebig,   so   wird  iV  nicht  gerade  Null  sein. 

Es  folgt  also  dann 

A^x^  +  A^y^  +  ^3  ==  0, 

B,x^-^B,y,^B^  =  ^, 

0,x,  ArO,y,  +03=0. 

Sind  die  zweireihigen  Determinanten  A,  B,  C  nicht  sämtlich  Null,  so 
erfüllen  daher  x^,  y^^  lineare  Bedingungsgleichungen,  die  sich,  wie  man 
leicht  erkennt,  auf  nur  eine  Gleichung  reducieren.  Sind  die  Deter- 
minanten A,  B,  C  sämtlich  Null,  aber  die  Coefficienten  a,  &,  c  der 
Transformation  nicht  sämtlich  Null,  so  findet  man,  dass  die  x^,  y^^ 
zwei  verschiedene  lineare  Bedingungsgleichungen  erfüllen.  Ist  z/  =  0, 
so  sind  daher  die  Punkte  {x^,  y^)  zum  mindesten  an  eine  Gerade  in 
der  Ebene  gebunden  und  können  sich  nicht,  wie  man  auch  x,  y  wählen 
mag,  von  dieser  Geraden  entfernen.  Wir  erkennen  somit,  dass  sich 
alsdann  x,  y  nicht  als  Functionen  von  x^^,  y^  darstellen  lassen,  da  sonst 
zu  einem  beliebigen  Wertepaar  Xi,  y^  ein  Wertepaar  x,  y  vorhanden 
wäre,   d.  h.  dass  die  Gleichungen  (4)  nicht  nach  x,  y  auflösbar  sind. 
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Die  Gleichungen  (4)  sind  dann  und  nur  dann  nach  x,  y  auflösbar, 
wenn  zl  =^  0  ist,  d.  h.  wenn  die  drei  rechten  Seiten  von  (6)  oder  also 
die  beiden  Zähler  und  der  Nenner  von  (4)  gleich  Null  gesetzt  die 
Gleichungen  dreier  Geraden  darstellen,  die  ein  wirkliches  Dreieck  bilden. 

Im  Falle  z/  =  0  würden  nach  dem  Gesagten  alle  beliebigen  Punkte 

(x,  y)  der  Ebene   durch   unsere  Transformation  in  die  Punkte  {x^,  y^ 

einer  Geraden  oder  gar  nur  in  einen  Punkt  übergeführt  werden.    Dies 

tritt  z.  B.  ein,  wenn 

X  2x  -\-  y 

1  y     )  Vi  y 

gesetzt  wird,  denn  dann  erfüllen  alle  Punkte  (x^,  y^)  nur  die  Gerade: 

2x,  -  t/,  +  1  =  0. 

"^Transfor-"^^^®  derartige  Transformation  würden  wir  als  ausgeartet  bezeichnen  im 
mation.    Gcgcusatze  ZU  einer  solchen,  welche  alle  Punkte  {x,  y)  in  neue  Lagen 
(^i>  Vi)  überführt,  die  die  ganze  Ebene  überdecken,   sodass  zu  jedem 
Punkte  {x^,  y^)  auch  ein  ursprünglicher  Punkt  (x,  y)  gehört. 

Wir  nehmen  daher  in  allem  Folgenden  an,  es  sei  die  Determinante: 


Voraus- 
setzung : 
^4=0. 


Inverso 


Nach  den  obigen  Entwickelungen  liefert  die  Auflösung  der 
Gleichungen  (4)  nach  x,  y  wieder  Gleichungen  (9)  von  der  Form 
einer  projectiven  Transformation,  welche  die  Punkte  (x^,  y^)  in  die 
Punkte  (x,  y)  überführt,  also  zu  unserer  ursprünglichen  Transfor- 
'rran*8for-  matiou  (4)  invers  ist.  Diese  wichtige  Bemerkung  zeigt,  dass  zu  jeder 
!""  ^°"-  projectiven  Transformation  eine  inverse  projective  Transformation 
existiert,  dass  sich  also  alle  projectiven  Transformationen  paarweis  als 
inverse  Transformationen  msammenordnen  lassen.  So  ist  beispielsweise 
der  projectiven  Transformation: 

X  -\-  y 


Jü<     — — 


als  invers  diese  zugeordnet: 


X  = 


1> 


Vi 


y 


X   -\-   \ 


2/1-1 


Transfor- 
mation einer 
Geraden 


Betrachten  wir  nun  alle  Punkte  (x,  y)  irgend  einer  Geraden 
(10)  ax-\-ßy-\-y=^0. 

Sie  werden  durch  die  projective  Transformation  (4)  in  neue  Punkte 
(^ij  Vi)  übergeführt.  Wir  fragen  nach  dem  geometrischen  Ort  der- 
selben. Zu  diesem  Zweck  setzen  wir  die  Werte  (9)  von  x,  y,  aus- 
gedrückt in  x^,  t/i,  in  die  Gleichung  (10)  ein  und  erhalten: 
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^^'^  ''G,x,+C,y,-{-C,^Pc,x,  +  C,y,+C,-^^        ^-        . 

Diese  Gleichung  aber  ist,  wenn  wir  noch  mit  dem  Nenner  C^  x^  -{-C^Vi-^-  Cg 
multiplicieren,  linear  in  x^,  y^.    Sie  stellt  folglich  auch  eine  Gerade  dar. 

Unsei'e  projective  Transformation  führt  demnach  eine  beliebige  Gerade 
wieder  in  eine  Gerade  über. 

Wenn    die   vorgelegte   Gerade   insbesondere  durch  die   Gleichung 

N=a^x  +  \y  +  c^  =  0 

dargestellt  wird,  so  werden  die  Coordinaten  x^,  y^  der  Punkte,  in  welche 
die  Punkte  {x,  y)  der  Geraden  übergehen,  wegen  der  Gleichungen  (4) 
unendlich  gross ;  wir  sagen :     Die  Gerade  ^  =  0  wird  durch  die  pro- 
jective Transformation  (4)  in  die  unendlich  ferne  Gerade  übergeführt,  ^"^^''^^3''^ 
indem  wir  uns  hiermit  eine  Ausdrucksweise  der  projectiven  Geometrie    Gerade. 
aneignen. 

Betrachten  wir  alle  Geraden  {x,  y),  die  von  einem  Punkte  der 
Geraden  N  =  0  ausgehen.     Ist 

(12)  X,x  +  X,y  +  h  =  0 

eine  beliebige  Gerade,  so  wird  jede  Gerade,  die  durch  den  Schnitt- 
punkt F  derselben  mit  der  Geraden  ^=0  geht,  dargestellt  durch 
die  Gleichung 

(  (a^oc -\- b^y -i- c^) -{- Q  {l^x  +  X^y -{- Q  =  0 

(13)  oder 

1  (03  +  qX^)  rr  -{-  (63  -f  qX^)  y  +  (c,  +  qX^)  =  0. 

Lassen  wir  g  variieren,  so  ergeben  sich  alle  Strahlen  des  Büschels 
mit  dem  Scheitel  F.  Eine  Gerade  (13)  wird  nun  durch  die  projective 
Transformation  (4)  nach  (11)  in  die  Gerade  verwandelt: 

(«3  +  gX,)  {Ä,x^  +  Ä^y^  +^3)  -f  (&3  +  qX^)  (B^x,  +  B^y,  +  B^) 

+  (^3  +  Qh)  {C,x,  +  C,y,  +  C3)  =  0, 
d.  h.  nach  gewissen  Beziehungen  analog  (7)  in  die  Gerade: 
{X,A,  +  X,B,-\-  A3OO  X,  +  {X,A,  +  X,B,  +  X,C,)  y, 

+  {X,A,-\-X,B,-\-X,C,)-\-^=0. 

Lassen  wir  q  variieren,  so  giebt  diese  Gleichung  lauter  Parallelgeraden, 
da  Q  nur  in  dem  absoluten  Gliede  vorkommt.  Alle  Geraden  also, 
die  sich  in  einem  Punkte  F  der  Geraden  N=0  schneiden,  gehen 
bei  unserer  projectiven  Transformation  in  Parallelgeraden  über,  deren 
gemeinsamer  unendlich  femer  Punkt  F^  —  im  Sinne  der  projectiven 
Geometrie  —  als  der  Punkt  aufgefasst  werden  soll,  in  welchen  F  bei 
der  Transformation  übergeht. 
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Wir  können  auch  die  Gerade  suchen,  in  welche  die  unendlich  ferne 
Gerade  bei  unserer  Transformation  verwandelt  wird:  Die  nach  x,  y 
aufgelösten  Gleichungen  (9)  unserer  Transformation  lehren  unmittel- 
bar, dass 

N,  =  C,x,  +  C,y,  +  C,  =  0 

die  Gleichung  dieser  Geraden  ist.     Entsprechend  dem  Obigen  könnten 
wir  beweisen,  dass  Parallelgeraden 

ax  -\-  ßy  =  Const. 
vermöge  der  Transformation  (4)  in  Geraden  übergehen,  die  sich 
sämtlich  in  einem  Punkte  0^  der  Geraden  JVi  =  0  schneiden.  Daher 
werden  wir  sagen,  dass  die  Transformation  (4)  den  unendlich  fernen 
Punkt  ^  jener  Parallelgeraden  in  diesen  Punkt  ^^  der  Geraden  N-^  =  0 
überführt. 

Lesern,   die   mit   der  Perspective  bekannt  sind,   wird  die  Bezeichnung 

der  Geraden  N-^^  ==  0,   in  welche   die  unendlich  ferne  Gerade  transformiert 

Fluchtlinie  wi^d     als  FbicMinie    und    des  Punktes  0,  dieser  Geraden  als  FluchtimnM 

und  Flucht-        ,,.-,.  ^ 

punkto.    naheliegend  sein. 

Schliesslich  bemerken  wir  noch  dies:    Die  Gleichungen  (4)  unserer 
DieGeraden.proiectiven  Transformation  zeigen  unmittelbar,  dass  die  Geraden 

die  in  die   ^      •'  °  ' 

^foTn^^r  a,x  +  l>,y-\-c,  =  0,    a,x-{-b,y  +  c,  =  0 

werden.     .        t       /-n  i 

in  die  Geraden 

^1  =  0;      !/l  ==  0 

übergeführt   werden.     Daher   verwandelt   die    Transformation  (4)    das 

von  den  drei  Geraden 

a^x  +  \y  +  Ci  =  0, 

a^x  +  &2«/  +  Ca  =  0,- 
a^x  -f  &32/  +  Cg  =  0 
gebildete  wirkliche  Dreieck  in  das  Dreieck,  das  aus  den  Coordi- 
natenaxen  a;^  =  0,  yi  ==  0  und  der  unendlich  fernen  Geraden  besteht. 
Die  aufgelösten  Gleichungen  (9)  zeigen  umgekehrt,  dass  unsere  pro- 
jective  Transformation  (4)  die  Coordinatenaxen  x  =  0,  y  =  0  und  die 
unendlich  ferne  Gerade  in  die  drei  Geraden 

A,x,  +  Ä^iji  +  43  =  0, 

B,x,-\-B,y,  +  B,  =  0, 

C,x,+C,y,-\-C,=0 
überführt,  die  auch  ein  wirkliches  Dreieck  bilden,  da  ihre  Determinante 
nicht  verschwindet,  weil  die   Gleichungen  (9)  in  der  Form  (4)  nach 
x^,  y^  auflösbar  sind. 
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Kapitel  2. 

Die  allgemeine  projective  Gruppe  der  Ebene. 

Wir  haben  im  vorigen  Kapitel  eine  bestimmte  allgemeine  pro- 
jective Trausformation  betrachtet.  In  diesem  Kapitel  nun  wollen  wir 
die  Gesamtheit  aller  unendlich  vielen  projectiven  Transformationen 
ins  Auge  fassen,  wodurch  wir  zu  dem  wichtigen  Begriff:  allgemeine 
projective  Gruppe  der  Ebene  geführt  werden.  Wir  werden  alsdann 
sehen,  dass  sich  jede  projective  Transformation  durch  Wiederholung 
einer  gewissen  unendlich  kleinen  projectiven  Transformation  herstellen 
lässt.  Dadurch  werden  wir  zu  den  gleich  wichtigen  Begriffen:  infini- 
tesimale projective  Transformation  und  eingliedrige  projective  Gruppe  ge- 
langen. 

§  1.     Die  allgemeine  projective  Gruppe. 
In  unserer  allgemeinen  projectiven  Transformation 

kommen  neun  Constanten  «i,  &x)  ^i5  ^2j  ^2>  ^2'i  ^st  ^s?  ^s  ^o^*  ^i^  hatten 
über  die  Annahme  derselben  nur  die  eine  Voraussetzung  getroffen,  dass 
ihre  Determinante  ^  nicht  gerade  gleich  Null  sei.  Wir  bemerken  aber, 
dass  von  diesen  neun  Coefficienten  einer  wegdividiert  werden  kann. 
Wir  könnten  z.  B.,  wenn  c^  =^  0  ist,  in  (1)  Zähler  und  Nenner  mit  c^ 
kürzen.     Alsdann  wären 

Cy  n      y  /»/  /*'  /*'  /*'  P      '  p 

3  ''3  ^3  "'S  ^3  ^3  ^S  "'S 

die  neun  Coefficienten,  von  denen  der  letzte  einen  bestimmten  Wert  hat. 
Demnach  stellen  die  Formeln  (1)  sicher  nicJit  mehr  als  oo^  verschiedene ^^J^P^^l^g_ 
projective    Transformationen   vor,    indem    zwei    projective    Transforma-^"™''"^"®"- 
tionen   (1),    deren   Coefficienten  a,  &,  c    sich    nur    um    einen  Propor- 
tional itätsfactor  unterscheiden,  mit  einander  identisch  sind. 

Man  kann  auch  umgekehrt  zeigen,  dass  zwei  projective  Trans- 
formationen (1)  nur  dann  dieselben  sind,  wenn  die  Coefficienten  der 
einen  denen  der  andern  proportional  sind.  Sollen  nämlich  die  Glei- 
ch un  genpaare 

(1)  -  ^i  ==  ;, VI-/. -M".  '    2/x=       ^  ^-^^  ^ 


und 

(2) 


«1 

x  + 

biV  +  Ci 

«3 

«=  + 

hy  +  ^3 

«1 

x  + 

biy  +  c, 

«3«^  +  hy  +  <?3 

«3«  +  &32/  +  Cj  '     ■"         «3»  +  &8»/  4-  Ca 
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dieselbe  Transformation  darstellen,  so  muss  identisch 

Ol  a:  +  &i  ^  4-  Cj  _^  %  a;  +  &i  ^  +  Ci 

«333  +  6s2/  +  Cs        ä^x  4-  &32/  +  Ca 

und 

Og  a;  +  6g  y  +  c^  _^  ä^a;  +  \y  +  Cg 
«3  a;  +  &3y  +  «3         äjo;  +  &32/  +  C'a 

sein.     Es  bestehen  also  dann  identisch  für  alle  x,  y  die  Gleichungen: 

{a^x  +  \y  +  Cy)  {ä^x  +  63I/  +  C3)  =  (ä, a;  +  &i «/  +  c^)  («go;  +  \y  +  C3), 
(«2«;  +  h^y  +  C2)  (ägo;  +  \y  +  C3)  =  (äga;  +  &2«/  +  \)  («s^  +  ^s«/  +  ^3)- 

Nun  kann  sich  aber  a^x -\- h^y -\- c^  nicht  nur  um  einen  constanten 
Factor  von  a^x  -\-  h^y  -j-  Cg  unterscheiden,  da  sonst  x^  nach  (1)  eine 
Constante  wäre.     Demnach  muss  zunächst  nach  der  ersien  Gleichung: 

ä^x -jr  b^y -}- Cy  =  h  {a^x  +  h^y -jr  Cy) , 
also  auch  nach  der  ersten  Gleichung: 

mithin  nach  der  zweiten  Gleichung: 

ä^x  +  b^y  +  Ca  =  /c  (^2^;  +  \y  +  Cg) 

sein.  Hierbei  bedeutet  Je  eine  Constante.  Es  müssen  also  die  ä,  b,  c 
den  a,  b,  c  proportional  sein. 

Zwei  projective  Transformationen  sind  somit  dann  und  nur  dann 
dieselben,  wenn  die  neun  Coefficienten  der  einen  den  neun  Coefficienten 
der  anderen  proportional  sind.  Gäbe  es  nun  nur  00^  oder  noch  weniger 
projective  Transformationen,  so  müsste  es  noch  andere  Werte  der 
Coefficienten  der  zweiten  Transformation  geben,  für  welche  diese  mit 
der  ersten  übereinstimmte.     Es  folgt  demnach : 

Satz  1 :    Es  giebt  gerade  00^  verschiedene  projective  Transformationen 
in  der  Ebene. 
8  woaent-  Unter  den  neun  Coefficienten  der  allgemeinen  proiectiven  Trans - 

liehe  Con-  .  v      .  O  r      J 

stanten.    formatiou  (1)  ist  also   einer  und   nur  einer  übergählu/f  oder:   es  sind 
gerade  acJit  jener  Constanten  wesentlich. 

a^Mfolge  ^^^  wollen  nunmehr  nach  einander  zwei  projective  Transformationen 

zweier  proj. ^i^gz-j^/^yg^ ;     Zuuächst  sctzeu  wir  also: 

Transform.  ' 

/.  V  a,x  4-  h.y  -\-  c.  a»  a;  4-  6» «  4-  c, 

(1)  ^1  =  - — T ».     ■     j  Vi  =  -  -  T  ^     I 

^^  1  «3^  +  ^32/4-^8'     ^^  «saj  +  feg^z  +  Cs 

und  darauf  noch: 

(3^  ,y  ^  "i^<„+  Pi Vi  +  yi    y  ^  ^i^i  +  ß^yt  +  yg . 

^  ^  '  ^      «3«i  +  ßsyi  +vz'  ^^     «siKi  -^  ßsVi  +  y3 

Die  erste  Transformation  führt  die  Punkte  (a;,  y)  in  die  Lagen  {Xy,  y^, 
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die  zweite  die  Punkte  {x^,  y^)  in  die  Lagen  (rCg,  y^)  über.  Diese  Auf- 
einanderfolge beider  Transformationen  lässt  sich  natürlich  durch  eine 
einzige  ersetzen,  welche  die  Punkte  {x,  y)  in  die  neuen  Lagen  (rcg,  2/2) 
bringt.  Um  die  Gestalt  dieser  Transformation  der  Coordinaten  x,  y 
in  die  Coordinaten  x^,  y^  zu  finden,  haben  wir  nur  x^,  y^  aus  (1) 
und  (3)  zu  eliminieren.     Dies  giebt; 

«1  («1^  +  &iy  +  Ci)  +  Pi  («8^;  +  &gy  +  C2)  +  y^  («3^  +  Ky  +  c%) 

«sC«!«  +  ^iV  +  Ci)  +  ^3(02^;  +  5jt/  +  Cj)  +  y^(a^x  +  \y  +  C3) ' 
«2(«i^  +  &iy  +  Ci)  +  ^2  («2«  +  &22/  +  Cj)  +  72(03«;  +  ^32/  +  C3) 


(4) 


^.1   


2/2 


«3(01«  +  6,2/  +  Ci)  +  (JsCaga;  -f  ftji/  +  c^)  +73(03^  +  ^s^/  +  Cs) 


ajg,  ^2   drücken  sich  somit  als  linear  gebrochene  Functionen  von  x,  y 
mit  gleichen  Nennern  aus  in  der  Form 

in  der 


(5) 


(i  =  1,  2,  3) 

ist.  Die  Gleichungen  (4)  oder  (4')  haben  wieder  die  Gestalt  der 
Gleichungen  einer  projectiven  Transformation.     Also: 

Satz  2 :  Die  Aufeinanderfolge  zweier  projectiver  Transformationen 
ist  einer  einzigen  projectiven  Transformation  äquivalent. 

Sind  a,,  &,,  d  die  Coefficienten  der  ersten,  «,,  ß,-,  yi  die  der  zweiten 
Transformation,  so  sind  die  Coefficienten  Q,-,  B,-,  c,  der  ihrer  Aufeinander- 
folge äquivalenten  projectiven  Transformation  die  bilinearen  Func- 
tionen (5)  der  «f,  &,-,  d  und  «,-,  ßi,  y». 

Wegen  der  in  Satz  2  ausgesprochenen  Eigenschaft  der  Schar 
aller  00^  projectiven  Transformationen,  nach  der  die  Aufeinanderfolge 
zweier  Transformationen  der  Schar  stets  einer  einzigen  Transformation 
eben  dieser  Schar  äquivalent  ist,  heisst  diese  Schar  nach  jetzigem 
mathematischen  Sprachgebrauch  eine  Gruppe,  und  zwar,  da  unendlich 
kleine  Änderungen  der  Coefficienten  a«,  &,-,  d  in  (1)  nur  unendlich 
kleine  Änderungen  der  Transformation  selbst  bewirken  und  man  durch 
continuierliche  Änderung  der  Coefficienten  von  einer  dieser  Transfor- 
mationen zu  jeder  derselben  gelangen  kann,  eine  continuierlicJie  Gruppe.  6°^""^^^®  n' 

Theorem  1 :    Alle  <x>^  projectiven  Transformationen  der  Ebene ^1°^^'^^}"^'^ 

'■        ''  I  Transfor- 

bilden    eine    continuierliche    Gruppe.      Die    Transformationen  Nationen. 
dieser  Gruppe  ordnen  sich  paarweis  als  invers  zusammen. 

Letzteres  haben  wir  schon  in  §  3  des  vorigen  Kapitels  bewiesen. 


I 
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^B^zeicbn^*'  Bezeichnen  wir  mit  S  irgend  eine  Transformation  der  Gruppe,  so 
der  'j  ransf  ^ej.(jen  Wir  mit  S~^  die  zu  ihr  inverse  bezeichnen ,  die  hiernach  auch 
der  Gruppe  angehört.  Mit  ST  werden  wir  künftig  —  wie  es  in  der 
Substitutionstheorie  zu  geschehen  pflegt  —  die  Aufeinanderfolge  der 
beiden  Transformationen  S  und  T  bezeichnen.  Insbesondere  werden 
wir,  wenn  S  und  T  dieselbe  Transformation  bedeuten,  statt  SS  das 
Symbol  S^  gebrauchen.  So  soll  also  S'^,  wenn  n  eine  ganze  positive 
Zahl  ist,  die  M-malige  Aufeinanderfolge  von  S  sein.  Ebenso  stellt 
S~"  die  w- malige  Aufeinanderfolge  der  zu  S  inversen  Transfor- 
mation S~^  dar.  Hiernach  hat,  wenn  S,  T,  U-'  Transformationen 
bedeuten,  jeder  Ausdruck  von  der  Form  /S'"  jT»  W  •  -  ',  in  dem  tn,  n,  r  •  • 
ganze  positive  oder  negative  Zahlen  bedeuten,  einen  ganz  bestimmten 
begrifflichen  Sinn.  Insbesondere  wird  es  hiernach  zweckmässig  sein, 
unter  S^,  T^,  ü^  •  •  die  identische  Transformation  Xi^  =  x,  i/i  =  y  zu  ver- 
stehen, die  wir  auch  bloss  mit  1  bezeichnen,  sodass  SS"^  =  S^  =  1  ist. 
Wir  bemerken  im  Auschluss  an  die  Formeln  (5)  noch  Folgendes : 
Die  Determinante 

Ol      6i      Ci 
«2     h     Cg 

Oo  &0  C, 


der  Transformation  (4)  oder  (4'),  die  der  Aufeinanderfolge  von  (1)  und 
(3)  äquivalent  ist,  hat  nach  (5)  den  Wert 


K 


Also  ffilt 


^1    y^ 

ßs     Vi 


Deter- 
minanten 


Satz    3 :     Haben    Bwei    projective    Transformationen    die    Determi- 
zweier    nanten  z/,  und  /i.>,  so  ist  z/,  z/,  die  Determinante  der  projectiven  Trans- 

Transfor-  1  '''  i.       £  jr      J 

ationen.  formation,  die  ihrer  Aufeinanderfolge  äquivalent  ist. 


rroj.Tri.nsf.,         Daraus,  dass  die  proiectiven  Transformationen  eine  Gruppe  bilden, 

die  ein  Brei-  '  J.        i» 

eck  in  ein  könncu  wir  den  Schluss  ziehen,  dass  es  stets  projective  JVansformationen 

anderes.  a.       u 

iiberfiihrt.  gldt ,  welche  die  Seiten  eines  beliebig  vorgelegten  Dreiecks  in  die  Seiten 

eines  anderen  beliebig  gegebenen  Dreiecks  überführen. 

Sind  nämlich 

?!  =  «!«;  + ?>,?/  + Ci  =0, 

^2  =  a^x  +  b.^y  -j-  ^2  =  0, 

?8  =  a.^x  +  &ay  +  C3  =  0 

die  Gleichungen  der  drei  ersten  gegebenen  Geraden  und 
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L^  =  Ä,X+  B,Y-\-Ci  =0, 

L,  =  Ä,X  +  B,Y+C,  =  0 

die  Gleichungen  der  drei  letzteren  gegebenen  Geraden,  indem  wir  die 
laufenden  Coordinaten  der  letzteren  zur  Unterscheidung  mit  X,  Y  be- 
zeichnen, so  bestimmen  zunächst 

(6)  ^l^7^    ^'^i 

»ach  §  3  des  1.  Kapitels  eine  projective  Transformation  S  der  Punkte 
(a;,  y)  in  die  Punkte  (x^,  y^),  welche  die  drei  ersten  gegebenen  Geraden 
in  die  Coordinatenaxen  iCj  =  0,  yi  =  0  und  die  unendlich  ferne  Gerade 
überführt.     Ebenso  liefern  die  Gleichungen 

(7)  x.  =  |,  y,  =  r: 

eine  projective  Transformation  T  der  Punkte  (X,  Y)  in  die  Punkte 
{^if  Vi))  welche  die  drei  Geraden  L^  =  0,  L^  =  0,  Xg  ==  0  in  die  Axen 
und  die  unendlich  ferne  Gerade  verwandelt.  Auflösung  von  (7)  nach 
X,  Y  giebt,  wie  wir  aus  §  3  des  1.  Kapitels  wissen,  die  zur  Trans- 
formation T  inverse  Transformation  T~^  der  Punkte  {x^,  y^)  in  die 
Punkte  (X,  Y),  die  ebenfalls  projectiv  ist.  Dieselbe  führt  die  Coordi- 
natenaxen x^  =  0,  t/i  =  0  und  die  unendlich  ferne  Gerade  in  die  drei 
Geraden  L^  =0,  L2  =  0,  L^  =  0  über.  Die  Aufeinanderfolge  SI^'^ 
der  beiden  projectiven  Transformationen  S  und  T~^  ist,  da  alle  pro- 
jectiven  Transformationen  eine  Gruppe  bilden,  einer  einzigen  projec- 
tiven Transformation  äquivalent,  welche  direct  die  Punkte  (x,  y)  in 
die  Punkte  (X,  Y)  überführt.  Dieselbe  wird  analytisch  durch  Elimi- 
nation von  x^ ,  y^  aus  (6)  und  (7)  erhalten,  also  zunächst  in  der  Form : 

/Q\  -^ h         -^2  h 

Natürlich  hat  man  diese  Gleichungen  noch,  um  die  gewohnliche  Form 
der  projectiven  Transformation  zu  erhalten,  nach  den  neuen  Variabein 
X,  Y  aufzulösen.  Dass  diese  Transformation  ST~^  die  drei  ersten 
gegebenen  Geraden  in  die  drei  letzten  gegebenen  Geraden  über- 
führt, ist  nach  Obigem  klar:  die  Gerade  I^  =  0  wird  durch  S  in 
die  Gerade  x^  =  0  und  diese  durch  T~^  in  die  Gerade  L^  =  0  ver- 
wandelt u.  s.  w.  Auch  erkennt  man  es  direct  aus  (8).  Denn  ist  l^  =  0, 
d.  h.  liegt  der  ursprüngliche  Punkt  (x,  y)  auf  der  einen  gegebenen 
Geraden,  so  giebt  (8)  auch  L^  =  0,  d.  h.  der  transformierte  Punkt  (X,  Y) 
liegt  auf  der  Geraden  L^  =  0,  u.  s.  w. 

Lio,  Continuierliche  Gruppen.  2 
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Natürlich  werde  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  Geraden 
Zi  =0,  ^2  =  0,  ?3  =  0  ebenso  wie  die  Geraden  L^  =  0,  L^=0,  ig  =  0 
ein  wirkliches  Dreiseit  im  Sinne  der  projectiven  Geometrie  bilden,  d.  h. 
dass  jene  drei  Geraden  nicht  sämtlich  einen  Punkt  gemein  haben. 
Sonst  nämlich  wären  S  und  T  ausgeartete  Transformationen. 
Beispiel.  Ein  Beispiel  erläutere   obigen  Gedankengang:     Die   drei  Geraden 

bilden  ein  wirkliches  Dreiseit,  ebenso  wie  diese  drei 

Zi=X— 1  =  0,     L2=r+1  =  0,     L^  =  X  =  0. 

Wir  verlangen  eine  projeetive  Transformation  der  Punkte  {x,  y)  in  die 
Punkte  (X,  Y),  welche  die  drei  ersten  Geraden  in  die  drei  letzten 
überführt.     Wir  setzen  nach  (8)  an : 

X         _  -3^—  1  y  _  r  +  l 

und  erhalten  durch  Auflösung  nach  X,    Y  die  gewünschte  projeetive 


Transformation 


^^x  -\-  y  -\-l       Y=~~^ 


2/  +  1     '  y  +  1 


Es  ist  nun  nicht  schwer,  auch  die  allgemeinste  projeetive  Transfor- 
mation aufzustellen,  welche  die  drei  Geraden  1^  =  0,  l^  =  0,  l^  ==  0  in 
die  drei -Geraden  L^  =  0,  L^==Q,  L^  =  0  verivandelt.  Eine  solche 
Transformation  drückt  nämlich  X,  Y  als  linear  gebrochene  Functionen 
von  X,  y  mit  gemeinsamem  Nenner 

n  =  Const.  X  -f-  Const.  y  -\-  Const. 

aus.  Nun  soll  L^==0  eine  Folge  von  Zj  =  0  vermöge  der  Transfor- 
mation werden.  Setzen  wir  also  in  L^  die  Werte  von  X,  Y  ein,  so 
muss  sich  offenbar  eine  linear  gebrochene  Function  von  x,  y  ergeben, 
deren  Nenner  n  ist  und  deren  Zähler  von  l^  nur  um  einen  Zahlen- 
factor   abweichen    kann.     Vermöge    der  Transformation  ist  demnach: 

wo  Qi^  eine  Constante  bedeutet.     Ebenso  ist 

n 


^3  = 


n 
Vermöge  der  Transformation  ist  also: 

-^3  es     's'  -'■'»  93     h 
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Demnach  stellen  die  nach  x^  y  wie  nach  X,  Y  auflösbaren  Gleichungen 

in  denen  a,  ß  Constanten  bedeuten,  die  allgemeinste  projective  Trans- 
formation der  gesuchten  Art  dar. 

Satz  4 :     Die  allgemeinste  projective  Transformation,  welche  die  drei 
ein  wirklicJies  Dreieck  bildenden  Geraden: 

li  ^  aix  +  hy  +  Ci  =  0 

(/  =  1,  2,  3) 

hezüglich  in  die  drei  ebenfalls  ein  wirkliches  Dreieck  bildenden  Geraden 
Li  =  A,X-j-BiY-{-Ci  =  0 

(1  =  1,  2,  3) 

Überführt,  ergiebt  sich  durch  Auflösen  der  Gleichungen 

nach  X,    Y.     Hierbei  bedeuten  a,  ß  irgend  welcJie  von  Null  verschiedene 
Constanten.    Es  giebt  also  oo^  derartige  Transformationen. 

In  unserem  obigen  Beispiel  sind  also  Beispiele. 

X— 1  X  Y4-1         „  71 


X  -^x  +  Tz  +  l'  X  t-x  +  y-\-l 

oder 

X  =  ^  +  y  +  1  («  -  i)a; -Kß  -  l)y  -  1 

(l  -  a)x-\-y  +  l'  (^i  -  a)x -{- y -j-  1 

die  Gleichungen  der  allgemeinsten  projectiven  Transformation,  welche 
die  Geraden  x  =  0,  y==0,  x-\-y-\-l=0  bez.  in  die  Geraden  X  —  1  =  0, 
r+l=0,  X  =  0  verwandelt. 

Zur  Übung  empfehlen  wir  dem  Leser,  die  projectiven  Transfor- 
mationen aufzustellen,  welche  die  Coordinatenaxen  und  die  unendlich 
ferne  Gerade  unter  einander  vertauschen.  Es  sind,  diejenigen  ein- 
geschlossen, welche  die  Coordinatenaxen  und  die  unendlich  ferne  Gerade 
jede  in  sich  überführen,  diese  sechs: 


Xi^  =  ax. 

yi  =  ßy\ 

x^  =  ay, 

y,=ßx', 

1 
x.  =  a  —, 

1                  y  t 

y.  =  ßp 

1 

*               X  ' 

y^-ßh 

^               X  ' 

y^  =  ßh 

X 

l                           y     7 

y.  =  ß\- 

Wir  heben,  um   ein  neues  Resultat  abzuleiten,  hervor,  dass  sich 
jede  Gerade 

ax  -\-  hy  -\-  c  =  0 

2* 
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mit  Hülfe  der  drei  von  einander  unabhängigen  linearen  Ausdrücke 

li  ^  ttiX  +  biy  +  d 

{i  =  1,  2,  3) 

in  der  Form  schreiben  lässt: 

(10)  aj,  +  02^2 +  03^3  =  0, 

wo  ttj,  02,  CI3  Constanten  bedeuten.  Denn  zum  identischen  Bestehen 
der  Gleichung 

ist  ja  notwendig  und  hinreichend,  dass 

a  =  ai«!  +  02^2  +  ös«3  > 

h  =o,&,  +  O2&2  +03^3, 
c  =aiCj  +  O2C2  +  0363 

sei,  und  diese  Gleichungen  liefern,  da  die  Determinante  27  +  ^1^2^3=1=0 
ist,  gerade  ein  bestimmtes  endliches  Wertsystem  a^,  02,  03.  Umgekehrt 
stellt  auch  jede  Gleichung  von  der  Form  (10),  wie  auch  a^,  02,  Og  ge- 
wählt sein  mögen,  eine  Gerade  dar. 

Diese  Gerade  (10)  wird  durch  die  allgemeinste  projective  Trans- 
formation (9),  die  li  =  0,  I2  =  0,  l^  =  0  in  ij  =  0,  Xg  =  0,  ig  =  0  ver- 
wandelt, übergeführt  in  die  Gerade 

a^aLi  +  a^ßL^  +  a^L^  =  0. 

Aber  jede  Gerade  der  XY-Ebene  lässt  sich,  da  i^,  L^,  L^  eine  von 
Null  verschiedene  Determinante  haben,  in  der  Form  schreiben : 

(11)  si,x, +  512X2  +  513^^3  =  0, 

in  der  Slj,  %2)  '^3  Constanten  sein  sollen.  Wenn  die  Transformation  (9) 
nun  die  allgemein  gewählte  Gerade  (10)  in  die  allgemein  gewählte 
Gerade  (11)  überführen  soll,  so  haben  wir  folglich  die  noch  zur  Ver- 
fügung stehenden  Coefficienten  a  und  ß  in  (9)  so  zu  wählen,  dass 

Ol a a^ß Og^ 

Sil         21,        % 

wird,  was  immer  und  zwar  auf  nur  eine  einzige  Weise  möglich  ist, 
sobald  die  Geraden  (10)  und  (11)  allgemeine  Lage  gegen  die  Drei- 
ecke ?!  =  0,  ^2  ==  0,  Z3  =  0  resp.  L^  =0,  Zg  ==  0,  ig  =  0  einnehmen, 
d.  h.  sobald  keine  dieser  Geraden  durch  eine  Ecke  der  betreffenden 
Dreiecke  geht,  denn  dann  würden  von  den  Coefficienten  a  und  51 
einige  verschwinden. 

Wir  haben  also  erkannt: 
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Satz  5:    Es  giebt  stets  eine  und  nur  eine  projective  Transformation, '^r^°l^^^^l 
die   vier    beliebige   Geraden   allgemeiner  Lage,   d.  h.  vier   Geraden,   von'^^^f"^'^^^^^ 
denen  Iceine  drei  durch  einen  gemeinsamen  Punkt  gehen,  in  vier  ^^^i^^Wa^n^r^m^et- 
andere   Geraden   allgemeiner  gegenseitiger  Lage   überführt.     Insbesondere    *"^''*- 
ist  die  identische  Transformation  x^  =  x,  yi  =  y  die  einzige  projective 
Transformation,    die    vier    Geraden    allgemeiner   gegenseitiger    Lage   in 
Buhe  lässt. 

In  unserem  Beispiel  können  wir  noch  fordern,  dass  etwa  die  Gerade  Beispiel. 


x-\-y-l  =  0, 

d.  h.  die  Gerade 

21^  +  2^2  —  k  =  0. 

in  die  Gerade 

Y=0 

oder 

L,-\-L,-L,^0 

übergehe.     Dies 

giebt 

die  Bedingung 

2a         2ß         —1 

1          1         —1 

oder 

und  die  betreffende  Transformation  lautet: 

X  =    ^  +  y  +  ^  Y  =    ^  +  ^  ~  i_ 

—  ar  +  2/4-l'  —  a;  4- 2/ +  1 


Fragen  wir  andererseits  nach  allen  projectiven  Transformationen, 
die  vier  PmiJcte  allgemeiner  gegenseitiger  Lage,  d.  h.  vier  Punkte, 
von  denen  nicht  drei  auf  einer  gemeinsamen  Geraden  liegen,  in  vier 
andere  Punkte  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  überführen. 

Zunächst  ist  klar,  dass  eine  solche  Transformation  die  drei  Ge- 
raden, die  drei  der  ursprünglichen  vier  Punkte  verbinden,  bezüglich  in 
die  drei  Geraden  überführt,  welche  die  entsprechenden  drei  Punkte 
verbinden.  Umgekehrt  ist  auch  klar,  dass  eine  projective  Transfor- 
mation, die  jene  ersten  drei  Geraden  in  die  neuen  drei  Geraden 
verwandelt,  jene  ersten  drei  Punkte  in  die  neuen  drei  Punkte  über- 
führt. Hiernach  handelt  es  sich  also  darum,  alle  projectiven  Trans- 
formationen aufzustellen,  die  drei  gegebene  ein  wirkliches  Dreieck 
bildende  Geraden  l^  =  0,  I2  =  0,  1^=0  in  drei  andere  gegebene  eben- 
falls ein  wirkliches  Dreieck  bildende  Geraden  L^  =0,  L^  =  0,  Zg  =  0 
und  ausserdem  einen  gegebenen  Punkt  (x,  y),  der  nicht  auf  einer  der 
Geraden  li  ==  0  liegt,  in  einen  gegebenen  Punkt  (X,  Y),   der  nicht 
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auf  einer  der  Geraden  X,  =  0  liegt,  verwandelt.    Die  erstere  Bedingung 
führt  auf  die  oo^  Transformationen  (9)  oder  : 

^    A,X-\-B,Y-^C,  —  ^a,x-\-b,y-{-c,' 

j.;, X  4-  JBj  r  +  (^a  ^^  ß  «8«;  +  hy  +  c^ 


^3 X  +  ^3  r  +  C3        ^  «3 a;  +  &33/  4-  C3 

Diese  Gleichungen  sollen  nun  bestehen,  wenn  x,  y,  X,  Y  gleich  x,  y, 
X,  Y  gesetzt  werden.    Dadurch  werden,  weil  kein  Zähler  oder  Nenner 
bei  den  gemachten  Voraussetzungen  für  diese  Werte  verschwindet,  a  und 
ß  in  unzweideutiger  Weise  bestimmt. 
So  hat  sich  ergeben : 
Transfer-  ^^^^  ^ '    -^^  9^^^^  ^^^^  ^**^^  ^'^^^  ^^'^  ^^'^  pTojecUve  TransformaÜon, 

Xr^i^'nkte^*^  vier  beliebige  ein  zvirMiches  Viereck  bildende  Punkte  in  vier  beliebige 
anderJüber-^'^^^*'^  em  wirkUclies  Viereck  bildende  Punkte  überführt     Insbesondere  ist 
führt,    ^^-g  i^^yitische  Transformation  x^  =  x,  yx  =  y  die  einzige  projective  Trans- 
formation, die  vier  ein  wirkliches  Viereck  bildende  Punkte  in  Buhe-lässt 
Als  Zusatz  können  wir  noch  infolge  der  letzten  Betrachtung  dies 
aussprechen : 
Tr°in8for-  ^^^"^  1 '.    Es  gicbt  stcts  eine  und  nur  eine  projective  Transformation, 

^*DreieIk^*^  fZ^ci  ein  wirkUchcs  Breieck  bildende  Geraden  in  sich  überführt  und 
"punktTn  i^^^^dies  -einen  gegebenen  Punkt  allgemeiner  Lage  in  einen  anderen  ge- 
*'^^'^^f^^i  gebenen  Punkt  allgemeiner  Lage  verwandelt. 


§  2.     Die  iufinitesimaleu  projectiven  Transformationen. 

Wir  bemerkten  schon,  dass  die  Gruppe   aller  projectiven  Trans- 
formationen der  Ebene  zu  jeder  Transformation 

auch  die  inverse  enthält.  Führen  wir  beide  nach  einander  aus,  so 
ergiebt  sich  die  identische,  die  Alles  in  Ruhe  lässt.  Da  die  Aufeinander- 
folge jener  beiden  Transformationen  infolge  der  Gruppeneigenschaft 
wieder  eine  Transformation  aus  der  Schar  aller  projectiven  Transfor- 
mationen (1)  ist,  so  folgt,  dass  es  solche  Werte  der  Constanten 
«1,  &i,  Cj  u.  s.  w.  geben  muss,  für  die  sich  die  Gleichungen  (1)  auf 
x^  =  X,  yi  ^=  y  reducieren.  In  der  That,  setzen  wir  in  (1)  statt  x^,  2/1 
die  Veränderlichen  x,  y,  und  verlangen  wir  das  identische  Bestehen  dieser 
Gleichungen,  so  ergiebt  sich,  da  es  auf  einen  Proportionalitätsfactor  nicht 
ankommt,  also  das  nicht- verschwindende  «1=1  gesetzt  werden  darf: 
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«1  =  1,  &/=  0,  Ci  =  0; 
a2  =  0,  62  =  1,  C2  =  0; 
^3  =  ^7     h  =  ^>     ^3  =  1- 

£!§  giebt  also  ein  und  nur  ein   Wertsystem  der  Constanten,  für  das  sich 
die  projective  Transformation  (1)  auf  die  Identität  reduciert. 

Hieraus    folgt,    dass    wir,    um    alle   unendlich   Meinen   projectiven^J^^^^^*®?^-^ 
Transformationen  zu  erhalten,  d.  h.  alle,  welche  die  Lage  eines  jeden  ^^J^^"^^*^^- 
Punktes   nur  unendlich  wenig   ändern,   den  Constanten    solche  Werte 
zu  geben  haben,  die  von  den  soeben  bestimmten  nur  unendlich  wenig 
abweichen.     Wir  setzen  also,  unter  dt  eine  infinitesimale  Grösse  ver- 
standen : 

«3  =  «3^^;  h='Mt,  Cz=l  +  7^dt, 

wo  «1,  «2  •  •  beliebige  Constanten  bedeuten,  und  erhalten  aus  (1)  als 
allgemeinen  Ausdruck  einer  infinitesimalen  projectiven  Transformation : 

■^1         1  +  {a,x  +  ß,y  4-  y,)dt'     ^^         1  +  {cc,x  +  ß,y  +  73)0« ' 
Nun  ist 

und  sonach  kommt: 

x^=x—ia^x-^ß,tj  +  y^)xdt+{a^x+ßsy  +  ysyxdt^ 

+ioc,x  +  ß,y+y,)St  -(a,x  +  ß,y-i-y,)(a,x-{-ß,y  +  y,)dt'-{--; 

+{a,x-^ß,y  +  y,)dt  -{a,x-\-ß,y-^y.;){a,x  +  ß^y+y,)dt^+---. 

Es  sind  die  rechten  Seiten,  wie  es  sein  muss,  nur  infinitesimal  ver- 
schieden von  X  und  y.  Die  unendlich  kleinen  Glieder  sind  Potenz- 
reihen nach  dt.  Man  erkennt  sofort,  dass  die  Glieder  erster  Ordnung 
in  d^  nur  dann  sämtlich  verschwinden,  wenn  alle  a,  ß,  y  =  0  gewählt 
werden.  Dann  aber  verschwinden  auch  die  unendlich  kleinen  Glieder 
höherer  Ordnung,  und  die  vorstehenden  Gleichungen  stellen  nur  die 
identische  Transformation  dar.  Hieraus  folgt,  dass  bei  jeder  infini- 
tesimalen projectiven  Transformation  wenigstens  eine  der  beiden  Ent- 
wickelungen  von  x  und  y  nach  8  t  sicher  ein  nicht  verschwindendes 
unendlich  kleines  Glied  erster  Ordnung  enthält.  Diesem  gegenüber 
sind  alsdann  die  Glieder  höherer  Ordnung  zu  vernachlässigen  und  es 
kommt: 
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[^1  ==  ^  +  (7i  +  («1  —  rs)^  +  ßiy  —  (XzX^  —  ßiXy)8t, 


(12) 

\yi  =  y  +  (72  +  «2^  +  (^2  —  rs)y  —  «3^^  —  ß^y^^^ 

als  allgemeiner  Ausdruck  einer  infinitesimalen  projectiven  Transfor- 
mation. Hierin  können  die  a,  ß,  y  irgend  welche  Constanten  bedeuten, 
während  dt  eine  infinitesimale  Grösse  sein  soll.  Wenn  wir  die  Con- 
stanten nun  anders  bezeichnen,  etwa  setzen : 

7i  =  «;    72  =  ^,  «1  —  73  =  c,     ßi  =  d, 

«2  =  ß?     ß2  —  73=9,     —  ccs  =  h,         —  ßs  =  Je, 
so  nehmen  die  Gleichungen  die  etwas  übersichtlichere  Form  an: 
\Xi  =  X  -\-  (a  -\-  ex  -\-  dy  -\-  hx^  -\-  'kxy)8t, 


(12') 

\yi  =y  +  Q>  +  ex-\-gy  -\-  lixy  +  'ky^)dt. 

Bei  einer  infinitesimalen  projectiven  Transformation  erfahren  sonach 
die  Coordinaten  x  und  y  unendlich  kleine  Incremente  8x  und  8y,  die, 
ivenn  man  nur  die  niedrigsten  wirklich  vorkommenden  unendlich  kleinen 
Grössen  herücksichtigt,  die  allgemeine  Form  haben: 

dx  =  Xi  —  X  =  {a  -\-  ex  -\-  dy  -{-  hx^  -f-  kxy)dt, 


(12")         , 

[^y^'yi  —  y^ib  +  ex  +  gy-i-  hxy  +  ky^)dt. 

Wären  die  unendlich  kleinen  Glieder  niedrigster  Ordnung  gleich  Null, 
so  würden,  wie  oben  bemerkt  wurde,  alle  unendlich  kleinen  Glieder 
höherer  Ordnung  ebenfalls  verschwinden,  und  die  Transformation  wäre 
bloss  die  Identität.  Vernachlässigt  man  die  unendlich  kleinen  Glieder 
höherer  Ordnung  nicht,  so  stellen  sich  dx  und  dy  als  unendliche 
Reihen  dar,  die  nach  gangen  Potenzen  von  dt  fortschreiten. 

Eine  beliebige  Function  f  der  Veränderlichen  x,  y  erhält  bei  dieser 
infinitesimalen  projectiven  Transformation  (12')  oder  (12")  auch  einen 
unendlich  kleinen  Zuwachs  df,  nämlich,  da 

«/■=  /•(*!,  S/i)  —  fi?:,  y)  =  K"  +  Sx,  y  +  Sy)-  M  y)  = 

ist,  diesen: 

df=[{a^ex-\-dy+hx'+kxy)^^+{h  +  ex+gy+hxy+kf)^]dt. 

Der  Ausdruck 

(13)    Uf={a  +  cx  +  dy^hx'  +  kxy)^^^+{h-{-ex-\-gy-Yhxy+kf)^, 

der  mit  dt  multipliciert  dieses  Increment  darstellt,  definiert  nun  unsere 
infinitesimale    projective    Transformation    vollständig. ,    Nehmen    wir 
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nämlich  hierin   die  beliebig  zu  wählende  Function  f  gleich  x  an,   so 

wird  ö-^  ^  1  und  ^^  ^  0,  und  es  bleibt: 

dx  oy 

Ux  ^  a  -\-  ex  -{-  dy  -\-  ha^  +  hxy, 

ein  Ausdruck,   der,  mit  dt  multipliciert,   den  Zuwachs  dx  von  x  dar- 
stellt.    Analog  ist  der  mit  dt  multiplicierte  Ausdruck 

Uy  ^l -\- ex  +  gy  -\-  hxy  +  Tcf 
der  Zuwachs  der  Veränderlichen  y. 

Wir  werden   daher  künftig  die  infinitesimale  projective  Transfor- 
mation nicht  durch   die  Gleichungen  (12')  oder  (12"),  sondern  durch 
den  Ausdruck  (13)   definieren.     Wir  nennen  diesen  Ausdruck   TJf  das 
Symbol  der  allgemeinen  infinitesimalen  projectiven  Transformation  (12')einer'i^fiLt. 
oder  (12").  ~  '"'  '"'"''''■ 

Die  Constanten  a,  1)  .  .  .  h,  k  in  diesem  Symbole  sind  willkürlich.  Bei»pieie. 
Setzen  wir  z.  B.  a=  1   und  alle  anderen  gleich  Null,  so  kommt  die 
besondere  infinitesimale  projective  Transformation 

d.  h.  diejenige,  bei  der  die  Incremente  der  Veränderlichen   diese  sind 

dx=üxdt  =  dt,  dy=  Uy-dt  =  0. 
Hier  erfährt  also  x  einen  für  alle  Punkte  (x,  y)  der  Ebene  gleichen 
Zuwachs  dt,  während  y  ungeändert  bleibt;  jeder  Punkt  (ic,  y)  wird 
um  dieselbe  Strecke  dt  parallel  der  a;-Axe  verschoben.  Es  ist  dies 
eine  sogenannte  infinitesimale  Verschiebung  oder  Translation.  Setzen 
wir  andererseits  alle  Constanten  gleich  Null  mit  Ausnahme  von  c  und 
g,  die  wir  gleich  1  annehmen,  so  reduciert  sich  üf  auf: 

Uf=x~4-y^- 

'  dx    ^    ^  oy 

Hier  wachsen  die  Coordinaten  um 

dx=üxdt-:^xdt,     dy=Uy-dt  =  ydt, 
d.  h.  jeder  Punkt  (x,  y)  wird  auf  seinem  Radiusvector  um  eine  un- 
endlich kleine  diesem  Radiusvector  proportionale  Strecke 


Ydx^  -{-dy^'^dt  Yx^  +  y' 
fortbewegt.     Es    ist    dies    eine    sogenannte  infinitesimale   Almlichkeits- 
transformation    vom    Anfangspunkte    aus.      Setzt    man    ferner   d  =  1, 
e  =  —  1  und  die  übrigen  Constanten  in  Uf  gleich  Null,  so  resultiert: 

TT^^      df  df 

'        ^  dx  oy 

wobei 

dx=üxdt  =  ydt,     dy  =  Uy  ■  dt  =  —  xdt 
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ist.     Diese   Gleichungen    stellen    eine   infinitesimale  Rotation   um   den 
ÄnfangsjaunJct  dar.     U.  s.  w. 

Zur  grösseren  Bequemlichkeit  wollen  wir  künftig  die  partiellen 
Differentialquotienten  der  Function  f,  so  lange  diese  willkürlich  gelassen 
wird,  mit  p  und  q  bezeichnen: 

df  df 

ox       ^'      dy       ^ 

Alsdann  schreibt  sich  das  Symbol   Uf  so  : 

Uf':^  (a  -{-  cx  -\-  dy  -\-  hx^  -f-  Tvxy)  p 


(13') 

l       +  (b  -}-  ex  -jr  gy  i-  hxy  +  Itf)  q 

Dies  Symbol  setzt  sich  linear  mit  constanten  Coefßcienten  a,  b  . .  .h,  Je 
aus  den  acht  einzelnen  von  willkürlichen  Constanten  freien  Symbolen 
von  speciellen  infinitesimalen  projectiven  Transformationen  zusammen: 

p,     q;     xp,    yp,     xq,     yq; 
x^p  +  xyq,    xyp  +  y^q, 

die  sich  leicht  dem  Gedächtnis  einprägen  lassen,  die  beiden  letzten 
insbesondere  in  der  Form  x(xp  -f-  yq)  und  y{xp  -\-  yq).  Aus  ihnen 
lässt  sich  die  allgemeine  infinitesimale  projective  Transformation  Uf 
dadurch  wieder  zusammensetzen,  dass  man  sie  mit  Constanten  multi- 
pliciert  und  addiert.  Jede  infinitesimale  Transformation  Uf,  die  in 
dieser  Weise  mit  constanten  Coefficienten  aus  jenen  acht  zusammen- 
gesetzt werden  kann,  nennen  wir  abhängig  von  diesen.  Insbesondere 
nennen  wir  z.  B.  die  infinitesimale  projective  Transformation  axp  -f-  byq 
von  3cp  und  yq  abhängig.  Ebenso  kann  man  sagen,  dass  die  infini- 
tesimale Rotation  yp  —  xq  von  yp  und  xq  abhängt. 

Nach  dem  Obigen  würde  es  im  ganzen  oo^  infinitesimale  pro- 
jective Transformationen  geben,  da  das  allgemeine  Symbol  Uf  gerade 
acht  willkürliche  Constanten  enthält.  Aber  es  ist  naheliegend,  zwei 
solche  infinitesimale  Transformationen,  die  sich  nur  dadurch  unter- 
scheiden, dass  die  Coefficienten  der  einen  denen  der  anderen  pro- 
portional sind,  als  identisch  zu  betrachten.  Beide  nämlich  führen 
einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  in  derselben  Richtung  um  unendlich 
kleine  Strecken  weiter,  die  zu  einander  in  der  ganzen  Ebene  in  dem- 
selben Verhältnis  stehen.  Da  die  Wahl  der  infinitesimalen  Grösse  dt 
ganz  beliebig  ist,  können  wir  diese  Fortschreitungen  direct  dadurch 
gleich  gross  machen,  dass  wir  das  eine  Mal  ein  gewisses  Vielfaches 
von  dt  als  neues  dt  benutzen. 

Demnach  werden  wir  sagen,  dass  es  in  (13)  nur  auf  die  Verhält- 
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nisse  der   acht  Goefficienten  a,  h  .  .  .  h,  Je  ankommt,   d.  h.  dass  es  ifn^iJ^o'trt 
ganzen  mir  cxj'  infinitesimale  projecHve  Transformationen  giebt.  ^to^&lton 

Wir  wollen  nunmehr  annehmen,  wir  hätten  die  Goefficienten  in 
Uf  in  irgend  einer  Weise  bestimmt  gewählt.  Alsdann  ordnet  Uf 
den  Punkten  der  Ebene  ganz  bestimmte  Fortschreitungsstrecken  in 
bestimmten  Richtungen  zu,  indem  x  und  y  die  Incremente  erfahren 

dx  =  (a  -{-  ex  +  dy  +  hx^  +  Jcxy)dt, 
dy  =  {h  -}-  ex  -\-  gy  +  hxy  -\-  ky^)dt. 

Es  liegt  kein  Hindernis  vor,  uns  vorzustellen,  dass  diese  unendlich 
kleine  Lagenänderung  in  dem  Zeitelement  dt  geschieht,  indem  wir  der 
infinitesimalen  Grösse  8t  eine  anschauliche  Bedeutung  beilegen.  Wenn 
wir  die  infinitesimale  Transformation  Uf  ein  zweites  Mal  im  nächsten 
Zeitteilchen  dt  auf  die  gefundenen  neuen  Punkte,  darauf  ein  drittes 
Mal  auf  die  so  erhaltenen  Punkte  u.  s.  w.  ausüben,  so  gelangen  die 
Punkte  {x,  y)  schliesslich,  etwa  in  der  Zeit  t,  in  neue  Lagen  (xj^,  y^, 
die  von  den  ursprünglichen  im  allgemeinen  endliche  Entfernungen 
haben  werden.  Dann  sind  x-^^,  y^  gewisse  Functionen  von  t  und  den 
ursprünglichen  Coordinaten  x^  y  derart,  dass  sie  sich  für  ^  ==  0  auf 
X,  y  selbst  reducieren,  und  dass  sie  zweitens,  wenn  t  um  dt  zunimmt, 
um  die  Werte 

dx^  =  (a  +  (^^i  -\-  ^Vx  +  ^^^i  +  ^^iyi)dt, 

dyi  =  (&  +  6^1  +  gvi  +  ^^^xVx  +  'kyx^)dt 

wachsen.  Sie  sind  demnach  die  Functionen  von  f,  die  dem  simultanen 
System  genügen : 

C14)    'l^ ^ ^ ^cu 

^     ^    a-\-cXi-\-dy^-^hXi^-\-hx^tj^        h +  eXi-\- gy^+hx^yi-^rhy^^  ' 

dabei  vorausgesetzt,  dass  sie  sich  für  t  =  0  auf  x,  y  selbst  reducieren. 
Die  durch  Integration  dieses  simultanen  Systems  (14)  erhaltenen 
neuen  Lagen  (xi,  y^  der  Punkte  {x,  y)  sind  also  diejenigen,  die 
sie  nach  unendlich  oftmaliger  Wiederholung  der  infinitesimalen  Trans- 
formation  Uf  annehmen.     Die  Integralgleichungen  : 

(15)  x^  =  (p{x,  ij,  t),    y^  =  t{x,  y,  t), 

die  für  ^  =  0  einfach  Xi  =  x,  yi  =  y  ergeben,  stellen  demnach  eine 
endliche  Transformation  der  Punkte  (x,  y)  in  die  Punkte  (x^,  y^)  dar. 
Da  sie  eine  willkürliche  Grösse  t  enthalten,  so  haben  sich  factisch  oo^ 
Transformationen  (15)  ergeben,  unter  denen  insbesondere  die  identische 
x^==  X,   yi  =  y    enthalten  ist.     Wegen  der  Entstehungsart  der  Glei- 
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chungen  (15)  haben  sie,  nach  Potenzen  von  t  entwickelt,  ofifenbar  die 
Form: 

Xi^x-^l{x,y)t-\ ,     yi'^y  +  ri{x,y)t-{ , 

wenn  unter  |  und  iq  die  Grössen: 

^  ^  a  -\-  ex  -\-  dy  -\-  hx^  -f-  Jcxy, 
r}=h  -i-  ex-\-  gy-{-  hxy  +  hy^ 

verstanden  werden.  Die  Schar  der  oo^  Transformationen  (15)  enthält 
somit  auch  (für  t  =  dt)  die  infinitesimale  projective  Transformation, 
von  der  wir  ausgingen.  Dies  ist  übrigens  begrifflich  klar.  Bezeichnen 
wir  nun  mit  T  die  infinitesimale  Transformation  Uf,  so  giebt  ihre 
w- malige  Wiederholung  die  Transformation  T",  ihre  m- malige  T'^. 
Dann  ist  die  Aufeinanderfolge  beider  äquivalent  der  (n  -f-  w)- maligen 
Wiederholung  von  T : 

Indem  wir  diese  Überlegung  auch  auf  unendlich  oftmalige  Wieder- 
holung von  T  ausdehnen,  durch  die  sich  die  oo^  Transformationen  (15) 
ergeben,  wird  es  einleuchtend,  dass  die  Aufeinanderfolge  zweier 
Transformationen  T«,  Tj  der  Schar  (15)  einer  einzigen  Transfor- 
mation Tc  eben  dieser  Schar  äquivalent  ist:  TaT^  =  Tc,  dass  also 
diese  Schar  die  Gruppeneigenschaft  besitzt.  Natürlich  ist  dies  kein 
strenger  Nachweis  der  Gruppeneigenschaft.  Wir  verzichten  hier  jedoch 
auf  eine  bindende  Beweisführung*). 

Es  mag  also  das  Bemerkte  genügen,  um  darzuthun,  dass  die 
endlichen  Transformationen,  die  durch  fortwährende  Wiederholung 
der  infinitesimalen  projectiven  Transformation  üf  hervorgehen,  eine 
sogenannte  Gruppe  bilden  und  zwar,  da  es  oo^  Transformationen  sind. 
Eingliedrig,  eine  eingliedrige  Gruppe,  erzeugt  von  Uf.  Auch  gehen  wir  nicht  darauf 
zeugt  von  ir/einj^  ZU  bcwcisen,  dass  diese  Gruppe  m  jeder  ihrer  Transformationen  auch 
die  inverse  enthält.  Dagegen  sollen  einige  Beispiele  das  Gesagte  er- 
läutern. 

Beispiele.  Liegt  z.  B.  die  infinitesimale  projective  Transformation 

Uf=p 
vor,  also  die  infinitesimale  Translation 

8x  =  dt,    8y  =  0, 

*)  Eine  strenge  Begründung  findet  man  in  Kap.  2  des  Werkes:  Sophus  Lie, 
Vorlesungen  über  Differentialgleichungen  mit  bekannten  infinitesimalen  Transfor- 
mationen, bearbeitet  und  herausgegeben  von  Q.  Scheffers,  Leipzig,  Teubner  1891. 
Im  Folgenden  citieren  wir  dies  Werk  kurz  als:    „Diffgln.  m.  inf.  Trf.^' 
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so  führt  ihre  unendlich  oftmalige  Wiederholung  offenbar  die  Punkte  {x,  y) 
in  die  neuen  Punkte 

x^  =  x-\-  a,    yi  =  y 

über.  Dabei  ist  die  Verschiebungsstrecke  a  längs  der  iC-Axe  eine  von 
X,  y  unabhängige  Grösse.     Hier  lautet  das  simultane  System  (14): 

dx^  _  dy,  _  , 

und  giebt  integriert  mit  den  Anfangs  werten  x,  y  von  x^,  y^  für  ^  =  0 
diese  Gleichungen: 

x^  =  x-\-t,    yi=y, 

also,  bis  auf  andere  Bezeichnung  der  Grösse  a,  die  obigen.  Offenbar 
stellen  diese  Gleichungen  eine  Gruppe  von  Transformationen  dar,  denn 
aus  der  Aufeinanderfolge  von 

x^^x  +  t,    y^  =  y 
und 

^^  =  Xy  +  h,      2/2  =  Vi 

folgt 

x.,  =  x^{t-\-  t,),    2/2  =  2/, 

also  die  Translation  um  die  Strecke  (t  -\-  tj)  längs  der  a;-Axe. 
Die  infinitesimale  Ähnlichkeitstransformation 

Uf=xp  -i-yq 
oder 

dx  =  xdt,     dy  =  y8t 

giebt  offenbar,  unendlich  oft  ausgeführt,  die  endliche  ähnliche  Ver- 
grösserung  oder  Verkleinerung  vom  Anfangspunkt  aus: 

x^  ==  mx,    y^  =  my. 
Integriert  man  hier  das  simultane  System  (14): 

mit  den  Anfangswerten  x,  y  von  x^,  y^  für  ^  =  0,  so  erhält  man 

a?!  =  aje*,    y^  =  y^, 
also    in    der  That  Gleichungen,    die    mit  den   obigen  übereinstimmen, 
wenn  nur  die  Grösse  e'  durch  m  ersetzt  wird.    Sie  stellen  eine  Gruppe 
dar,  denn  aus: 

x^  =  xe*,      f/i  =  ye', 

x^  =  adle's     ^2  =  y^^^ 
folgt  durch  Elimination  der  Zwischenwerte  Xy^  y^: 

x^  =  xe'+'^,    y^  =  2/e'+'', 
und  dies  sind  Gleichungen  von  eben  jener  Form. 
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Jede  infinitesimale  projective  Transformation  TJf  erzeugt  also 
eine  gewisse  Gruppe  von  oo^  endlichen  Transformationen.  Es  liegt 
nun  nahe,  zu  vermuten,  dass  diese  endlichen  Transformationen  auch 
projectiv  sein  werden.  Dies  zu  beweisen,  würde  unsere  nächste  Auf- 
gabe sein.  Wir  finden  es  jedoch  angebracht,  vorerst  einige  Vor- 
betrachtungen anzustellen,  die  auch  sonst  ihr  besonderes  Interesse 
haben,  um  dann  im  übernächsten  Paragraphen  die  angeregte  Frage 
zu  beantworten. 

§  3.     Andere  Definitionen  der  projectiven  Transformationen. 

In  diesem  Paragraphen  wollen  wir  zeigen,  dass  sich  die  projec- 
tiven Transformationen  auch  definieren  lassen  als  die  allgemeinsten 
Punkttransformationen,  welche  die  Punkte  einer  Geraden  stets  wieder 
in  die  einer  Geraden  überführen.  Hierfür  geben  wir  nachher  zwei 
Beweise:  Der  erste,  umständlichere  beruht  auf  synthetischen  Über- 
legungen und  führt  daher  am  besten  in  die  Sache  ein.  Der  zweite, 
kürzere  ist  rein  analytisch.  Es  bleibt  dem  Leser  überlassen,  welchen 
dieser  Beweise  er  vorziehen  will. 
Zunächst  eine  Vorbemerkung: 
Vor-  Wenn  durch  einen  Punkt  0  (Fig.  5)    vier  Strahlen  s^,  s^,  s^,  s^ 

gehen,  die  mit  irgend  einem  bestimmten  Strahl  So  durch  0  Winkel 
bilden,  deren  Tangenten  A^,  Ag,  Ag,  X^  sind,  so  ist 
es  leicht,  das  Doppelverhältnis  des  Vierstrahls  an- 
zugeben. Denken  wir  uns  nämlich  eine  Gerade  g 
senkrecht  zu  So  im  Abstände  1  von  0  gezogen, 
so  schneidet  sie  s^,  Sg,  s^,  s^  in  vier  Punkten 
Px,P2)Ps,P4.}  und  nach  Satz  1  des  §  1,  1.  Kap.,  ist 

(Sl,  6-2,  Sg,  Sj   =  (Pt,P2,Ps,Pi)- 

Fig.  5.  1 

Der  Punkt  pi  hat  ofiFenbar  die,  vom  Schnittpunkt 
der  Geraden  g  mit  So  an  gerechnete  Abscisse  Xt  auf  g,  und  also  ist 
nach  Satz  4  des  §  1,  1.  Kap.: 

(\  1    ~~       2        ^    ™^       4 

s^s^s^sj  =  ,   _  ,   :  3   _  7  • 

Das  Doppelverhältnis  von  vier  Strahlen  durch  einen  PunJct  ist  also  gleich 
dem  Doppelverhältnis  der  Tangenten  ihrer  Neigungswinkel  8U  irgend  einer 
bestimmten  Richtung. 

Transfer-  Nach    dicser  Vorbemerkung    wollen    wir  nunmehr  annehmen,   es 

mation  der  o  7 

bS^'beuf r  ^^^S®^  die  Gleichungen 
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irgend  einer  —  nicht  gerade  notwendig  projectiven  —  Transformation 
der  Punkte  (x,  y)  der  Ebene  in  die  Punkte  (x^,  y^)  vor.  Dabei  sollen 
q),  il;  differen^ierbare  Functionen  ilirer  Argumente  und  die  Gleichungen  (16) 
auch  umgekehrt  nach  x,  y  auflösbar  sein.  Der  einem  bestimmten,  aber 
irgendwie  gewählten  Punkte  (x,  y)  benachbarte  Punkt  (x  -\-  dx,  y  -\-  dy) 
wird  durch  diese  Transformation  in  einen  Punkt  (Xj^-{-dXi,  2/i  +  ^2/i) 
übergeführt,  der  dem  Punkte  (x^,  y^  benachbart  ist,  in  welchen  die 
Stelle  {x,  y)  vermöge  (16)  übergeht,  und  zwar  kommt: 

dx^  =  <p'{x)dx  +  (p\y)dy,     dy^  =  ■ilf'{x)dx  +  t' {y)dy. 
Diese  Gleichungen  lehren  also,  wie  die  in  nächster  Nähe  der  Stelle  (ar,  t/) 
gelegenen  Punkte  durch  (16)  transformiert  werden.    Jedes  Incrementen- 
paar  dx,  dy  bestimmt  eine  Richtung  durch  den  Punkt  (x,  y)  mit  der 

Tangente  -j^,  die  in  eine  Richtung  durch  den  Punkt  (x^,  y^)  mit  der 


Tangente  -~  übergeht. 

Da  nun 

ist,  so  werden  die  Tangenten  der  Richtungen  bei  der  Transformation  (16) 
transformiert  in  der  Art,  wie  die  Punkte  einer  Geraden  bei  projectiver 
Transformation  (vgl.  §  2  des  1.  Kap.),  denn  <p'{x),  g)'{y),  t'{^),  t'{y) 
sind,  da  wir  einen  bestimmten  Punkt  (x,  y)  ins  Auge  gefasst  haben, 
gewisse  bestimmte   Zahlen.     Nach  Satz  6,   §  2  des   1.  Kap.,   ist  also 

auch  das  Doppelverhältnis  aus  vier  Tangenten  —^  gleich  dem  aus  den 
vier  entsprechenden  Tangenten  -r^« 

Nach  der  vorangeschickten  Bemerkung  ist  folglich  auch  das  Doppel-  Invarianz 
.  .  /         \  "^^^  Doppel- 

verhältnis  aus   vier  Richtungen  durch  (x,  y)   gleich  dem  aus  den  vier  ^erhäit- 

.  -n.7  \'»'/o  nisses  von 

transformierten  MicJitungen  durch  (x^,  y^).  vier  Rich- 

Satz   8 :     Bei  jeder    durch    differmzierhare   Gleichungen   gegebenen 
Punkttransformation 

x^  =  (p{x,  y),     y,  =  ^(a;,  y) 

der  Ebene  werden  je  vier  durch  einen  Punkt  gehende  Bichtungen  in  solche 
Richtungen  durch  den  transformierten  Punkt  übergeführt,  die  dasselbe 
Dojopelverhältnis  besitzen. 

Wir  wollen  von  jetzt  ab  von  der  Punkttransformation  ('16)  ins-    mömus' 

,  j  ^       ■'  Construc- 

besondere  voraussetzen,  dass  sie  —  wie  die  projectiven  —  alle  Punkte  **°'^  ^^"«"^ 

r\  -1  •     1         •TT-»i  ■T«'  projectiven 

einer  (jeraden  stets  wieder  in  die  Punkte  einer  Geraden  überführe.      Transfonn. 
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Fig.  6. 


Sie  verwandele  etwa  die  vier  ein  wirkliches  Viereck  bildenden 
Punkte  jp',  p",  p"\  p^^  in  die  vier  Punkte  p/,  jp/',  jp/",  p^j  die  dann 
auch  ein  wirkliches  Viereck  bilden  (Fig.  6).  Wir  fragen,  wohin  ein 
beliebiger  Punkt  p  durch   (16)  transformiert  wird.     Zu   dem   Zwecke 

ziehen  wir  die  Geraden  Qy  g" ,  g"\  g^^, 
welche  p^  mit  p,  p'\  p"\  pF^  verbinden. 
Nach  Voraussetzung  gehen  sie  wieder  in 
Geraden  über,  also  insbesondere^",  g'" ,  g^ 
in  die  drei  Geraden  g^\  g^",  g^j  die  p/ 
mit  p",  Vx"^  Pt^  verbinden.  Nach  unserem 
Satze  muss  g  in  eine  Gerade  g^  durch  p^ 
übergehen,  die  mit  g^',  g-^'\  g^^  dasselbe 
Doppelverhältnis  bestimmt,  wie  g  mit  g'y  g",  g"'.  Danach  lässt  sich 
^1  eindeutig  construieren.  Der  Punkt  p^^  muss  also  auf  einer  ganz 
bestimmten  Geraden  g^  gelegen  sein,  die  von  p^  ausgeht.  Ebenso 
kann  man,  indem  man  im  Obigen  p'  mit  p"  vertauscht,  eine  bestimmte 
Gerade  durch  p^'  construieren,  auf  der  2>i  ebenfalls  liegen  muss.  p^  ist 
somit  gefunden.     Also: 

Satz  9 :  Eine  durch  differemierhare  Gleichungen  gegebene  PunM- 
transformation ,  die  Geraden  in  Geraden  überführt y  ist  vollständig  da- 
durch bestimmt,  dass  man  angiebt,  dass  irgend  vier  gegebene  Punkte 
p'y  p"y  p" ,  p^^,  die  ein  wirkliches  Viereck  bilden,  bei  ihr  in  vier  andere 
gegebene  Punkte  p^,  p^'y  p^'\  p^^  übergehen  sollen,  die  natürlich  auch 
ein  wirkliches  Viereck  bilden  müssen. 

Andererseits  haben  wir  in  §  1,  Satz  6,  erkannt,  dass  es  auch 
gerade  eine  projective  Transformation  giebt,  die  p',  p",  p" ,  p^"^ 
in  p^,  py,  pI" y  p^  überführt.  Da  sie  Geraden  in  Geraden  ver- 
wandelt, muss  sie  folglich  mit  jener  analytischen  Transformation 
identisch  sein. 

Theorem  2:  Jede  durch  differenzierbare  Gleichungen  ge- 
gebene Punkttransformation  der  Ebene  (x,  y),  die  Geraden  in 
Geraden  überführt,  ist  eine  projective  Transformation : 


X,  = 


Vi 


«3«  +   &32/  +    <^.  '       ^^  «3^  +  ^32/+   Ca 

Dieser  Satz  lässt  die  hervorragende  Bedeutung  der  projectiveu 
Transformationen  ganz  besonders  ins  Licht  treten. 

Die  oben  in  Fig.  6  angedeutete  Construction  ist  übrigens  eine  be- 
kannte von  Mob  ins  herrührende  Methode  zur  geometrischen  Her- 
stellung einer  projectiven  Transformation. 

An  diese  Möbius'sche  Construction  knüpfen  wir  noch  folgende 
Bemerkung   an:     In  Fig.  6    können   ^,  g",  g"\  g^^  als  vier   beliebige 
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Geraden  durch  einen  Punkt  p  aufgefasst  werden.  Die  Transformation 
führt  sie  in  die  Geraden  g^,  g^',  g^",  g^"^  durch  ^i'  über,  die  dasselbe 
Doppelverhältnis  haben.     Also  folgern  wir: 

Satz  10 :  Eine  projective  Transformation  führt  vier  durch  einen 
PunM  gehende  Geraden  stets  in  solche  vier  durch  einen  Punkt  gehende 
Geraden  über,  die  dasselbe  Doppelverhältnis  wie  jene  haben. 

Betrachten  wir  andererseits  vier  Punkte  auf  einer  Geraden,  so 
können  wir  sie  mit  irgend  einem  fünften  Punkte  durch  vier .  Strahlen 
verbinden.  Sie  haben  dann  nach  Satz  1,  §  1  des  1.  Kap.,  dasselbe 
Doppelverhältnis  wie  diese  vier  Strahlen,  die  bei  der  projeetiven  Trans- 
formation in  vier  Strahlen  mit  demselben  Doppelverhältnis  übergehen. 
Daher  folgt  noch: 

Satz  11 :  Eine  projective  Transformation  führt  vier  auf  einer  Geraden 
liegende  Punkte  in  solche  vier  auf  einer  Geraden  liegende  Punkte  über, 
die  dasselbe  Doppelverhältnis  wie  jene  haben. 

Wir  können  unserem  obigen  Theorem  eine  rein  analytische  Fassung 
geben :  Die  oo^  Geraden  der  Ebene  sind  die  Integralcurven  der  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung 

dx*  Projective 

Eine  Transformation  '^''*°'*°'- 

(16)  x^  =  (fix,  y),    y^  =  il>{x,  y) 

führt  daher  dann  und  nur  dann  jede  Gerade  wieder  in  eine  Gerade 
über,  wenn  bei  ihr  jene  Differentialgleichung  in  den  neuen  Veränder- 
lichen o^i,  y^  wieder  die  Form  hat: 

^  =  0 
Es  ist  bei  unserer  Transformation: 


mation  de- 
finiert dnrch 
y"=0. 


und  hieraus  lässt  sich  vermöge 


^dy. 


d^tfi  dxi  _  dXi 

dXi''  dx     '  dx 

auch  -j-^  berechnen.     Es    kommt,   wenn    die    partielle  Differentation 

1 

nach  X  bez.  y  durch  angehängten  Index  x  bez.  y  bezeichnet  wird: 

^  =  (y^4.^y  yy{{^xx+  2t^yy-{-  i>yyy'^+%y"){spx+fpyy)  — 

—  {^>xx  +  2^>xyy'-\-  (Pyyy^+  9>!/y")  {tx  +  tyV)]  ' 
Lie,  Contiunierliche  Gruppen.  3 
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Dies  soll  also  gleich  Null  sein  vermöge  ^  =  0  oder  y"  =  0   und 

dx 


/7 1# 

zwar  für  alle  Werte,  die  a?,  «/  und  -~  haben  mögen.    Diese  Forderung 


(17) 


führt  auf  die  vier  Bedingungen: 

txx<Px  fPxxtx  =  0, 

^xrrgjy <Pxxfl^y  +  ^i^xyfpx  —  ^(Pxyll^x  =  0, 

tyyfPx  ^yy'^x  +  '^'^Pxy^Py  '^<Pxyty  =  0, 

Nach  unserem  obigen  Ergebnis  wissen  wir,  dass  die  Transfor- 
mation (16)  projectiv  ist,  sobald  (p  und  i^  diese  Bedingungen  erfüllen. 
Durch  wirkliche  Integration  dieser  Differentialgleichungen  wird  man 
folglich  dazu  geführt  werden,  dass  (p  und  ip  linear  gebrochene  Func- 
tionen von  X  und  y  mit  demselben  Nenner  sein  müssen.  Indem  wir 
diese  Integration  direct  ausführen,  ergiebt  sich  somit  der  oben  an- 
gekündigte zweite  analytische  Nachweis. 

In  der  That*),   aus  der  ersten  und  letzten  Gleichung  (17)  folgt: 

dx  dx     '        dy  dy 

Es  ist  somit: 

(18)  ^a;  =   '^fpx,       %  =  Xg)y, 

wo  X  und  Y  Functionen  von  x  bez.  y  allein  bedeuten.  Setzen  wir 
diese  Werte  in  die  beiden  mittleren  Gleichungen  (17)  ein,  so  kommt: 

(19)  (Z  -  Y)(p,.<p,  -  2  rg>J=  0,  (Z  -  Y)<pyy<Px  +  2X>/=  0. 
Wenn  wir  ferner  auf  (18)  die  Integrabilitätsbedingung :  tlf^y  =  tyx  an- 
wenden, so  ergiebt  sich: 

(20)  {X—Y)(p,,—  Tip,  +  X'<py  =  0. 

Wir  differenzieren  nun  die  erste  Gleichung  (19)  partiell  nach  x.  Dies 
liefert : 

X'(pxx<Py  +  (X  Y){tpxxxfpy  +  ^xx^px^  '^Y'(px^xx  =  0 

oder,  wenn  wir  darin  die  aus  (19)  und  (20)  folgenden  Werte  der 
zweiten  Differentialquotienten  von  g)  einsetzen: 


*)  Die  directe  Integration  der  Gleichungen  (17)  ist  vielleicht  zuerst  von 
Scheffers  geleistet  worden.  Die  linken  Seiten  von  (17),  dividiert  durch 
qp^i/)  —  ^>y''Pxi  ^^"^  Differentialinvarianten  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe. 
Lie  benutzte  sie  im  Jahre  1883  zur  Integration  aller  auf  die  Form  y"  =  0 
reducibeln  Gleichungen  (Archiv  for  Math.,  „Classification  u.  Integration  u.  s.w."  III.). 
Lie  hat  überhaupt  früher  als  die  Herren  Liouville  und  Appell  Differential- 
invarianten nicht  linearer  Gleichungen  eingeführt  und  hat  überdies  eine  allgemeine 
Theorie  derselben  begründet.    (Vgl.  §  4  des  9.  Kap.) 
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q>xxx        (^x—Y)^      V' 
Hieraus  und  aus  der  ersten  Gleichung  (19)  schliessen  wir: 


T^XXX  3      9^; 


XX 


^x  X  ™a; 

l>xx'' 

Integrieren  wir  diese  Gleichung,  so  folgt:     Es  ist  — 3-  eine  Function 

qp 

von   y   allein,    also   auch  — ^,  sodass    das  Integral   hiervon,   nämlich 
— T-,  linear  in  x  ist  und  demnach  g)«  die  Form  hat: 

fx^ 

1 

in  der  a,  ß  Functionen  von  y  allein  sind,  sodass  (p  die  Form 


ax  -\-  ß    ^    ^  ^^^  ^        aaj  +  ß 

hat,  in  der  q,  6,  a,  ß  Functionen  von  y  allein  sind,  cp  ist  demnach 
linear  gebrochen  in  x.  Ganz  analog  folgt,  dass  q)  auch  in  y  liuear 
gebrochen  ist,  sodass  es  diese  Form  hat: 

Hier  bedeuten  die  a,  . .  d^  Constanten.     Ähnliches  ergiebt  sich  für  ^, 
und  zwar  hat  ^  nach  (18)  denselben  Nenner  wie  9p.     Daher: 
.  äiXy  +  a^x  +  b^y  +  c^ 


dsxy  -\-  03«  +  ftgt/  +  Cg 
Die  erste  und  letzte  Gleichung  (17)  werden  durch  diese  Annahme 
erfüllt.  Wenn  wir  dagegen  diese  Werte  in  die  beiden  mittleren 
Gleichungen  (17)  einführen,  so  folgt  sofort,  dass  di  =  d2  =  d^  ==  0 
sein  muss.  Mithin  haben  g)  und  ^,  wie  zu  beweisen  war,  die  Form : 
^  «1«:  +  &iy  +  Ci  ^  a^a;  +  b^y  -\-  Cg 

^        asas  +  ös^  +  Cs'  «s^  +  ^sy+Cs' 

Dass  vermöge  einer  projectiven  Transformation  -^-^  =  0  eine 
Folge  von  ■^— ^  =  0  ist,  können  wir  auch  so  aussprechen :  Die  Trans- 
formation führt  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  y"=0  in 
sich  über,  oder  auch:  Sie  lässt  y"  =  0  invariant.  Schliesslich  können 
wir  auch  sagen:    y"=0  gestattet  diese  Transformation. 

So  hat  sich  ergeben: 

Satz  12:  Man  Tcann  die  projectiven  Transformationen  als  die  all- 
gemeinsten Punkttransformationen  der  Ebene  {x,  y)  definieren,  welche  die 
Differentialgleichung  y"  =  Q  invariant  lassen. 
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Inf.  project.         j]g  ]jg„^;  jj^,^  nahe  zu  vermuten ,  und  wir  wollen  es  direct  nach- 

Transfonn.  O  7 

defln.^urch^gjggjj^  dass  auch  die  infinitesimalen  projectiven  Transformationen  die 
allgemeinsten    infinitesimalen   Pnnkttransformationen    der    (xy)-Woene 
sind,  welche  die  Gleichung  y"=  0  invariant  lassen. 
Bei  der  infinitesimalen  Transformation 
C7/"=  ^p  +  rjq 
ist  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung: 

Ferner  ist  das  Increment  von  «/': 

„    , <^  ä'y 8dy  •  dx  —  dy  •  8dx 

^  dx  dx* 

Die  Zeichen  8  und  d  können  mit  einander  vertauscht  werden,  sodass 

kommt : 

^    , d8y  •  dx  —  dy  •  dSx dSy  ,  dSx /dr] ,  '^^W/ 

^  dx*  dx         ^     dx  \dx       ^  dx/      ' 

also    im   vorliegenden   Falle,    da    die  Differentiationen   nach  x  hierin 
totale  sind : 

'  dy  =  Iv^  +  Vvv'—  y'{^=c  +  iyy)]St 

=  Inx  +  {ny  —  L)y'—  ^yy^^t 

Endlich  ist  analog : 

^    /, d8y' „  d8x 

^  dx         ^     dx  ' 

d.  h.  ausgerechnet: 

^2/"=  [V^x  +  {2f}a:y  —  ^xx)y'+  (Vyy  —  21x2,)«/'^—  ^yyy'^  + 

Unsere  infinitesimale  Funkttransformation  lässt  die  Gleichung  «/"=  0 
dann  und  nur  dann  invariant,  wenn  Sy"=  0  ist,  sobald  y"=  0  gesetzt 
wird,  wenn  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

,      dy"=Qy"dt 

besteht,  d.  h.  wenn  die  vier  folgenden  Bedingungen  erfüllt  sind: 

Die  erste  und  letzte  lehren,  dass 

ist,   wobei  X,   Xq   nur   x   und    Y,    Tq  nur  y  enthalten.     Die  beiden 
mittleren  Bedingungen  geben  integriert: 

r}y  —  2^,  =  X,(x),     ^,-27jy=Y,(y), 
sodass 

3|,  =  -2X,  — r„    3riy=-2Y,-X, 
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wird.  Vergleichen  wir  dies  mit  den  vorhergehenden  Ausdrücken  für 
I  und  f],  so  folgt: 

3X'y  +  3Xo'=  —  2X1  —  Ti ,    3  Tx  -i- SY^=  —  2Y,- X,. 

In  der  ersten  Gleichung  kommt  y  links  linear  und  rechts  nur  in  Y^ 

vor.     Also  kann  man 

r,  =  —  3cy  —  Sd 
und  analog 

Xi=  — 3aa;  — 3& 

setzen,  a,  6,  c,  d  sind  hierin  Constanten.  Nunmehr  hat  y  in  der 
ersten  der  beiden  vorstehenden  Bedingungen  den  Coefficienten  3X', 
rechts  3  c.     Also  ist  X' =  c  und  analog  Y' =  a,  sodass 

X  =  ex  -\-  y,    X  =  ay-\-cc 
folgt.     Jetzt  liefern  unsere  Forderungen  noch: 

Xo'  =  2ax  -\-2h-j-d,     Y^'  =  2cy  -{-2d  +  b, 
also 

Xo  =  ax'  +  (26  +  d)x  -i-ß,     To  =  cy'  +  (2t?  +  b)y  +  d. 

Wir  haben  demnach  zu  setzen: 

l  =  (cx+Y)y-\-ax'-\-i2h  +  d)x  +  ß, 
ri^(ay  -\-  a)x  +  cy^  +  {2d  +  &)«/  +  d. 
Bezeichnen  wir  die  Constanten  anders,  so  finden  wir  Uf  in  der  be- 
kannten Form : 

Uf  ^  (a  -\-  ex  -\-  dy  -\-  hx^  +  Tixy)p  -\-  {b  -\-  ex  -\-  gy  -\-  hxy  -f-  'ky^)q. 
Hiermit  ist  denn  wirklich  dargethan,  dass  die  infinitesimalen  projectiven 
Transformationen  die  allgemeinsten  infinitesimalen  Punkttransformationen 
der  Ebene  (x,  y)  sind,  welche  die  Gleichung  y"  ==  0  invariant  lassen. 

Dieses  Ergebnis  giebt  uns  Gelegenheit  zu  einigen  Bemerkungen, 
die  später  verwertet  werden  sollen: 
Sind  zunächst 

irgend  zwei  infinitesimale  Transformationen,  so  kann  man  den  Ausdruck 

U,{U,f)  -  U.iUJ) 
bilden.     Es  ist  ja: 

Rechnet  man  diese  Werte  aus  und  subtrahiert  sie  von  einander,  so 
fallen  die  zweiten  Differential quotienten  von  f  sämtlich  heraus,  und  es 
kommt : 
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(  TJ,{ü,f)-  U,(JJ,f)  =  {l,  II  +  ^,  II  - 

^2  aa; 

(21)                                            \     ^                 u 

l                                                 ^  1^1   g^  -1-  ^1    ^y 

'  ^2  aa; 

oder  auch,  da  z.  B. 

ist: 

(21')    U,iü,f)  -  U.iUJ)  =  {U,k  -  U,^i)P  +  iU,v.  -  U,vd2- 
Dieser  Ausdruck   ist   also    wieder  das  Symbol    einer  gewissen  infini- 
tesimalen Transformation.     Wir   nennen   ihn   den    mit    U^^f  und    t^f 
Klammer-  gebildeten  Klammerausdruck  und  seine  Bildung  die  Klammeroperation. 

ausdruck.    o  a  r 

Abkürzend  bezeichnen  wir  diesen  Ausdruck  mit  ( Z7i  Cg).  Er  wird  in 
unseren  späteren  Betrachtungen  eine  äusserst  wichtige  Rolle  spielen. 
Es  ist  nun  leicht  nachzuweisen,  dass,  wenn  TJ^f  und  f^/"  infini- 
tesimale projective  Transformationen  sind,  auch  {U^  TJ^  eine  solche 
Transformation  darstellt.  In  der  That,  es  bestehen  nach  dem  Voran- 
gehenden Relationen  von  der  Form: 

u^{y")  =  Qiy", 
^2{y")  =  Q2y", 

also  ist 

üAü^iy"))  =  {U^Q2  +  91^2)2/"; 
üdUi{y"))  =  (C4?i  +  QiQ2)y" 

und  infolgedessen: 

diese  Gleichung  aber  zeigt,  dass  die  infinitesimale  Transformation: 
TJi{TJi{f))  —  üziüiif))  *^iö  Gleichung  y"=  0  invariant  lässt,  und  dass 
sie  somit  projectiv  ist. 

Dies  Ergebnis  können  wir  aber  auch  direct  ableiten.  Sind  nämlich 
Ulf  und  ü^f  allgemeine  infinitesimale  projective  Transformationen,  ist 
also  etwa  (vgl.  §  2): 

üif=  §iP  -f  %2  =  («1  +  ci^  +  ^iV  +  ^1^^  +  hxy)p  + 

+  (h  +  e^x  +  g^y  -f  h^xy^  \y^)q, 
UJ=  ^2P  +  %a  =  («2  +  Caic  +  d^y  +  \^^  +  h^y)p  -\- 
+  (&2  +  e^x  +  g^y  -f  h^xy-j-  \y^)q, 

so  sind  C^§2>  ^2^i>  f^i'?2  "^^  ^'yi  sämtlich  cubische  Functionen  von 
X  und  y.  Doch  ist  C/^  I2  —  £^2  ^1  quadratisch  und  frei  von  y^,  während 
x^  darin  den  Coefficienten 

und  xy  den  Coefficienten 
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dji^  —  d^\  +  gji^  —  g^\ 

besitzt.  Eben  diese  Coefficienten  haben  xy  und  tß  in  ZJji^g  —  ^^i> 
das  quadratisch  und  von  c(^  frei  ist.     Nach  (21')  sind  also  in 

I  und  ri  quadratische  Functionen  von  x,  y,  deren  erste  frei  von  y^, 
deren  zweite  frei  von  x^  ist,  während  x^  in  der  ersten  denselben  Coeffi- 
cienten wie  xy  in  der  zweiten  und  xy  in  der  ersten  denselben  Coeffi- 
cienten wie  «/^  in  der  zweiten  besitzt.  Es  hat  also  ( U^  U^)  wieder 
die  Form  einer  infinitesimalen  projectiven  Transformation. 

Satz  13 :  Der  Klammerausdruclc  aus  zwei  infinitesimalen  projectiven 
Transformationen  ist  wieder  eine  infinitesimale  projective  Transformation. 

Wir  hätten  dies  auch  so  beweisen  können:  Jede  infinitesimale 
projective  Transformation  setzt  sich  linear  mit  constanten  Coefficienten 
zusammen  aus: 

üif=p,     Ü2f=q,     ÜJ=xp,     ÜJ=yp,     UJ=xq, 
W=yq,   TJrif=ci?p-irxyq,     Usf=xyp  +  y^q. 
Sind  also   Uf  und  Vf  solche,  so  ist  etwa : 

.      üf=a,  UJ  +  •  •^+  «8  üsf=  ^«.-  W, 
rf=h,U,f+--  +  \  ÜJ=  2Jb,  Uif. 

Dann  sieht  man  ohne  Mühe  nach  (21')  ein,  dass 

{UV)  =  Z2:aM{UiUi:) 
ist,  dabei  die  Doppelsumme  über  i  und  Ti  von  1  bis  8  erstreckt.    Bilden 
wir  aber  die  Klammerausdrücke  (CT,-  ük)  der  obigen  acht  speciellen  in- 
finitesimalen Transformationen,  so  ersehen  wir,    dass   sie  alle  wieder 
projectiv  sind,  mithin  auch  (JJV). 
So  ist  z.  B. : 

{U,U,)  =  xyp+y'q=U,f, 

(ü,U,)  =  yq   ~xp  =  UJ-  UJ 
u.  s.  w. 

Da  die  (JJiUk)  wieder   infinitesimale  projective  Transformationen 

sind,  so  setzen  sie  sich  linear  mit  constanten  Coefficienten  aus  U^f'  •  •  C/^/" 

zusammen,  etwa  in  der  Form : 

8 

{^UiUi:)^^sCi,,Usf 

1 

(«,  i  =  1,  2  . .  8). 

Dies  Ergebnis  werden  wir  späterhin  erst  seiner  vollen  Bedeutung 
nach  würdigen  können. 
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Noch  bemerken  wi»,  dass  wir  künftig  sagen,  Vfsd  aus  JJ^f,  U^f-  •  ürf 
linear  abgeleitet,  wenn  Vf  sich  so  darstellen  lässt: 

Vf=  «1  UJ+  a,UJ+--  +  arUrf, 
wo  «1,  «2  •  •  ttr  Constanten  sind.  Wir  sagen  ferner,  Ffsei  von  U^f  -  -  Urf 
unabhängig,  wenn  es  keine  solche  Darstellung  giebt  (vgl,  §  2).  Dem- 
nach sind  Ulf-'  Urf  von  einander  unabhängig  zu  nennen,  wenn  keine 
derselben  linear  aus  den  übrigen  ableitbar  ist,  wenn  also  keine  Relation 
von  der  Form 

ö^i UJ  +  «2 U^f-i \-  arUrf=0 

mit  nicht  sämtlich  verschwindenden  constanten  Coefficienten  %,  «2  •  '  ^J»- 
existiert. 

§  4.     Die  eingliedrigen  projectiven  Gruppen. 

Zum  Schluss  des  §  2  warfen  wir  die  Frage  auf,  ob  die  eingliedrige 
Gruppe,  die  von  einer  infinitesimalen  projectiven  Transformation  erzeugt 
wird,  auch  aus  lauter  projectiven  Transformationen  besteht. 
Grulpe^be-^         ^^^  wcrdcu  dicse  Frage  nunmehr  in  bejahendem  Sinne  auf  zwei 
^*ro^ectiven ^^^^^^^^^^^^'^    Wegen    beantworten:     Der    eine,    wenn    auch   weniger 
mat^onen  elementare,    so    doch  auch  keine  Rechnungen   erfordernde,    geht  von 
den   Ergebnissen    des    vorigen    Paragraphen    aus    und    benutzt    einen 
übrigens  ziemlich  selbstverständlichen  Satz  aus  der  Theorie  der  Diffe- 
rentialgleichungen.   Der  andere  Weg  ist  derjenige,  welcher  sich  natur- 
gemäss  darbietet  und  keinerlei  fremde  Sätze  benutzt.     Allerdings  ver- 
langt er  recht  ausführliche  Rechnungen,  die  indess  auf  mehrere  wichtige 
Formeln  führen. 
N^hwTis  ^^  ^^^  ersten  Weg  einzuschlagen,  benutzen  wir  den  Satz,  dass, 

wenn  die  Differentialgleichung  y"  =  0  die  infinitesimale  Transfor- 
mation Uf  zulässt,  sie  auch  jede  durch  continuierliche  Wiederholung 
von  Uf  erzeugte  endliche  Transformation  gestattet.  Den  analytischen 
Beweis  dieses  begrifflich  selbstverständlichen  Satzes  findet  man  an 
anderer  Stelle*). 

Nun  sei  Uf  eine  infinitesimale  projective  Transformation.  Sie  lässt, 
wie  wir  wissen,  y"  =  0  invariant.  Demnach  lässt  auch  jede  endliche 
Transformation  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  diese  Diffe- 
rentialgleichung invariant.  Nach  Satz  12  des  vorigen  Paragraphen  ist 
sie  folglich  projectiv,  was  zu  beweisen  war. 


Zweitor 
Kachweis. 


Um  nun  den  zweiten,  von  fremden  Hülfsmitteln  freien  Beweis  zu 
geben,  sei 


*)  „Diffgln.  m.  inf.  Trf.",  Kap.  16,  §  3. 
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(22)  üf=  {a-\-cx^dy-\- hx^  +  lxy)p -^ {h  ■\- ex -\- gy  +  hxy  +  1cy^)q 

die  vorgelegte  infinitesimale  projective  Transformation.     Die  endlichen 
Gleichungen 

(23)  Xj_  =  (p(x,  y,  t),    y^  =  ^(a;,  y,  t) 

der  von  JJf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  gehen  hervor  durch  Inte- 
gration des  simultanen  Systems 


dxy 


äyi 


=  dt 


mit  den  vorgeschriebenen  Anfangswerten  x,  y  von  x^^,  y^  für  ^  =  0. 
Es  kommt  also  darauf  an  zu  beweisen,  dass  diese  Integralgleichungen 
die  Form  haben : 

Hierin  sollen  die  a,  h,  c  gewisse  Functionen  des  Parameters  t  bedeuten. 
Man  bemerke  nun  zunächst,  dass  aus  den  Gleichungen  (25)  durch 
DiflFerentiation  nach  t  folgen  würde : 


d 


I  T.      I      n/<^«i      ,  dhi     ,  dci\     ,        ,  -       ,      ./doo      ,  db,     ,  dcA 


dt  {a^x  +  b^y  +  c^Y 

Hieraus  könnten  wir  noch  vermöge  (25)  x  und  y  eliminieren,  da  nach 


(25)  bekanntlich  (vgl.  §  3  des  1.  Kap.) 


X  = 


A^i  +  A2/1  +^3 


y  = 


B,x,  +B,y,+B, 


ist,  sobald  die  Ai,  Bi,  Q  die  ünterdeterminanten  der  Determinante 

1     h     ' 


"3 


h     ^3 


hinsichtlich  a,,  6„  c»  bedeuten.     Weil  hiernach  auch 

ist,  würde  sich  somit  ergeben: 

-5{(A^,  +  ^,y,+^,)!^  +  (B,^,  +  ...)§  +  (CA  +  ...)^) 
oder 
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1t—-3\-^^lü  +-">  'dt+^<'-dt  + 

-(^^^+^«§  +  «»t)«.}- 

Ein  ähuliclier  Wert  würde  aus  (25)  für  -^ ,  ausgedrückt  in  x^,  t/^ ,  t, 
hervorgehen. 

Die  Gleichungen  (25)  sind  nun  dann  und  nur  dann  die  Integral- 
gleichungen   des    simultanen    Systems  (24),    wenn   letzteres    dieselben 

Werte  von  -^  und  -j^ ,  ausgedrückt  in  x^,  y^  und  t,  liefert.   Dies  aber 

verlangt,  wie   der  Vergleich  lehrt,  dass  die  ai,  hi,  Ci  derartige  Func- 
tionen von  t  seien,  dass  sie  identisch  die  Gleichungen  erfüllen: 

2)    A^^+Bat +  03^  =  ^6, 
5)    A,'-Il+B,'-Il  +  C,i^  =  ^e, 

Hierin  sind  die  a,  h,  c,  d,  e,  g,  h,  h  rechts  die  in  Uf  vorkommenden 

Zahlen,  während  die  Äi,  Bi,  d  gewisse  quadratische  Functionen  der 

a,-,  hij  d  sind,  welch'  letztere  übrigens  auch  rechts  in  z/  auftreten. 

Diese    Gleichungen    (26)    reichen    zunächst    gerade    aus   zur   Be- 

da.       dh-       dc- 
Stimmung  der  -^,     -j^ ,     -—  durch    die  a,-,    &,-,   c,-  selbst,   allerdings 

bis  auf  eine  willkürliche  Function.     Setzen  wir  nämlich 
(26')  -^»^--Bat-^»W  =  ^'' 


(26) 
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so  folgen  aus  der  siebenten  und  achten  sowie  aus  dieser  Gleichung 
die  Werte  der  Differentialquotienten  von  a^,  hj  c^,  da  die  Determinante 

ist.  Die  gefundenen  Werte  werden  darauf  in  die  dritte  und  sechste 
Gleichung  eingetragen.  Alsdann  berechnen  sich  aus  der  ersten,  dritten 
und  vierten  Gleichung  die  Differentialquotienten  von  a^,  \,  c^,  aus 
der  zweiten,  fünften  und  sechsten  die  von  a^,  l)^,  c<^.     So  kommt: 


(27) 


^  =  (c  -  Oci  +  dc^  +  acg; 
^  =  ea,  +  (^r  -  X)a^  +  6^3, 

^  =  eci  +  0/  —  0^2  +  ftcg; 
^  =  _  Qia^  +  -ka^  +  Zag), 


Es  ist  dies  ein  System  von  linearen  homogenen  Differentialgleichungen 
zur  Bestimmung  von  a^,  h^,  c^;  a^,  &2>  ^2!  ^37  ^3>  ^3  ^^^  Functionen 
von  ^.  Nun  giebt  es  bekanntlich  stets  Functionen  üi,  &,-,  c»-  von  t, 
welche  diesen  Gleichungen  genügen.  Es  lassen  sich  also  in  der  That 
stets  die  Coefficienten  in  (25)  so  als  Functionen  von  t  wählen,  dass 
diese  Gleichungen  (25)  die  Integralgleichungen  des  simultanen  Systems 
(24)  werden.  Da  sich  diese  Integralgleichungen  für  ^  =  0  auf  a^i  =  x, 
y^z=y  reducieren  sollen,  so  werden  wir  das  System  (27)  mit  dem 
Anfangswerte  1  für  aj,  \,  Cg  und  dem  Anfangswerte  0  für  die  übrigen 
Functionen  integriert  denken.  Dies  ist  immer  gestattet,  denn  die 
Gleichungen  (27)  bestimmen  die  ai,  &»-,  Ci  als  Potenzreihen  nach  t,  geben 
aber  nicht  die  Anfangswerte  a,-®,  &,",  Ci^.     So  kommt  z.  B. : 

a^  =  «1«  +  [(c  -  0<  +  da^"  +  aag«]^  H .     - 

Für  ^  =  0  ist  dies  gleich  a^".    Wir  nehmen  demnach  die  Constante  a^ 
gleich  1  an,  um  die  obige  Forderung  zu  erfüllen.    Ahnlich  verhält  es 
sich  mit  <^en  Reihenent Wickelungen  für  die  übrigen  Grössen  a,-,  &«,  c,-. 
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Dass  im  System  (27)  die  willkürliche  Grösse  l  auftritt,  darf  nicht 
überraschen,  denn  wir  wissen  ja,  dass  von  den  neun  Coefficienten  der 
Transformation  (25)  einer  überzählig  ist  (vgl.  §  1),  sodass  also  un- 
möglich alle  neun  eindeutig  als  Functionen  von  t  bestimmt  werden 
können.  la  der  That  bestimmen  die  Gleichungen  (27)  eindeutig  gerade 
die  Verhältnisse  der  «j,  5»,  c».  Denn  diese  Gleichungen  bestimmen 
zunächst  die  a»,  &/,  Ci  als  Functionen  von  at,  ht .  .  lt.  Nach  (27)  ist 
aber  jedes 

dit~     ^*'  dit~     ^'^   dit~     ^'■' 

d.  h.   jedes  Verhältnis    zweier    der  Grössen  «,-,   &,,   Ci   ist    frei   von  ?, 
indem  z.  B.  : 

oder  also : 

wird,     j-  enthält  demnach  l  nicht. 


Bit' 


Ferner  erkennen  wir,  dass  die  Gleichungen  (27)  die  ai,  hi,  Ci  als 
von  einander  unabhängige  Functionen  von  at,  ht .  .It  definieren,  denn 
ihre  Functionaldeterminante  ist: 


y,    1    da^  dbi    dci  da^  dh^    dc^    da^   db^    dcg 

—  dci  Jdt  Jät  Wt  Jgt  Jbi  dhi  dht   Wt  ~ 


a^ 

«2 

% 
0 
0 
0 
0 
0 
— a, 


h 

0 
0 
0 
0 
0 


0 
0 
0 
0 
0 


0 
0 
0 

«1 

«2 

0 
0 


— ^     — Cj     —«2 


0 
0 
0 

h 
h 

0 
0 

-h 


0 
0 
0 
0 
0 
0 

— «1 

—«2 

— a. 


■h 


0 
0 
0 
0 
0 
0 

—  Co 


{2J±a,h,c,y. 


Da  sie  nicht  identisch  verschwindet,  besteht  also  auch  keine  Relation 
zwischen  %  •  •  Cg.  Die  Verhältnisse  der  «,,  &,-,  c,-  sind,  wie  gesagt,  frei 
von  l  und  also  von  einander  unabhängige  Functionen  von  at,  ht,  et, 
et,  gt,  ht  und  kt,  denn  sonst  bestände  ja  eine  Relation  zwischen  den 
«»,  bi,  Ci. 
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Durch  den  Nachweis  der  Möglichkeit  der  Bestimmung  unserer  neun 
Functionen  «j,  hi,  Ci  als  Functionen  von  t  in  der  Art,  wie  es  in  (26) 
verlangt  wurde,  ist  nun  dargethan,  dass  in  der  That  die  endlichen 
Gleichungen,  die  durch  Integration  des  Systems  (24)  hervorgehen,  die 
Form  (25)  einer  projectiven  Transformation  haben,  mit  anderen  Worten : 

Theorem  3  :  Die  von  einer  infinitesimalen  projectiven  Trans- 
formation der  Ebene  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  bestellt  aus 
lauter  projectiven  Transformationen. 

Es  erhebt  sich  nun  noch  eine  Frage :  Da  es  gerade  oo'  infini- 
tesimale projective  Transformationen  giebt,  so  existieren  also  auch 
gerade  oo'  eingliedrige  projective  Gruppen  von  je  oo^  endlichen  pro- 
jectiven Transformationen,  sodass  wir  so  im  ganzen  alle  oo^  projec- 
tiven Transformationen  erhalten  würden,  wenn  nur  noch  feststünde, 
dass  eine  beliebige  dieser  von  infinitesimalen  projectiven  Transfor- 
mationen erzeugten  endlichen  Transformationen  im  allgemeinen  nur 
einer  oder  einer  discreten  Anzahl  solcher  eingliedriger  Gruppen  an- 
gehören kann.  Wir  entscheiden  diese  Frage  sofort,  indem  wir  um- 
gekehrt erkennen,  dass  jede  endliche  projective  Transformation  (25) 
von  einer  infinitesimalen  Transformation  erzeugt  wird.  Denn  die 
Gleichungen  (27)  bestimmen,  wie  wir  sahen,  die  a,-,  fe,-,  c,-  als  von 
einander   unabhängige  Functionen  von  at^  •  •  •  It  etwa  in   der  Form: 

tti  =  Qi(pi{at,  •  •  •  kt), 

bi  =  Qiti(at,  •  •  •  Jct)j     (.=1,2,3). 

Ci  =  Qi%i{at,  •  ■  -kt). 

Hierin  bezeichnet  Qi  den  It  enthaltenden  Factor.  Denken  wir  uns  nun 
die  endliche  projective  Transformation  (25)  gegeben,  verstehen  wir 
also  unter  den  a,-,  bi,  Ci  Grössen,  deren  Verhältnisse  uns  als  Zahlen 
gegeben  sind,  so  werden  die  vorstehenden  Gleichungen  die  at  •  -  -Jet 
als  Functionen  der  Verhältnisse  der  at,  bi,  d  ergeben,  denn  diese  Ver- 
hältnisse sind,  wie  wir  sahen,  von  einander  unabhängige  Functionen 
von  at  •  •  •  Jet,  so  lange  die  obige  Determinante  oder  also  ^  nicht 
Null  ist.  Wäre  ^  =  0,  so  würden  bekanntlich  die  gegebenen  Glei- 
chungen (25)  gar  keine  Transformation  darstellen. 

Wir  sagen  daher: 

Satz  14 :     Jede  endliche  projective  Transformation  gehört  mindestens  ^^^^  ^^'^'J- 
einer  eingliedrigen  projectiven  Gruppe  an.  ^^-  projeot. 

Fassen  wir  alles  zusammen,  so  können   wir  uns  so  ausdrücken: 

Theorem  4 :     Die  c»'^  infinitesimalen  projectiven  Transfor- 
^      mationen   der  Ebene   erzeugen   die   achtgliedrige  Gruppe  aller 
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endlichen    projectiven     Transformationen    der    Ebene.      Diese 
Gruppe    verfällt    dementsprechend   in    c»'    eingliedrige    Unter- 
gruppen,   und  jede  endliche  pro jective   Transformation  gehört 
einer  oder  einer  discreten  Anzahl  derselben  an. 
unTn'imr  ^^^  ^^^  practischen   Anwendung  der  'Gleichungen  (27)  zur  Inte- 

die  pract.  gration  des  simultanen  Systems  (24)   beachte  man,  dass  dieselben  in 

Ausrecon.   o  j  \       /  i 

drei  einzelne  Systeme  von  je  drei  Gleichungen  zerfallen  und  zwar  so, 
dass  diese  drei  Systeme  bis  auf  die  verschiedene  Bezeichnung  der 
Unbekannten  sämtlich  die  Form  haben: 

-^  =  (c  —  l)u^  +  du^  +  au^ , 

(^^)  ^  "^  ==  ^^1  +  (^  ~  0%  +  &% , 

-7/  =  —  hu^  —  Jcu^  —  lu^ . 

Man  wird  also,  wenn  die  infinitesimale  Transformation  Uf  gegeben 
ist,  zunächst  (28)  integrieren  und  dadurch  %,  U2,  %  als  Functionen 
von  t  und  drei  Constanten  bestimmen.  Wählt  man  dann  diese  Con- 
stanten so,  dass  sich  %,  %,  Mg  für  ^  =  0  auf  1,  0,  0  reducieren,  so 
sind  die  gefundenen  Functionen  gleich  a^,  ög,  «3.  Entsprechend  er- 
geben sich  die  Functionen  \,  b^,  b^  bez.  c^,  Cg,  Cg  bei  den  Anfangs- 
werten 0,  1,  0  bez.  0,  0,  1.  Dabei  darf  man  der  willkürlichen  Grösse  l 
irgend  einen  bestimmten  Functionen-  oder  Zahlenwert  geben,  für  den 
die  Determinante  der  rechten  Seite  von  (28)  weder  für  allgemeines  t 
noch  für  ^  =  0  verschwindet  oder  unendlich  gross  wird. 
Beispiel.  Beispiel:     Wir  fragen  nach  den  von 

{22')  Uf  =  {x^  +  xy)p  +  {xy  +  f)q_ 

erzeugten  endlichen  Transformationen.  Vergleichen  wir  dies  Uf  mit 
(22),  so  sehen  wir,  dass  jetzt  h  =  h  =  1  ist,  während  alle  anderen 
Coefficienten  a  -  •  •  g  gleich  Null  sind.  Das  System  (28)  lautet  hier  also : 
/oo'N      ^^1  T  du»  T  dUa  7 

^^^^       'dt     ^    ~^^^>      ~dt'^~^^^'      "dt^  ""   ~  ^1  ~~  ^2   —  ^«3- 

Wir  setzen  l  =  —  1  und  erhalten  durch  Integration 


also 

dt 


^==-(a  +  ^).'  +  M3, 


d.h. 

u,  =  e^iY-(a  +  ß)t). 

t  =  0  liefert  die  Anfangswerte  a,  ß,  y  von  m^.  Mg,  M3.    Setzen  wir  sie 
gleich  1,  0,  0,  bez.  0,  1,  0  bez.  0,  0,  1,  so  finden  wir: 
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a^  =  e' ,    a^  =  0 ,    «g  =  —  t^ , 

sodass  (25)  ergiebt: 

(25')  ^x-._    "^.v    ^.=       ^ 


l-«(a;  +  y)'     ^1         i_i(a;  +  2/) 


Kapitel  3. 

Die  eingliedrigen  projectiven  Gruppen  und  ihre  Bahncurven. 

Nachdem  wir  zunächst  werden  gezeigt  haben,  dass  jede  projective 
Transformation  der  Ebene,  mithin  auch  jede  infinitesimale  projective 
Transformation  und  ebenfalls  ihre  eingliedrige  Gruppe  wenigstens  einen 
Punkt  und  eine  durch  denselben  gehende  Gerade  invariant  lässt,  be- 
nutzen wir  eine  möglichst  bequeme  Verlegung  des  Coordinatensystems 
zu  den  invarianten  Gebilden  und  erreichen  dadurch  die  Zurückführung 
aller  infinitesimaler  projectiver  Transformationen  auf  fünf  typische 
Formen.  Alsdann  sollen  die  Bahncurven  der  eingliedrigen  projectiven 
Gruppen  untersucht  werden, 

§  1.    Invarianz  eines  Punktes  und  einer  durch  ihn  gehenden  Geraden. 
Vorgelegt  sei  eine  projective  Transformation : 


Wir  fragen  uns,  ob  es  einen  Punkt  (o;,  y)  giebt,  der  bei  ihr  invariant 
bleibt,  dessen  Coordinaten  also  die  Gleichungen  erfüllen : 

i^s«  +  ^3^  +  C3 '     ^        a^x  -f  &32/  +  C3  * 
Diese  Gleichungen  lassen  sich,  wenn  der  Nenner  mit  q  bezeichnet 
wird,  durch  die  drei  Gleichungen  ersetzen: 

Qy  =  a^x-{-  h^y  +  C2, 

9  =  aja;  +  &3«/  +  Cj 
oder 

(«1  — 9)a; +  &!«/  + Ci  =  0, 

(2)  «2a?  +  (&2  — (>)y  +  C2  =  0, 

«3«;  +  \y  +  (cs  —  q)  =  0, 

deren  Determinante  lautet: 
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(3)  ^((>)=         «2         h  —  Q         ^2 

%  ^3         ^3  —  9 

Zum  Bestehen  der  Gleichungen  (2),  die  ja  als  drei  in  x,  y,  1 
lineare  Gleichungen  aufgefasst  werden  können,  ist  notwendig,  dass 
z/(())  =  0  sei.  Demnach  ist  q  als  Wurzel  der  cubischen  Gleichung 
^(q)  =  0  auszuwählen.  Sicher  besitzt  diese  Gleichung  mindestens 
eine  endliche  Wurzel  q,  da  q^  in  ihr  einen  nicht  verschwindenden 
Coefficienten  hat.  Indem  wir  alsdann  diese  Wurzel  q  in  (2)  eintragen, 
reducieren  sich  letztere  Gleichungen  bekanntlich  auf  höchstens  zwei, 
da  eine  derselben  eine  blosse  Folge  der  beiden  anderen  wird,  etwa 
auf  diese  beiden  Gleichungen : 

Xx  -\~  fiy  -{■  V  =  0 , 
l'x  -{-  yb'y  -\-  V  =  () . 
Invarianterist    dic   Determinante  Au' — A'u  nicht  Null,    so   stellen   sie  zwei   sich 

Punkt  im  n  •  •  • 

Endlichen,  schueidcnde  Geraden  dar.     Ihr  Schnittpunkt  ist  ein  invarianter  Punkt, 
Ist  dagegen  diese  zweireihige  Determinante  gleich  Null,  so  haben 
nunmehr  die  linken  Seiten  von  (2)  die  Formen : 

(«1  —  q)x  +  h^y  +  c,  =  a(lx  +  f*«/)  +  c^ , 
a^x  +  (&2  —  Q)y  +  ^2  =  ßi^x  +  (ly)  +  C2 , 

«8^  +  hy  +  (C3  ~q)  =  r(^^  +  /*«/)  +  C3  —  9, 

sodass  ■  . 

a^  =  ßX,  \  =  Q-\-ßii, 

wird  und  die  vorgelegte  projective  Transformation  (1)  also  lautet: 

V    >*  1  ylx-i-  yfty  4-  C3        '    ^1  yXx  +  yfiy  +  c^ 

Wenn  nun  zunächst  A  und  ft  nicht  beide  Null  sind,  so  stellt 

Aic  +  ft«/  =  Const. 
eine   Schar    von   parallelen    Geraden    dar.     Wir   behaupten,   dass    die 
Transformation  (1')   jede   Gerade  dieser  Schar  wieder  in  eine  solche 
überführt.     In  der  That  wird  ja: 

J  ^    _L  » 0/    _  (9  +  «^  +  Pf*)(^a;  +  (ly)  +  Xc^  +  ftC, 


d.  h.  wenn 
ist,  so  ist  auch 


Xx  -{-  fiy  '=  Const. 
Xxj^  -\-  (lyi  =  Const., 
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was  zu  beweisen  war.  In  diesem  Falle  also  geht  jede  Gerade  dieses 
Parallelenbüschels  wieder  in  eine  Gerade  desselben  über.  Nun  kann 
man  ein  Parallelenbüschel  auffassen  als  das  Büschel  aller  Strahlen,  die 
durch  einen  über  jede  Grenze  fernen  Punkt  hindurchgehen.  Wenn  die 
Geraden  durch  diesen  Punkt  unter  einander  vertauscht  werden,  so  muss 
natürlich  der  Punkt  selber  invariant  sein.  Im  vorliegenden  Falle  lässt 
daher  die  projective  Transformation  ein  Parallelenbüschel,  d.  h.  einen  Vemw^in^ 
unendlich  fernen  Punkt  invariant.  ""punkt '^ 

Sei  jetzt    sowohl    X   als  (i  gleich   Null,    so   lautet   die   projective 
Transformation  (!')  so :  .  ^- 

^i  —  —^--^  yi-—^' 

d.  h.  sie  hat  die  Form : 

Xi  =  mx  -\-  n,     y^=py  -\-  q. 
Hier  ist  die  Parallelenschar  x  =  Const.  invariant,  ebenso  die  Parallelen- 
schar y  =  Const.    Wir  erhalten  demnach  im  vorliegenden  Falle  sofort 
sogar  zwei  unendlich  ferne  invariante  Punkte. 

Wir  haben  also  gefunden: 

Satz  1:     Jede  projective  Transformation  der  Ebene  lässt  mindestens 
einen  Punkt  in  Buhe. 

Wir  wollen   nun    beweisen,    dass    auch    durch    einen   invarianten  ^°;^*"*P*' 

'  Gerade 

Punkt   stets   eine  invariante  Gerade  hindurchgeht.     Dabei  werden  wir  !^^"^^  ^Vt 
von    der  leicht  zu  verificierenden  Thatsache   Gebrauch  machen,    dass 

eine  Gleichung  von  der  Form 

mu  +  n 
u  =  , —  , 

sobald  sie  nicht  durch  ein  endliches  u  befriedigt  werden  kann,  dadurch, 

dass  man  —  =  v  als  Unbekannte  einführt,  auf  eine  Form  gebracht  wird : 

p  -{-  qv 
V  =  — — ' — - — 
m  -\-  nv' 

in  der  sie  durch  v  =  0  erfüllt  wird. 

Betrachten  wir  zunächst  eine  projective  Transformation,  die  einen 
im  Endlichen  gelegenen  Punkt  (Xq,  y^)  invariant  lässt  und  den  all- 
gemein angenommenen  Punkt  (x,  y)  in  den  Punkt  {x^,  y^  überführt. 
Bekanntlich  sind  dann  x^,  y^  linear  gebrochene  Functionen  von  x,  y 
Jani  gleichen  Nennern.  Dasselbe  gilt  auch  von  den  um  die  Constante  x^ 
resp.  I/o  verminderten  Veränderlichen  x^,  y^.  Da  sich  diese  Differenzen 
für  ß)^  ==  Xq,  2/i  =  Vo  auf  Null  reducieren,  so  muss  dasselbe  für  diese 
gebrochenen  linearen  Functionen  gelten,  sobald  darin  x  =  Xq,  V  =  Ho 
gesetzt  wird.     Demnach  bestehen  Gleichungen  von  der  Form : 

liie,  ContinaieTÜche  Gruppen.  4 
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Hiernach  ist: 

Vi-Vo  _    ^^  ^^  x  —  x. 


^.  +  kl^ 


Setzen  wir  hierin  x  und  y  statt  x^  und  «/j,  so  haben  wir  eine  Gleichung 
von  der  oben  bemerkten  Form  vor  uns.     Daraus  schliessen  wir:     Es 

giebt  entweder  einen  endlichen  Wert  ^~  ^°  =  Ti,  der  bei  der  Trans- 
formation ungeändert  bleibt,  oder  aber  es  bleibt  ~  "  =  0  ungeändert. 
Im  ersteren  Falle  geht  die  Gerade 

X —  x^  ' 

im  letzteren  die  Gerade 

X  —  Xq  =  0 

in  sich  über,  d.  h.  es  existiert  jedenfalls  eine  durch  den  invarianten 
Punkt  {Xq,  y^  gehende  invariante  Gerade. 

Nunmehr  wenden  wir  uns  zu  einer  projectiven  Transformation,  die 
einen  unendlich  fernen  Punkt  invariant  lässt,  d.  h.  also  die  Strahlen 
eines  Parallelenbüschels 

Xx  -\-  ^y  =  Const. 

unter  einander  vertauscht.  Es  ist  Xx^  -j-  ^y^  eine  linear  gebrochene 
Function  von  x,  y  und  zwar  eine  solche,  die  sich  für  Xx  -{-  fiy  =  Const. 
ebenfalls  auf  eine  Constante  reducieren  muss.  Es  ist  mithin  Xx^^  +  fi^/i 
eine  linear  gebrochene  Function  von  Xx  -}^  (ly: 

Im  allgemeinen  existiert  nun  für  die  Gleichung 

Xx  +  fiy^'^^P^^^-^ 
^  f*^        p{lx  +  /*y)  +  2 

ein  endlicher  Wert  Je  von  Xx  -\-  (ly,  der  sie  befriedigt.     Alsdann  ist, 

Xx  -{-  fiy  =  Tc 

eine  Gerade, '  die  durch  die  Transformation  in  sich  übergeführt  wird. 

Ein    solcher  Wert   existiert   nur   dann   nicht,   wenn  ^  =  0  und 

q  =  m,  also 

XXi  -{-  (ly^  =  Xx  -\-  [ly  +  r 

ist.  iCi  und  ^1  können  dann  offenbar  nicht  linear  gebrochene  Func- 
tionen von  X  und  y  mit  variabeln  Nennern  sein,  sie  haben  vielmehr 
die  einfache  Form : 
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Xj^  =  a^x  -\-  \y  +  Ci,    y^  =  a^x  +  h^y  +  Cg. 

Hiernacli  ist,  wenn  irgend  eine  lineare  Function  Ix  +  ^y  ^on  x,  y  gleich 
Const.  gesetzt  wird,  auch  eine  gewisse  lineare  Function  l'xj^  +  my^  von 
x^  und  ^1  gleich  Const.,  d.  h.  bei  der  vorliegenden  Transformation  wird 
jede  Parallelenschar 

Ix  -\-  my  =  Const. 

wieder  in  eine  Farallelenschar 

Txi  +  *^Vi  =  Const. 
übergeführt.  Da  eine  Parallelenschar  aufgefasst  werden  kann  als  die 
Schar  aller  Geraden  durch  einen  unendlich  fernen  Punkt,  so  können 
wir  auch  sagen :  Es  wird  jeder  unendlich  ferne  Punkt  wieder  in  einen 
unendlich  fernen  Punkt  übergeführt,  d.  h.  der  Ort  aller  unendlich  ferner 
Punkte,  die  sogenannte  unendlich  ferne  Gerade  bleibt  invariant.  Es  ist 
dies  aber  eine  Gerade  durch  den  unendlich  fernen  invarianten  Punkt, 
den   das  ursprüngliche  Parallelenbüschel  Ix  -\-  fiy  ==  Const.  bestimmt. 

Satz  2 :  Bleibt  bei  einer  projectiven  Transformation  der  Ebene  ein 
Punkt  invariant,  so  giebt  es  auch  eine  durch  diesen  Punkt  gehende  in- 
variante Gerade. 

Angenommen,  eine  projective  Transformation  lasse  eine  Gerade  g 
invariant.  Nach  Satz  2  lässt  sie  einen  Punkt  P  und  eine  durch  ihn 
gehende  Gerade  g'  in  Ruhe,  g'  schneidet  g  sicher  in  einem  Punkte  P', 
der  dann  auch  invariant  ist,  oder  sie  geht  g  parallel.  Letzterenfalls 
können  wir  sagen,  dass  der  unendlich  ferne  Pnnkt  von  g  in  Ruhe 
bleibt,  denn  wenn 

ax  -\-by  -\-  c  =  0^     ax  -\-  by  -\-  c  =  0 

die  Gleichungen  von  g  und  g'  sind,  so  ist  bei  der  Transformation 
ax^  +  &«/i  +  c  =  (aa;  +  &«/  +  c)  •  ^ , 

ax^  +  &«/i  +  c'=  {ax  -\- by  -{■  c)  •  ^ , 

unter  N  einen  linearen  Ausdruck  in  x,  y  verstanden.  Subtraction 
lehrt,  dass  N  eine  Function  von  ax  -\-  by  ist  und  also  auch  ax^^  -\-  by^ 
eine  Function  von  ax  -\-  by  allein  sein  muss.  Die  Parallelenschar 
ax^  -{-byy==  Const.,  welche  den  unendlich  fernen  Punkt  von  g  definiert, 
wird  daher  in  sich  transformiert.  Auf  g  existiert  demnach  sicher  ein 
invarianter  Punkt.     Also : 

Satz  3 :  Bleibt  bei  einer  projectiven  Transformation  der  Ebene  eine 
Gerade  invariant,  so  giebt  es  auch  einen  auf  dieser  Geraden  liegenden 
invarianten  Punkt. 

Insbesondere  ergiebt  sich  aus  Satz  1  und  2: 
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Satz  4 :  Jede  projective  Transformation  der  Ebene  lässt  mindestens 
einen  Punkt  und  eine  durch  ihn  gehende  Gerade  invariant. 

Es   liegt  nun   nahe,   zu  vermuten,  und   der  Leser  kann  es  leicht 
direet   beweisen,  dass  Satz  4   auch  für  infinitesimale  projective  Trans- 
formationen  besteht.     Es  ist  andrerseits  so  zu  sagen  begrifflich  klar, 
dass,   wenn   eine   infinitesimale  Transformation   Uf  irgend  ein  Gebilde 
in  sich  transformiert,  dasselbe  auch  von  jeder  endlichen  Transformation 
der  durch  Wiederholung  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  gilt*). 
Demnach  ergiebt  sich: 
pulk^*und         Theorem  5:     Jede  eingliedrige  projective  Gruppe  der  Ebene 
Geraden-  lässt  mindcstcns  einen  Punkt  und  eine  durch  ihn  gehende  Gerade 

gebilde.  "^ 

invariant;  durch  jeden  invarianten  Punkt  geht  eine  invariante 
Gerade  und  auf  jeder  invarianten  Geraden  liegt  ein  invarianter 
Punkt. 

Bei  der  soeben  gegebenen  Begründung  mag  allerdings  die  Invarianz  un- 
endlich ferner  Punkte  Bedenken  erregen.  Aber  wir  verfahren  für  diesen  Fall 
einfach  so :  Lässt  die  infinitesimale  projective  Transformation  Uf^^p  -\-  'yjq 
den  unendlich  fernen  Punkt  des  Parallelenbüschels 

Ix  -^  fiy  =  Const. 
in  Ruhe,  so  ist  X'^  -\-  ^tj  eine  Function  von  Xx  -\-  (ly  allein: 

k^  -}-  fiT}^.  Sl{kx  -\-  (ly). 

Die  endlichen  Gleichungen  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  ergeben  sich  nun 
bekanntlich  durch  Integration  des  simultanen  Systems 

dx,,     _      dy,      _^^_ 


^(^^1.2/1)        Vix,,y, 
Es  kommt  hiernach: 

d{XXi  -f  fiy^)  =  (X^(xi,  2/1)  +  Mi^uyi))dt 
oder: 

d(XXi  -f  ^yi)  =  !^{Xx^  -f-  fitjj)dt, 

d.  h.  Xx^  -}-  fiyi  wird  eine  Function  von  t  und  dem  Anfangswerte  Xx -\- (ly 
und  ist  daher  in  der  That  auch  gleich  Constans,  sobald  Xx  -\-  fiy  =  Copst. 
gesetzt  wird. 

§  2.     Gleichberechtigte  eingliedrige  projective  Gruppen. 

Um  mit  Hülfe  des  Theorems  5  zu  einer  Classification  der  in- 
finitesimalen projectiven  Transformationen  oder  ihirer  eingliedrigen 
Gruppen  zu  gelangen,  müssen  wir  zunächst  eine  jieue  Betrachtung 
einführen : 


*)  Ein   strenger  Nachweia  findet  eich  in  den  „Diffgln.  m.  inf.  Trf,",  Kap.  4. 


auf  eine 
andere. 
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Denken  wir  uns,  Sa,  Si,-  •  •  seien  die  projectiven  Transformationen 
einer  eingliedrigen  Gruppe,  es  sei  also  jede  Aufeinanderfolge  Sa,  Sb 
wieder  eine  Transformation  S(ab)  dieser  Gruppe.     Es  seien: 

(4)  a?!  =  (p{x,  y,  a),     y^  =  ^{x,  y,  a) 

die  Gleichungen  von  Sa.  Nun  möge  T  irgend  eine  projective  Trans- 
formation sein,  bei  der  wir  die  ursprünglichen  Veränderlichen  mit 
Xy  y,  die  neuen  mit  x,  y    bezeichnen  wollen: 

(5)  x'=^X{x,y),    ij'=ii{x,y). 

Wir  sagen  nun,  wir  fuhren  die  Transformation  T  auf  Sa  aus,  wenn  wir  4^^^"^^^^^ 
in  den  Gleichungen  (4)  von  Sa  auf  beiden  Seiten  vermöge  T  neue  Ver-  ^0'™**^°" 
änderliche  einführen,  wenn  wir  also  gleichzeitig  die  Gleichungen  (5)  und: 

(6)  x;  =l{x^,  i/i) ,    yl  =iiix„  y^) 
ansetzen  und  mit  Hülfe  derselben  x,  y  und  x^,  y^  aus  (4)  eliminieren. 
Dadurch  entsteht  eine  gewisse  neue  Transformation  S  von  x\  y    in 
x^,  t/i'.     Sind: 

(7)  X  =  l{x',  y'),     y  ^  ii{x',  y') 

die  Auflösungen  von  (4)  nach  x',  y',  so  erhält  man  die  Gleichungen 
der  neuen  Transformation,  indem  man  nacheinander  ansetzt : 

x  =  ~k{x',y'),         y  =  -^{x',y')', 

(8)  x^  =  (p{x,  y,  a),     y^  =  il;{x,  y,  a); 
Xi=  l(x^,  y,),       y;=  fi{x^,  y^). 

Hierin  stellen  die  beiden  ersten  Gleichungen  die  zu  T  inverse  Trans- 
formation 1—^  dar,  die  beiden  folgenden  Sa  und  die  beiden  letzten  T, 
jedesmal  ausgeführt  auf  das  vorher  erhaltene  Veränderlichenpaar.    Die 
neue  Transformation   S  ist  daher  der  Aufein- 
anderfolge T—'^SaT  äquivalent: 

S=  I^'SaT. 
(Vgl.  Fig.  7.) 

Nun  ist  T  wie  S  eine  projective  Trans- 
formation, desgleichen  die  inverse  T~^,  also 
auch  T-^ST.     Also  haben  wir: 

Satz  5 :     Führt  man  die  Transformation  T 
auf  die  Transformation  S  aus,  so  ergiebt  sich  die  Transformation  T—^ST; 
und 

Satz  6 :  Eine  projective  Transformation  S  geht  durch  Einführung 
neuer  Variabein  vermöge  einer  projectiven  Transformation  T  über  in  die 
projective  Transformation  T~^ST. 
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t^T^m-         ^^  gehen  Sa,  St,-  •  ■  durcli  Ausführung  von  T  über  in 

formation  m_i  o    m        T^— 1  C   T 

auf  eine  -i        Oa-L,       J.        Ob-L}  '  '  ' , 

eingliedrige 

Gruppe,   ^jjjjj   diese   bilden  wie   die  Sa,  So  -  •  eine  eingliedrige  Gruppe,  denn  es 
ist  die  Aufeinanderfolge 

{I^^SaT){l^^Si,T)  =  T-^SaTT-^SbT 
oder,  da  TT~^  die  identische  Transformation  ist,  gleich 

T~  ^SaSbT  =  T~  ^  S(ab)  Tj 

also   wieder  von  der  Form  T~^ST.     Ist   Sq  die  identische  Transfor- 
mation der  eingliedrigen  Gruppe  Sa,  Sb-  • ' ,  so  ist 
T-^S^T=  T-^T=So. 

Wenn  nun  S  die  infinitesimale  Transformation  der  eingliedrigen 
Gruppe  Sa,  Sb  •  •  ist,  so  ist  I^^ST  auch  nur  unendlich  wenig  von 
Sq  verschieden,  d.  h.  die  infinitesimale  Transformation  der  neuen  ein- 
gliedrigen Gruppe. 

Satz  7:  Durch  Ausführung  einer  projecUven  Transformation  auf 
eine  eingliedrige  projective  Gruppe  geht  diese  wieder  in  eine  eingliedrige 
projedive  Gruppe  und  ihre  infinitesimale  Transformation  gerade  in  die 
infinitesimale  Transformation  derselben  über. 

Alle  eingliedrigen  projectiven  Gruppen,  die  aus  einer  solchen 
durch  Ausführung  projectiver  Transformationen  abgeleitet  werden 
^g^^^l^^^'  können,  nennen  wir  mit  der  ursprünglichen  (innerhalb  der  allgemeineji 
^^'^f^'^l^' projectiven  Gruppe)  gleichberechtigt.  Dementsprechend  heissen  zwei  infini- 
tesimale projective  Transformationen  gleichberechtigt  (innerhalb  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe),  wenn  die  eine  durch  projective  Trans- 
formation in  die  andere  übergeführt  werden  kann. 

Unmittelbar  klar  ist  der 

Satz  8 :  Sind  zwei  eingliedrige  projective  Gruppen  oder  infinitesi- 
male projective  Transformationen  mit  einer  dritten  gleichberechtigt^  so  sind 
sie  auch  mit  einander  gleichberechtigt. 

Hiernach  zerfallen  alle  oo'  eingliedrigen  projectiven  Gruppen  in 
gewisse  Scharen,  deren  jede  lauter  unter  einander  gleichberechtigte 
enthält;  kennt  man  eine  Gruppe  aus  einer  der  Scharen,  so  erhält  man 
alle  Gruppen  derselben  Schar,  indem  man  auf  jene  eine  alle  oo*  pro- 
jectiven Transformationen  der  Ebene  ausführt.  Wir  werden  daher  im 
nächsten  Paragraphen  aus  jeder  dieser  Scharen  nur  eine  besonders  ein- 
fache eingliedrige  Gruppe  zu  bestimmen  suchen.  Haben  wir  dies 
gethan,  so  haben  wir  damit  typische  Formen  für  die  eingliedrigen 
projectiven  Gruppen  gefunden.  Die  Bedeutung  dieser  typischen  Formen 
tritt  noch  mehr  durch  folgende  Bemerkung  hervor: 
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Die  Ausführung  einer  projectiven  Transformation  T  auf  eine 
andere  solche,  S,  kann  so  aufgefasst  werden,  als  ob  der  Transfor- 
mation S  ein  neues  recht-  oder  schiefwinkliges  Coordinatensystem 
untergelegt  wird,  nämlich  dasjenige,  in  welches  das  ursprüngliche  durch 
Ausführung  von  T  übergeht,  wie  die  Gleichungen  (8)  deutlich  zeigen. 
Diese  Auffassung  zeigt,  dass  der  geometrische  Charakter  von  S  und 
T—^ST,  so  lange  rein  projective  Beziehungen  in  Frage  kommen, 
genau  der  gleiche  ist,  dass  also,  wenn  S  ein  gewisses  Gebilde  F  aus  ^"^q^^i^^^ 
Punkten   und  Geraden  invariant  lässt,    auch  T~^ST  ein  hierzu  pro-^  8^®i°3\ 

'  ^         berechtigter 

jectives  Gebilde  F  in  Ruhe  lässt,  nämlich  dasjenige,  welches  aus  F  ^'^pp®^- 
durch  Ausführung  von  T  hervorgeht.     In  der  That,  wenn 

{F)S={F) 
und 

{F)T={F) 
ist,  so  folgt: 

{F)I^^ST=  (F)ST=^  (F)T=(F). 

Satz  9 :  Lässt  eine  eingliedrige  projective  Gruppe  ein  gewisses  Ge- 
bilde F  invariant,  so  lässt  die  d/u/rch  Ausführung  der  projectiven  Trans- 
formation T  hervorgehende  Gruppe  dasjenige  Gebilde  invariant,  das  durch 
Ausführung  von  T  auf  F  entsteht. 

Hierdurch  rechtfertigt  sich  auch  der  Name  „gleichberechtigte 
Gruppe". 

J^eispiel.     Auf  die  infinitesimale  projective  Transformation  Bei»piei. 

Uf=p 

führen  wir  die  endliche  projective  Transformation 

1         f       y 

aus.     Uf  hat  die  Gleichungen : 

x^==x-\-8t,    y^  =  y. 

Setzen  wir  also 

1  ,        y 

X  =-,       y  =^' 


SO  kommt: 


x-\-  8t 


l(l  —  ^)^  x'{\  —  x'dt)  =  x  —  x'Ht, 


y^  =  ^e  =  f  (i  -  'J)  =  ^'(1  -  -^'^0  =  y-  xyöt, 


sodass 
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8x'  =  —  x'^dt,     öy  =  ~  x'y'dt 
ist,  also  das  neue   Uf  die  Form  hat 


—  x'^p  —  ocy'c[, 

geschrieben  in  den  Veränderlichen  x,  y.  Kürzer  findet  man  diese 
mit  p  gleichberechtigte  infinitesimale  Transformation  durch  directe 
Einführung  der  neuen  Variabein  x,  y   in   Uf.     Es  kommt: 

Uf=^  üx.p+  Uy':q  =  -^.Ux  •/+  (-  i^Ux-\-^  üy)q 

=^~—zP  —  f2a=  —  x'p—xyq. 

iiner^Tr'ans^         ^^^  ^^  diesom  Beispiel,  so  kann  man  auch  allgemein,  wenn  es 
auf'S^I^inf  ^^^^    darum    handelt,   die  aus   üf  durch   Einführung  neuer  Variabein 
"^rÄ- 'vermöge  T: 

(5)  x  =  X{x,y),    y  =  ii {x,  y) 

entstehende  infinitesimale  Transformation  zu  finden,  die  neuen  Vari- 
abelu  in 

einführen,  also  setzen: 

üf  =  i.  (—  —  4-  -^-  ^i^  4-  n  (—  ^  J-  Ü  ^] 
'         ^\dx'    dx     '    dy'   dx)  """  '  \dx'    dy     '    dy    dyJ 

oder  offenbar: 

Hierin  müssen  natürlich  Ux  und  TJy  vermöge  (5)  durch  x' ,  y  an- 
statt X,  y  ausgedrückt  werden*). 

§  3.     Classification  der  eingliedrigen  projeotiveu  Gruppen  der  Ebene. 

Wir    treten   jetzt   der  schon    angekündigten   Aufgabe  näher,    aus 
jeder  Schar  von  unter  einander  gleichberechtigten  eingliedrigen  pro- 
jectiven   Gruppen    eine  möglichst  einfache  zu  bestimmen.     Dazu  ver- 
werten wir  zunächst  das  Theorem  5  des  §  1  sowie  den  Satz  9  des  §  2. 
Indem  wir   eine  passende  projective  Transformation  auf  die  infinitesi- 
^TränB^form ' ™^^®  Trausformatiou  [//"unserer  eingliedrigen  Gruppe  ausüben,  können 
"^w ferne'*'  ^^^   hicmach    immer    erreichen,    dass    üf  gerade    die    unendlichferne 
""*^^g®g^"'^- Gerade  in  Ruhe  lässt.     Alsdann  nimmt  üf  eine  solche  Form  an,  in 
der  sie  jede  Parallelenschar 

Ix  4"  '^^y  =  Const. 

*)  Wegen    ausführlicherer  Begründung    verweisen  wir  auf  die   „DiflFgln,  m, 
inf.  Trf.",  Kap.  3,  §  2. 
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wieder  in  einer  Parallelenschar  verwandelt.  Eine  Parallelenschar  kann 
nun  auch  durch  die  DiflPerentialgleichung 

y  ==  Const. 
definiert  werden,  die  ja  oo^  Parallelen  darstellt.     Bei 
?7/"=  {a  -{-  ex  -}-  dy  -\-  hx^  +  1cxy)p  +  {b  -{-  ex  -\-  gy  -{-  hxy  +  ky^)q 
müsste  mithin  das  Increment,  das  y'  erfährt,  gleich  Const.  sein,  sobald 
y  =  Const.  wäre,  d.  h.  es  müsste  von  y  allein  abhängen.    Dies  Incre- 
ment  lässt  sich  nach  §  3  des  2.  Kap.  leicht  berechnen.     Es  kommt: 

^=  e  -\-  hy  +  y{g  +  hx  +  2]cy  —  c  —  2hx  —  hy)  —  y\d  +  Ix). 
Dasselbe  soll  nur  von  y    abhängen,  sodass  also : 

oder  Uf  frei  von  den  in  x,  y  quadratischen  Gliedern  sein  muss. 

Satz  10 :  Die  allgemeinste  infinitesimale  projedive  TransformMimi 
der  Ebene,  welclie  die  unetidlich  ferne  Gerade  in  sich  überführt,  setst  sich 
linear  mit  beliebigen  constanten  Coefficienten  aus 

p,  a,  ^p,  yp,  ^Qy  y^ 

zusammen. 

Wir  schalten  hier  eine  Bemerkung  ein :  Die  allgemeine  endliche 
projective  Transformation 

verwandelt  y   in 

^, '  =  ^yi  =  (Qg  +  ^2^  )(«8a;  +  hy  +  C3)  —  («3  +  &3y  )(«2^  +  hy  +  <?»)  ^ 

-^1         dx^        (tti  +  \y'){a^x  -\-  b^y  +  c^)  —  (a^  +  \y'){a^x  -\- hy  -\-  q) 

^^  (03 &g  —  a,\){xy'—  y)  +  (c^b^  —  Cä&3)y'+  (gs^a  —  ^2  ^^3) 
(agfei  —  aibj_{xy'~  y)  +  (c^b^  —  0163)2/'+  (c^a^^  —  c^a^) 

Sie  lässt  nur  dann  die  unendlich  ferne  Gerade  in  Ruhe,  wenn  sie  iede|^»di  proj. 

'  •'  Transform., 

Differentialgleichung  y  =  Const.  einer  Parallelenschar  wieder  in  eine  "^^^^^^^3^® 
solche  yi==  Const.  verwandelt,  d.  h.  wenn  y^'  nur  von  y  abhängt.  Gerade  mv. 
Es  müssen  also  in  dem  obigen  Ausdruck  entweder  im  Zähler  und 
Nenner  die  Coefficienten  von  xy  —  y  verschwinden  oder,  wenn  dies 
nicht  der  Fall  ist,  die  drei  Determinanten  im  Zähler  denen  im  Nenner 
proportional  sein.  Letzteres  ist  ausgeschlossen,  da  sonst  die  Deter- 
minante ^  unserer  projectiven  Transformation  verschwinden  würde. 
Also  folgt: 

a3&2  —  «263  =  0,     ög&i  —  «i&a  =  0. 

Sicher  ist  dann  a^b^  —  a^b^^^^O,  da  sonst  ^  doch  verschwände. 
Folglich  ist  ag  =  &3  =  0,  d.  h.  unsere  Transformation  hat  constanten 
Nenner,  ist  also  von  der  Form  (indem  Cg  ==  1  gesetzt  werden  kann): 
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x^  =  a^x  +  b^y  +  q ,     y^  =  a^x  +  \y  +  c^^. 
x^   und  yi   sind  hier  lineare  ganze  Functionen  von  x,  y.     Man  nennt 
Tr^nstom  ^^'^^  solche  Transformation  eine  lineare. 

Satz  11 :  Die  allgemeinsten  projectiven  Transformationen  der  Ebene, 
welche  die  unendlich  ferne  Gerade  in  sich  überführen,  sind  die  linearen 
Transformationen. 

Nach  dieser  gelegentlichen  Einschaltung  kehren  wir  zu  unserem 
Problem  zurück. 


Wir  haben  oben  üf  auf  die  einfachere  Form  gebracht : 


Reduction 
einer  infinit. 

tJwo«i.  £//=  (a  +  ca;  +  dy)p  -\-  (b  -^  ex  +  gy)q. 


Nach  Theorem  5  des  §  1  existiert  nun  auf  der  invarianten  unendlich 
fernen  Geraden  ein  invarianter  Punkt,  etwa  der  des  Parallelenbüschels 

Xx  -{-  ^y  =  Const. 
Indem  wir  eine  lineare  Transformation 

x  =  Ix  -\-  (ly,    y  =  QX  -\-  0y 

auf  Uf  ausüben,  geht   Uf  in  eine  infinitesimale  Transformation  über, 
die    nach    Satz  9   des  §  2    wieder   die    unendlich    ferne    Gerade    und 
ausserdem    den    unendlich    fernen   Punkt    der   y-Axe   in   Ruhe    lässt. 
dx  hängt  also  jetzt  nur  noch  von  x  ab,  sodass   üf  die  Form  hat: 
üf=ia  +  cx)p  -jr  (b-\-  ex-^  gy)q. 
Ist  c  =f=  0;  so  führen  wir  durch  die  lineare  Transformation 
x  =  a-{-  ex,    y  =  y 
neue  Veränderliche  ein,  wodurch   Uf  übergeht  in 

xp-j-  (&'+  ex-\r  gy)q' 
Wenn   c  =|=  0  ist,   so  können  wir  also  insbesondere  hierdurch  c  =  l 
und  a  =  0  machen. 

Ist  dagegen  c  =  0,  so  ist  entweder  a=^0  und  lässt  sich  dann 
gleich  1  setzen,  oder  es  ist  gleich  Null. 

Sonach  erhalten  wir  drei  Möglichkeiten  für  Uf: 
I.    xp -jr  {b -i- ex  +  gy)q, 
II.       p-^  {b-\-  ex  +  gy)q, 
III.  (b-\-ex-{-  gy)q. 

Wir  betrachten  sie  nacheinander: 

I.     Ist   hier  g  =^  0   und  =|=  1>   ^^  führen  wir  durch  die  lineare 

Transformation 

,  ,  .      ex      .    h 

X  =  X,      y=^yJ^-—^^- 
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nene  Veränderliche  ein.     Dadurch  geht   TJf  über  in: 
Wir  erhalten  also  die  typische  Form : 


xp  +  ayq 


Wenn   dagegen  9  =  1    ist,    so  führen  wir    Uf  durch  die  lineare 

Transformation 

X  =  X,     y  =  y-^b 

über  in 

xp  +  (e^'+  y)i' 

Ist   hier   e  =H  0,    so  führen  wir  neue  Veränderliche  durch  die  lineare 

Transformation : 

X  =x,    y  =^ 

ein  und  erhalten 

X  p  -i-  {X  -{-  y  )q  . 

Somit  haben  wir  den  Typus  gewonnen: 


xp-{-{x-^  y)q 


Wenn  aber  e  =  0  ist,  so  bleibt  nur  der  Typus 


xp  +  yq 


Wenn  nun  endlich  g  =  0  ist,  so  hat   Uf  zunächst  die  Form 
xp  -{-  {b  -\-  ex)q. 
Ist  dann  &  =^  0,  so  benutzen  wir  die  lineare  Transformation 

y  —  ex 


X  = 


y  =  x 


und  erhalten 

p  +  y'i, 

also  ergiebt  sich  dann  der  Typus 


P-]ryq. 


Wenn  aber  6  =  0  ist,  liefert  die  lineare  Transformation 

X  =  ex  —  y,    y  =  x 
den  Typus 


va 


II.     Wenn  zunächst  ^  =j=  ^  ist,  so  erhalten  wir  durch  Benutzung 

der  linearen  Transformation 

r  ,  ,     e        ,     e     ,     h 
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die  Form 

9P'  +  9y(i, 

also  den  Typus 

p-^ya, 

der  sich   schon   unter  I  ergab.     Wenn  dagegen  g  =  0  und  e  =j=  0  ist, 
so  setzen  wir 

x'  =  ye-op-{-—=,     y  =  y 

ye 

und  erhalten  durch  diese  lineare  Transformation 

y^e  •  p-\-  Ye  •  x'q, 
also  den  Typus 


p-\-  xq 


Ist  endlich  g  =  e  =  0,  so   bleibt  p  -{-  bq  und  diese  Translation  lässt 
sich  durch  lineare  Transformation  auf  die  Form 


bringen. 

III.    Wenn  g  =^0  ist,  so  liefert  die  Ausführung  der  linearen  Trans- 
formation 

/  r  ,     e        .     b 

X  =  X,     y=y-\--x-\-- 

die  Form  yq,  die   sich   schon  oben  ergab.     Ist  ^  =  0  und  e  =f=  0,  so 
setzen  wir 

x'=  h  +  ex,    y  =  y 
und  erhalten  den  Typus 


xq 


Wenn  schliesslich  ^  =  e  ==  0  ist,  so  bleibt  der  schon  vorhandene 
Typus  q. 

Wir  haben  also  gefunden: 
Typen  von  Satz  12 '.     Die    allgemeine   infinitesimale  projective   Transformation, 

Transform,  wclche  die  unendUch  ferne  Gerade  invariant  lässt : 

üf=  {a-j-  cx-\-  dy)p  -\- {h -\- ex -\r  gy)q 
kann    durch   Ausführung    einer   linearen   Transformation    auf  eine  der 
folgenden  acht  typischen  Formen  gebracht  werden: 

xp  +  at/2; 
xp -j- {x -\- y)q,  p-\-yq] 

p  +  xq; 
yq,  xp-\-yq', 

xq,  q. 
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Wir  haben  zwar  oben  immer  mehrere  lineare  Transformationen 
Tj,  Tg  •  •  nach  einander  auf  Uf  oder  S  ausgeführt.  Es.  ist  aber  die 
Reihenfolge  T^T^  ■  •  mehrerer  linearer  Transformationen  offenbar  wieder 
eine  lineare  Transformation  T  und 

rp — 1  rp — 1  rp — 1  rp — 1  Q  ^   rp  rp  rp 

±n      J-n—1  •  •  -L2      -Li      O  l^J.^  '  '  ■Ln—l-'-n 

sodass  die  Ausübung  von  T  allein  das  auf  einmal  geleistet  hätte,  was 
wir  schrittweis  fanden. 

Dass  wir  die  acht  infinitesimalen  Transformationen  in  der  obigen 
Weise  angeordnet  haben,  hat  seinen  Grund. 

Fragen  wir  uns  nämlich  nach  den  bei  einer  derselben  invarianten 

°  Die  bei 

Punkten  und  Geraden,  etwa  bei  ^ies.  Typen 

luv.  Punkte 
,      /        ,        \  u.  Geraden. 

Soll  ein  im  Endlichen  gelegener  Punkt  hierbei  invariant  sein,  so  muss 
für  ihn 

X  =  0,     X  -\-  y  =  0 

sein,  d.  h.  es  ist  der  Anfangspunkt.  Da  nach  Theorem  5,  §  1,  durch 
jeden  invarianten  Punkt  eine  invariante  Gerade  geht,  so  kann  es  also 
im  Endlichen  nur  solche  invariante  Geraden  geben,  die  durch  den 
Anfangspunkt  gehen,  etwa  diese 

ax  -\-  ßy  =  0. 

Sie  ist  invariant,  wenn  adx  -\-  ßdy  vermöge  der  Gleichung  verschwindet. 
Dies  Increment  ist  aber  gleich 

iax-\-ß{x-\-y))dt, 

es  soll  die  Form  'A  •  (ax  -j-  ßy)  haben.  Offenbar  geht  dies  nur,  wenn 
ß  =  0  ist,  d.  h.  ic  =  0.  Die  y-Axe  ist  also  die  einzige  im  Endlichen 
gelegene  invariante  Gerade.  Wir  wissen  ferner,  dass  die  unendlich 
ferne  Gerade  invariant  ist.  Auf  ihr  muss  demnach  wenigstens  ein 
invarianter  Punkt  existieren.  Seine  Verbindungslinie  mit  dem  Anfangs- 
punkt wäre  eine  invariante  Gerade,  also  die  Gerade  x  =  0,  d.  h.  auf 
der  unendlich  fernen  Geraden  bleibt  nur  der  unendlich  ferne  Punkt 
der  y-Axe  in  Ruhe.     Bei  unserer  infinitesimalen  Transformation 

xp  +  {x-\-  y)q 

besteht  also  die  gesuchte  invariante  Figur  aus  zwei  Geraden  und  zwei 
Punkten:  eine  der  Geraden  geht  durch  die  beiden  Punkte,  einer  der 
Punkte  ist  der  Schnittpunkt  beider  Geraden. 
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iiusammen- 
stellung  der 
inv.  Typen. 


Suchen  wir  analog  das  bei 

p  +  yo. 

invariante  Gebilde  aus  Punkten  und  Geraden.  Ojffenbar  ist  hier  kein 
im  Endlichen  gelegener  Punkt  in  Ruhe.  Wohl  aber  ist  y  =  0  eine 
invariante  Gerade.  Ausser  ihr  giebt  es  im  Endlichen  keine  invariante 
Gerade,  da  sonst  der  Schnittpunkt  beider  ein  invarianter  Punkt  wäre, 
es  sei  denn,  dass  die  andere  Gerade  dieser  parallel  wäre.  Aber  die 
Gerade  y  ==  c  bleibt  nur  dann  in  Ruhe,  wenn  c  =  0  ist.  Wir  wissen, 
dass  die  unendlich  ferne  Gerade  invariant  ist.  Danach  ist  der  un- 
endlich ferne  Punkt  der  aJ-Axe  ^  =  0  ein  in  Ruhe  bleibender.  Wäre 
nun  noch  ein  Punkt  der  unendlich  fernen  Geraden  in  Ruhe,  so  müsste 
das  durch  ihn  gehende  Büschel  von  Parallelgeraden  in  sich  trans- 
formiert werden.  Ein  solches  Büschel  kennen  wir  schon,  nämlich 
y  ==  Const.     Jedes  andere  hat  die  Gleichuugenform 

X  —  iiy  =  Const. 
Es    ist  invariant,   wenn  dx  —  x^y,    also   1  —  xy  auch  gleich  Const. 

■vermöge  x  —  ^y  =  Const.  ist. 
Dies  gilt  nur  für  x  =  0.  Danach 
besteht  das  gesuchte  invariante 
Gebilde  bei  p  -\-  yq  aus  zwei  Ge- 
raden und  zwei  Punkten,  und  zwar 
geht  eine  der  Geraden  durch  beide 
Punkte  und  einer  der  Punkte  ist 
Schnittpunkt  der  beiden  Geraden. 
Das  invariante  Gebilde  ist 
demnach  bei 

xp  -\-  (x  -}-  y)q  und  p  -\-  yq 
dasselbe,  soweit  keine  metrischen, 
sondern  nur  Lagenbeziehungen  be- 
rücksichtigt werden.  Ähnliches  gilt 
von  den  beiden  anderen  Paaren  in- 
finitesimaler Transformationen,  die 
in  obigem  Satze  neben  einander 
gestellt  werden. 

Wir  haben  die  invarianten  Ge- 
bilde aus  Punkten  und  Geraden,  wie 
sie  sich  in  jedem  Falle  durch  Rä- 
sonnements  ergeben,  die  den  obigen 
ganz  ähnlich  sind,    in   nebenstehender  Tafel  schematisch  zusammen- 
gestellt.    Dabei  bedeutet  die  Horizontale  die  x-Axe,  die  Verticale  die 


«^♦«y? 


xip.*(K+y)if 


r-*yf 


JKtXif 


Mg.  8. 
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y-Axe  und  die  schräge  Gerade  die  unendlich  ferne.  (Fig.  8.)  Bei 
den  vier  letzten  infinitesimalen  Transformationen  bleiben  unendlich 
viele  Geraden,  die  ein  Strahlenbüschel,  und  unendlich  viele  Punkte, 
die  eine  Punktreihe  bilden,  einzeln  invariant.  Sie  sind  jedesmal  durch 
einige  Strahlen  resp.  einige  Punkte  angedeutet. 

Man  erkennt  nun  sofort,  dass  es  unmöglich  ist,  eine  dieser  acht 
infinitesimalen  Transformationen  in  eine  andere  derselben  vermöge 
einer  linearen  Transformation  T  überzuführen,  denn  dies  würde,  da  T 
das  invariante  Punkt-  und  Geradengebilde  der  einen  in  das  der  anderen 
überführen  müsste,  zunächst  höchstens  bei  den  nebeneinander  stehenden 
Paaren  von  infinitesimalen  Transformationen  möglich  sein.  Aber  bei 
diesen  müsste  jedesmal  T  eine  im  Endlichen  gelegene  Gerade  in  eine 
unendlich  ferne  verwandeln,  d.  h.  T  könnte  nicht  linear  sein. 

Dagegen  ist  es  sehr  wohl  möglich,   durch  eine  allgemeine  projec-y^®^*?'^^  ^^^^■ 
tive  Transformation  T  diese  Paare  in  sich  zu  vertauschen,  und  indem  ^  project 

'  Trangform. 

wir   hierauf   eingehen,    erledigen  wir  den  Rest   der  zu  Anfang  dieses 
Paragraphen   gestellten  Aufgabe,    alle   Typen  von  infinitesimalen  pro- 
jectiven Transformationen  zu  bestimmen. 
Zunächst  geht 

xp  +  {x-{-  y)q 

durch  die  projective  Transformation 

/ y         t _,    J^ 

a;  '     ^        "'    a; 
über  in 

Ferner  geht 

durch  diese: 

über  in 
Endlich  wird 

durch  die  projective  Transformation 

\        a;  '      ^       X 
übergeführt  in  V  "jL 

i- 

Es  bleiben  demnach  nur  fünf  Typen  von  infinitesimalen  projec- 
tiven Transformationen  übrig,  nämlich: 

xp-\-ayci  p-\-yq        \  p  +  ^Q  ^p  +  ya   \     \  a    ■ 


p'+y'q. 

ya 

,1  ,        X 

xp  +  yq. 
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Offenbar  kann  keiner  derselben  vermöge  einer  projectiven  Trans- 
formation in  einen  anderen  dieser  Typen  übergeführt  werden,  da  jeder 
eine  andere  invariante  Figur  besitzt. 

Im  ersten  Typus  ajj9  +  ayc[  ist  allerdings  noch  eine  Constante  a 
vorhanden,  die  von  1  und  von  0  verschieden  anzunehmen  ist,  denn 
sonst  würde  diese  infinitesimale  Transformation  unendlich  viele  Geraden 
invariant  lassen  (vgl.  den  vierten  Typus).  Es  fragt  sich  nun  nur  noch, 
ob  es  nicht  möglich  ist,  durch  eine  projective  Transformation  T  die 
Constante  a  zu  specialisieren,  d.  h.  zu  erreichen,  dass  xp  -\-  ayq  in 
xp  -\-  ayq  übergeht,  wo  a  einen  bestimmten  particularen  Wert  hat. 
Eine  solche  projective  Transformation  T  müsste  jenes  Dreieck,  das 
bei  xp  +  ayq  invariant  ist,  ebenfalls  invariant  lassen.  Entweder 
müsste  sie  also  jedß  Seite  für  sich  invariant  lassen,  also  linear  sein 
und  die  Form  haben : 

x  =  kx,    y  =  (ly. 

Dann  aber  würde  xp  -f-  «^ö'  übergehen  in  x'p'-j-  ayq,  also  a  doch  den 
ursprünglichen  Wert  behalten.  Zweitens  aber  könnte  T  die  unendlich 
ferne  Gerade  zwar  invariant  lassen,  also  linear  sein,  aber  die  beiden 
Axen  a;  =  0,  y  =  0  mit  einander  vertauschen: 

^'=  ^y,   2/'=  f*^- 

Dann  würde   xp  -\-  ayq  übergehen  in  ax'p'-\-  yq    oder  xp  -\ yq. 

Also  können  wir  erreichen,    dass   «in  —  übergeht.     Nun    sind  noch 

vier  Möglichkeiten  vorhanden.  T  kann  statt  der  unendlich  fernen 
Geraden  eine  der  beiden  Axen  invariant  lassen,  die  andere  mit  der 
unendlich  fernen  Geraden  vertauschen.  Dies  giebt  zwei  Fälle.  Weiter- 
hin kann  T  die  drei  Dreieckseiten  cyklisch  oder  endlich  in  inversem 
Sinne  cyklisch  vertauschen.  Man  findet  dann  —  die  Ausrechnung 
überlassen  wir  dem  Leser  — ,  dass  die  sechs  Werte 

1  a  ^  a  —  1  1 

'        a'a  —  1  '  a'l  —  a 

an  stelle  von  a  in  xp  -\-  ayq  eingehen  können.  Also  ist  die  Con- 
stante a  nicht  in  einen  speciellen  Wert  überführbar,  sie  ist  wesentlich^ 
und  nur  die  sechs  obigen  Werte  liefern  infinitesimale  Transformationen, 
die  mit  einander  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  gleich- 
berechtigt sind.  Die  Analogie  der  obigen  Werte  mit  den  sechs  Werten 
der  Doppelverhältnisse  von  vier  Punkten  (vgl.  §  1  des  1.  Kap.)  hat 
übrigens  einen  tieferen  Grund. 

Wir  fassen  das  Bisherige  zusammen  in  dem 

Theorem  6:  Jede  infinitesimale  projective  Transformation 
oder  jede  eingliedrige  projective  Gruppe  der  Ebene  ist  inner- 
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halb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene  mit  einer 
der  folgenden: 

xp  +  ayq,    p  +  yq,    p  +  xq,     xp  +  yq,     q 

gleichberechtigt.    Die  Constante  a  im  ersten  Typus  ist  wesentlich 
und  verschieden  von  Eins  und  von  Null. 


Man  kann  übrigens  auch  auf  rein  anschaulichem   Wege  erkennen,  dass  ^®°™-  ■^J'" 

"  ^7  leitung  der 

nur  die  fünf  oben  gefundenen  Figuren,  bestehend  aus  invarianten  Punkten  fünf  invar. 
und  Geraden,  bei  den  infinitesimalen  projectiven  Transformationen  auftreten  ^s"^®''- 
können.  Dabei  hat  man  nur  von  den  Sätzen  Gebrauch  zu  machen,  dass 
eine  infinitesimale  projective  Transformation  Uf  die  Doppelverhältnisse  un- 
geändert  lässt,  und  dass  sie  mindestens  einen  invarianten  Punkt  und  eine 
durch  ihn  gehende  invariante  Gerade  besitzt.  Hieraus  folgt  nämlich,  dass, 
wenn  vier  Punkte  invariant  sind,  die  ein  wirkliches  Viereck  bilden,  als- 
dann infolge  der  Möbius'schen  Construction  (vgl.  §  3,  Kap.  2)  alle  Punkte 
in  Euhe  bleiben,  dass  ferner,  wenn  drei  Punkte  invariant  sind,  die  auf 
einer  Geraden  liegen,  jeder  Punkt  dieser  Geraden  in  Euhe  bleibt  und  endlich 
analog,  wenn  drei  durch  einen  Punkt  gehende  Geraden  invariant  sind,  jede 
Gerade  durch  denselben  invariant  sein  muss  (mit  Benutzung  des  Satzes  5 
des  §  1,  1.  Kap.). 

Danach  sind,  was  die  invarianten  Punkte  anbetrifft,  nur  fünf  Con- 
stellationen  möglich :  Ist  es  eine  endliche  Zahl  von  Punkten,  so  können 
es  höchstens  drei  sein,  und  wenn  es  wirklich  drei  sind,  so  dürfen  dieselben 
nicht  auf  gerader  Linie  liegen.  Es  können  aber  auch  nur  zwei  sein  oder 
es  bleibt  nur  ein  Punkt 

invariant.    Bleiben  ande-  **' 

rerseits  unendlich  viele 
Punkte  in  Ruhe,  so  müssen 
dieselben  eine  gerade 
Linie  erfüllen  und  ausser- 
halb dieser  Geraden  kann 
höchstens  noch  ein  Punkt 
fest  sein,  oder  aber  es 
bleibt  keiner  sonst  in 
Ruhe.  Sonach  ergeben 
sich  die  füuf  Zusammen- 
stellungen in  Fig.  9.  Wir 
bezeichnen  sie  mit  l),  2), 
3),  4),  5). 

Entsprechend  können  wir  in  betreff  der  invarianten  Geraden  schliessen 
und  erhalten  so  ebenfalls  fünf  Constellationen ,  siehe  Fig.  10,  die  wir  mit 
1'),  2'),  3'),  4'),  5')  bezeichnen. 

Nun  fragt  es  sich,  wie  die  fünf  ersten  Figuren  mit  den  fünf  letzteren 
zusammen  auftreten  können.  Liegt  der  Fall  1)  vor,  so  bleiben  offenbar 
nur  die  drei  Geraden  invariant,  welche  die  invarianten  Punkte  verbinden. 
Denn  jede  weitere  invariante  Gerade  würde  invariante  Schnittpunkte  mit 
diesen  dreien  haben.  Sonach  gehören  l)  und  l')  zusammen.  Dies  liefert 
das   Bild  I   in   Fig.  11.     Im   Fall  4)    haben   wir   offenbar  unendlich   viele 

Lie,  ContinuierUclie  Gruppen.  5 
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Fig.  11. 


invariante  Geraden,  die  die  Constellation  4')  haben*.  Also  gehören  4)  und 
4')  zusammen,  sie  liefern  das  Bild  IV  in  Fig.  11.  Im  Fall  5)  bleibt 
zunächst    die    Gerade    der    invarianten    Punkte    in    Ruhe.      Wird    irgend 

ein  Punkte  durch 
Uf    nach    p     ge- 
führt, so  ist  offen- 
bar die  Gerade  j?jp' 
invariant ,        denn 
einer  ihrer  Punkte, 
ihr      Schnittpunkt 
mit  der  invarianten 
Punktreihe,  ist  fest. 
Sonach  giebt  es  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  eine  invariante  Gerade,  und 
alle    invarianten   Geraden    können    nur    in    der    Form  5')    angeordnet   sein. 
5)    und   5')    liefern   das   Bild  V   in   Fig.   11.      Nun   könnten   noch  2),    2'), 
ferner   3),   3'),    endlich    aber    auch    2),    3)   und 
3),  2')  zusammen  gehören.     Erstere  beiden  Paare 
liefern  die  Bilder  II  und  III  in  Fig.  11.     Letztere 
beiden  Paare   sind  aber  unmöglich,   wie  wir  jet^t 
beweisen  werden*): 

Wir  brauchen  den  Beweis  nur  für  den  Fall 
2),  3')  zu  führen,  da  die  Annahme  3),  2')  dadurch 
aus  ihm  hervorgeht,  dass  Punkt  mit  Gerade  zu 
vertauschen  ist.  Im  Falle  2),  3')  würden  nun 
zwei  Punkte  A^  B  und  ihre  Verbindende  invariant 
sein.  Ausserdem  darf  kein  Punkt  und  keine  Ge- 
rade in  Ruhe  bleiben.  Nun  werde  der  Punkt  p 
durch  Uf  nach  p'  geführt.  (Fig.  12.)  Dann  geht 
Ap  bei  Uf  in  Ap'  über,  ein  Punkt  q  von  Ap  also  in  einen  Punkt  q 
von  Ap'.  pp  und  qq  schneiden  sich  in  einem  Punkte  0.  Wir  werden 
sehen,  dass  BO  eine  invariante  Gerade  sein  müsste.  BO  schneide  nämlich 
Ap  in  s,  Ap  in  /.  Alsdann  ist  das  Doppelverhältnis 
der  vier  Strahlen  Bp^  Bq^  BA^  Bs  gleich  dem  der  vier 
Punkte  j?,  g,  -4,  s,  also  gleich  dem  der  vier  Strahlen  von 
0  nach  p^  q,  A,  s,  d.  h.  gleich  dem  der  vier  Punkte 
p\  q',  A,  s'  oder  schliesslich  gleich  dem  der  vier  Strahlen 
Bp,  Bq\  BA,  Bs.  Bei  Uf  geht  nun  Bp  in  Bp\  Bq 
in  Bq,  BA  in  sich  über.  Weil  das  Doppelverhältnis 
der  vier  Strahlen  Bp^  Bq,  BA,  Bs  durch  Uf  nicht 
gestört  wird,  und  weil  es  gleich  dem  der  vier  Strahlen 
Bp\  Bq',  BA,  Bs'  ist,  so  geht  mithin  bei  üf  der 
Strahl  Bs  in  den  Strahl  Bs'  über.  Beide  aber  fallen 
zusammen  in  BO,  d.h.BO  ist  eine  invariante  Gerade.  Nun  soll  aber  nur 
AB  eine  invariante  Gerade  sein.    Demnach  liegt  0  auf  AB.    (Fig.  13.)    Da 


Fig.  12. 


Fig.  13. 


*)  Dieser  geometrische  Beweis  rührt  von  Scheffers  her.  Es  sei  hervor- 
gehoben, dass  der  Beweis  mit  geringen  Änderungen  auch  für  die  endlichen  pro- 
jectiven  Transformationen  gilt. 
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VP 1  0.4  durch  0  gehen,  so  sehen  wir:  Die  Punkte  des  Strahls  A'p  er- 
halten bei  11  f  Fortschreitungsrichtungen  nach  0  hin.  A  und  B  können 
wir  nun  in  dieser  Überlegung  vertauschen  und  finden :  Die  Punkte  des 
Strahls  B'p  bewegen  sich  bei  TJf  auf  0  zu.  Ein  Strahl  von  0  aus,  der 
A'P  in  g,  Biß  in  r  trifft,  enthält  also  zwei  Punkte  g  und  r,  die  bei  TJf 
diese^  Strahl  nicht  vei-lassen.  Jeder  Strahl  von  0  aus  ist  somit  eine  in- 
variante Gerade,  es  existieren  also  unendlich  viele  invariante  Geraden,  was 
der  Voraussetzung  widerspricht. 

Die  Combination  2),  3')  ist  also  unmöglich,  ebenso  die  Combination 
3),  2'),  und  es  bleiben  mithin  nur  die  fünf  in  Fig.  11  angegebenen 
Fälle  I  bis  V.  In  der  That  haben  wir  oben  gerade  diese  fünf  Fälle  auf 
anderem  Wege  erhalten. 

Man  könnte,  nunmehr,  auf  diesen  geometrischen  Ergebnissen  fussend, 
auf  neuem  Wege  die  Typen  von  infinitesimalen  projectiven  Transformationen 
bestimmen.  Z.  B.  im  Fall  I  wählt  man  das  Coordinatensystem  so,  dass 
die  beiden  Axen  und  die  unendlich  ferne  Gerade  die  invarianten  Geraden 
werden.  Nach  Satz  10  hat  dann  wegen  der  invarianten  unendlich  fernen 
Geraden   TJf  die  Form 

ZJ/"^  (a  +  ca;  +  dy)iß  +  (&  +  ex  +  gy)q. 

Da  a:  =  0  und  ^  ==  0  invariant  sein  sollen,  so  muss  a  =  d  =  6  =  e==0 
sein  xmd  es  bleibt 

cxiß  +  gyq.' 

Nun  soll  keine  weitere  invariante  Gerade  ausser  jenen  dreien  existieren. 
Eine  solche  würde  noch  einen  invarianten  Punkt  auf  der  x-  oder  y-A\e 
nach  sich  ziehen  oder  ginge  durch  den  Anfangspunkt.  Ersteres  ist  dann  und 
nur  dann  ausgeschlossen,  wenn  c  und  ^  =)=  0  sind.  Die  Gerade  y  —  Xx  =  0 
bleibt  nur  dann  invariant,  weim  gy  —  Xcx  vermöge  y  =  Xx  verschwindet, 
d.  h.  wenn  X{g  —  c)  =  0  ist.  Dies  würde  nur  dann  für  ein  von  0  ver- 
schiedenes   X    möglich    sein,    wenn  g  =  c  wäre.     Also   ist  ^  =j=  c.     Indem 

wir  durch  c  dividieren  und  —  =  a  setzen,  finden  wir  in  der  That  unseren 

Typus 

xp  -\-ayq^ 

im  dem  wegen  ^=[=0,  c=|=0,  <7=|=c  auch  a=\=0  und  =^  1  sein  muss* 
In  dieser  Weise  könnten  wir  von  neuem  auch  zu  den  Figuren  II  bis  V 
die  Typen  ableiten  und  würden  so  wieder  zu  den  früher  gefundenen  kommen. 
Wir  empfehlen  dem  Leser,  dies  wirklich  für  die  Fälle  11  bis  V  durch- 
zuführen. Man  hat  jedesmal  das  Coordinatensystem  in  passender  Weise  in 
die  invariante  Figur  hineinzulegen. 

Ist  eine  infinitesimale  projective  Transformation  TJf  ^  |p  -{-  tj  g 
vorgelegt,  so  kaiin  man  die  Frage  aufwerfen,  mit  welchem  Typus  sie 
gleichberechtigt  ist.  Zur  Beantwortung  sucht  man  zunächst  die  in- 
varianten Punkte  und  Geraden.  Die  im  Endlichen  gelegenen  invari- 
anten Punkte  machen  keine  Schwierigkeit.    Man  findet  sie,  indem  man 
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I  ==  ?2  =  0  setzt.    Die  unendlich  fernen  werden  am  bequemsten  durch 
Benutzung  des  Differentialquotienten  y    bestimmt.     Es  ist  ja: 


^y  =  ^ü-yf> 


(vgl.  §  3  des  2.  Kap.).  y  =  c  ist  invariant,  wenn  dy  für  y  =  c  ver- 
schwindet. Alsdann  ist  y  —  ex  =  Const.  ein  invariantes  Parallelen- 
büschel und  der  Punkt  desselben  ein  unendlich  ferner  invarianter  Punkt. 
Dabei  ist  zu  beachten,  dass  die  Schar  x  ==  Const.  besonders  unter- 
sucht werden  muss,  da  sie  nicht  durch  eine  Differentialgleichung  y  =  c 
dargestellt  werden  kann,  y'  spielt  bei  diesen  Untersuchungen  gewisser- 
2/'  als     massen    die  Rolle  der  Coordinate   der  unendlich  fernen  Punkte.     Eine 

Coordinate 

^"^^^^^^J"® gleichartige  Behandlungsweise   aller  Punkte  der  Ebene   wird   uns  erst 
später  die  Benutzung  homogener  Coordinaten  ermöglichen. 

Beispiele.  1.  Beispiel:    Man  soll  yp  —  xq  auf  den  zugehörigen  Typus  zurück- 

führen. Im  Endlichen  ist  nur  der  Anfangspunkt  invariant.  Ferner 
ist  hier 

dy'=-{l-^y'')dt, 

d.  h.  es  sind  die  Parallelenbündel  y'=  -j-i  invariant.  Da  somit  gerade 
drei  invariante  Punkte  existieren,  ist  der  zugehörige  Typus  der  erste: 
xp  -f-  ccyq.  Die  Überführung  verlangt  offenbar  nur  eine  lineare  Trans- 
formation ,  welche   die  Geraden  —  =»  +  i  in  die  Geraden  x,  =  0  und 

2/1=0  vel- wandelt.  Es  soll  also  x^  vermöge  x  —  iy  =  0  und  «/^  ver- 
möge X  -\-  iy  =  0  verschwinden.     Wir  setzen  daher  direct 

Xi=x  —  iy,     y^=x-{-  iy 
und  erhalten 

yp  ~  xq  =  {y  +  ix)p^  -\-  {y  —  ix)q^ 

womit  die  Reduction  geleistet  und  der  Coefficient  a  =  —  1  bestimmt  ist. 
2.  Beispiel:     Man  führe  x^p  -{-  xyq  auf  den  zugehörigen  Typus 
zurück. 

§  4.     Die  selbstprojectiven  Curven. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  Bahncurven  der  eingliedrigen  pro- 
■  jectiven  Gruppen   zu  untersuchen.     Eine  infinitesimale  Transformation 

Uf=ip  +  riq 

erzeugt,  wie  wir  wissen,  eine  eingliedrige  Gruppe  (vgl.  §  2  des  2.  Kap.), 
deren  oo^  Transformationen  durch  Wiederholung  von  Uf  entstehen. 
Bei  dieser  fortwährenden  Ausführung  von  Uf  beschreibt  ein  Punkt  {x,  y) 
allgemeiner  Lage  eine  Curve,  deren  Tangen tialrichtung  durch 
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dx         ^ 

gegeben  wird.  Im  ganzen  existieren  also  oo^  derartige  Curven,  nämlicli 
die  Integralcurven  der  Differentialgleichung 

dx         dy 

Führt  man  auf  einen  beliebigen  Punkt  jp  irgend  eine  endliche  Trans- 
formation der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  aus,  so  geht  er  in  einen  Punkt 
der  durch  p  laufenden  Integralcurve  über.  Wir  nennen  daher  jene 
oo^  Integralcurven  die  Bahncurven  der  eingliedrigen  Gruppe   Uf.  Bahncurven. 

Offenbar  ist  jede  Bahncurve  invariant  gegenüber  der  Gruppe  Uf, 
denn  die  Transformationen  der  Gruppe  führen  die  Punkte  dieser  Curve 
immer  vs^ieder  in  Punkte  derselben  Curve  über.  Eine  bei  der  Gruppe  Uf 
invariante  Curve  ist  demnach  entweder  Bahncurve  oder  sie  besteht 
aus  lauter  einzeln  invarianten  Punkten*). 

Nach  Satz  9  in  §  2  dieses  Kapitels  ist  daher  auch  klar,  dass, 
wenn  die  Gruppe  Uf  durch  Ausführung  einer  projectiven  Transfor- 
mation T  in  die  gleichberechtigte  Gruppe  Vf  übergeht,  alsdann  auch 
die  Bahncurven  der  ersteren  durch  T  in  die  der  letzteren  Gruppe  ver- 
wandelt werden.  Demnach  werden  wir,  um  überhaupt  alle  möglichen 
Bahncurven  der  eingliedrigen  projectiven  Gruppen  zu  untersuchen,  uns 
darauf  beschränken  können,  die  Bahncurven  der  fünf  Typen  zu  studieren. 
Durch  projeetive  Transformation  gehen  ja  aus  ihren  Bahncurven  alle 
denkbaren  Bahncurven  hervor. 

Wir  beginnen  mit  den  einfachsten  Fällen,  dem  vierten  und  f'^'^^ß^'^^^^^^^i^j 
Typus,  also  mit  xp  +  yq  und  q.  In  beiden  Fällen  sind  die  Bahn-  ^^p"«- 
curven  —  wie  schon  aus  der  geometrischen  Bedeutung  von  xp  -\-  yq 
und  q  hervorgeht  —  Geraden,  die  entweder  von  dem  einzeln  invari- 
anten Punkte  oder  aber  von  einem  Punkte  der  Geraden  invarianter 
Punkte  ausgehen.  Man  erkennt  dies  auch  aus  den  Differential- 
gleichungen der  Bahncurven: 

dx        dy        dx        dy 

deren  Integration  —  =  Const.  und  ic  =  Const.  giebt.  Bei  einer  mit 
xp  -j-  yq  gleichberechtigten  eingliedrigen  projectiven  Gruppe  verlaufen 


*)  Eine  genauere  Begründung  findet  man  in  den  „Dffgln.  m.  inf.  Trf.", 
Kap.  4,  §  3.  Die  Gleichungen  der  besprochenen  Curven  treten  schon  bei  d'Alem- 
bert  und  Jacobi  auf.  Im  Übrigen  vergleiche  man  die  Fussnote  zum  Schluss 
dieses  Paragraphen. 
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die  Bahncurven  also  wie  in  Fig.  14,  bei  einer  mit  q^  gleichberechtigten 
wie  in  Fig.  15.  Die  invarianten  Punkte  sind  in  diesen  Figuren  an- 
gedeutet. 

Dritter  Bej  ^ej.  eingliedrigen  Gruppe  des  dritten  Typus  j^  -\-  xq  erhalten 

wir  als  die  Bahncurven  die  Integralcurven   der  Differentialgleichung: 


dx 
1 


dy 


d.  h.  die  Curven  zweiten  Grades 

y  —  ^x^  =  Const. 
Die    elementare    analytische  Theorie    der  Curven   zweiten   Grades  oder 


schnitte. 


Fig.  14. 


Fig.  15. 


Kegelschnitte  setzen  wir  als  bekannt  voraus  und  wollen  bei  dieser 
Gelegenheit  einige  projective  Sätze  über  diese  Curven  möglichst  kurz 
entwickeln : 

Da  jede  Gleichung  zweiten  Grades 

ax^ -{-2ßxy -j-yi/ -\-2dx-i-2sy -{- (p  =  0 
offenbar  wieder  in  eine  Gleichung  zweiten  Grades  übergeht,  wenn  man 
vermöge  einer  projectiven  Transformation  neue  Veränderliche  x^^,  y^  ein- 
führt, so  folgt: 

Satz  13:  Jeder  Kegelschnitt  geht  durch  projective  Transformation 
wieder  in  einen  Kegelschnitt  über. 

Denken  wir  uns  an  einen  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  o  und  p 
die  Tangenten,  die  sich  in  q  schneiden  mögen,  und  überdies  die  Be- 
rührsehne op  gezogen,  so  giebt  es  (nach  Satz  4,  §  1  des  2.  Kap.) 
immer  eine  projective  Transformation,  welche  die  eine  Tangente,  etwa 
die  in  o  berührende,  in  die  rc-Axe,  die  Berührsehne  op  in  die  y-Axe 
und    die'  andere  Tanjrente  in  die  unendlich   ferne  Gerade  verwandelt. 
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(Fig.  16.)     Dabei  nimmt  auch  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  eine 
besonders   einfache  Gestalt  an.     Weil  die  Curve   durch    den  Anfangs- 
punkt 0  geht,  so  fehlt  in  ihrer  Gleichung  das  absolute  Glied  (p.    Weil 
die  a;-Axe   in  o   berühren  soll,    so  ist  auch   der  Coefficient  d  gleich 
Null.     Der    unendlich    ferne  Punkt  p  der 
2/-Axe    soll    dem  Kegelschnitt    angehören, 
d.  h.    die   Gleichung    darf  für  x  ==  0  nur 
eine   endliche  Wurzel  y  haben.     Es  muss 
demnach   auch   y  =  0  sein.     Jetzt  lautet 
die  Gleichung: 

ax^  -\-  2ßxy  -\-  2sy  ==  0. 
Die    unendlich   ferne    Gerade    sollte    Tan-  -^g  le. 

gente  in  p  sein.     Die  Gleichung  der  Tan- 
gente  im  Punkte  (ä;,  y)   aber  lautet  jetzt,  wenn  x',  y   die  laufenden 
Coordinaten  bezeichnen : 

{ax  +  ßy)x'-{-  {ßx  +  £)y  =  —  ey 
oder 

Für  den  Punkt  p,  d.  h.  für  x  =  0,  y  =  oo  würde  diese  Gleichung  die 
im  Endlichen  gelegene  Tangente 

ßx'-\-  £  =  0 

liefern,  wenn  nicht  ß  ==  0  ist.  Somit  bleibt  als  jetzige  Kegelschnitts- 
gleichung ; 

ax^  -\-  2ay  =  0. 

Natürlich  kann  die  nichtverschwindende  Zahl  a  fortdividiert  und  die 
Zahl  £  durch  Einführung  eines  passenden  Vielfachen  von  y  als  neues 
y,  also  durch  eine  projective  Transformation,  welche  das  Dreieck  opq 
ungeändert  lässt,  etwa  gleich  —  1  gemacht  werden.     Daher: 

Satz  14 :     Jeder  nicJd  verfallende  Kegelschnitt  kann  durch  projective  ^^^"^^^^^^^ 
Transformation  auf  die  Gleichung  schnitte  auf 

I  '  •'  eine  typ. 

x'  —  2y=^0  ^°""- 

gebracht  werden. 

Oben  ergaben  sich  die  oo^  Bahncurven 

x}  —  2y  =  Const. 
Somit  folgt: 

Satz  15 :     Jeder    Kegelschnitt  ist  Bahncurve   wenigstens   einer   ein- 
gliedrigen projectiven  Gruppe. 

Es   ist   übrigens  leicht,   mehrfach  unendlich  viele  projective  Transfor-^T°J^-g'^*'^*[; 
mationen  zu  finden,  die  einen  vorgelegten  Kegelschnitt  in  sich  überführen.  Schnittes 
Sind  nämlich  w,  j«.,  Z^,  l^^  ij,  X^  gewisse  lineare  Functionen  von  x,  y  und 
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bedeuten  m  =  0 ,  p,  =  0  zwei  Geraden,  die  beide  den  Kegelschnitt  in  ge- 
trennten Punkten  schneiden,  sind  ferner  l^  =  0,  I2  =  0  die  Tangenten  in 
den  Schnittpunkten  der  Geraden  m  =  0,  dagegen  A^  ==  0,  Ag  =  0  die  in 
den  Schnittpunkten  der  Geraden  fi  ==  0  mit  dem  Kegelschnitt,  so  giebt  es, 
wie  man  leicht  erkennt,  immer  zwei  solche  Zahlen  k  und  x,  dass  die 
Gleichung  des  Kegelschnittes  sowohl  in  der  Form 


auch  als  in  der  Form 


l^l^  —  Jcm^  =  0, 


X^X.^  —  Kfi''  =  0 


geschrieben  werden  kann.  Nehmen  wir  an,  die  linearen  Functionen  A^,  Ag 
und  fi  seien,  statt  in  x,  2/,  in  x^,  y^  geschrieben,  so  bestimmen  die 
Gleichungen 

^1  X.,  ju-  |/x 

eine  projeetive  Transformation  der  Punkte  (a;,  y)  in  die  Punkte  {x^^  y,) 
und  zwar  eine  solche,  die  unsere  drei  Geraden  ^^  =  0,  ^2  =  0,  m  ==  0  in 
die  drei  Geraden  A^  =  0,  X^  =  d-,  (i  =  0  und  den  Kegelschnitt  in  sich 
überführt.  Da  die  Geraden  m  =  0  und  ft  =  0  beliebig  angenommen 
werden  konnten,  so  findet  man  in  dieser  Weise  00^  projeetive  Transfor- 
mationen, die  den  Kegelschnitt  in  sich  überführen. 

Den  Kegelschnitt  x^  —  2y  =  0  können  wir  jetzt  als  den  Typus 
aller  (nicht  in  zwei  Geraden  zerfallender)  Kegelschnitte  betrachten. 
Sätze,  die  für  diesen  gelten  und  nur  von  Lagenbeziehungen  reden, 
gelten  dann  auch  für  jeden  Kegelschnitt.  Diesen  Umstand  benutzen 
wir  zur  Ableitung  einiger  wichtiger  Sätze,  die  wir,  da  sie  manchem 
Leser  nichts  neues  bieten  mag,  durch  kleineren  Druck  herausheben. 
Sätze  aus  Ein  Puukt  u  odcr  (x,  y)  durchlaufe  den  Kegelschnitt  (Fig.  16).     Als- 

Geometrie  dann  beschreiben  die  Strahlen  pu  und  ou  je  ein  Strahlenbüschel,  und  zwar 
"^schStte^^^^  jedem  Strahl  pio  des  ersteren  ein  Strahl  ou  des  letzteren  durch  den 
Kegelschnitt  eindeutig  zugeordnet.  Wir  werden  zeigen,  dass  stets  vier 
Strahlen  des  einen  dasselbe  Doppelverhältnis  bilden  wie  die  entsprechenden 
vier  Strahlen  des  anderen,  pu  zunächst  ist  bei  unserer  Wahl  des  Coordi- 
natensystems  parallel  der  y-Axe,  daher  schneidet  pu  auf  der  a;-Axe  die 
Strecke  x  ab.  Nach  Satz  1  und  4  des  §  1,  1.  Kap.,  ist  das  Doppelverhältnis 
von  vier  Strahlen  des  Büschels  p  gleich  dem  der  vier  entsprechenden 
Werte  x.     Der  Strahl  ou  bildet  mit  der  x-kxe  einen  Winkel,  dessen  Tan- 

gente  gleich  —  ist,  und  vier  Strahlen  des  Büschels  0  bilden  dasselbe  Doppel- 

Verhältnis  wie  die  entsprechenden  vier  Werte  von  — ,  nach  der  zu  Anfang 
des  §  3,  2.  Kap.,  gemachten  Bemerkung.  Nun  besteht  wegen  der  Kegel- 
Schnittsgleichung  zwischen  x  und    —  die  Beziehung 

x  =  2y- 

X 
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Nach  Satz  6,  §  2  des  1.  Kap.,  ist  demnach  das  Doppelverhältnis  von  vier 

Werten  x    gleich    dem    der   entsprechenden   Werte  —  •     Also    sind    in    der 

That  die  Büschel  ^  und  o  projectiv  auf  einander  bezogen:  Vier  Strahlen 
des  ersteren  bilden  dasselbe  Doppelverhältnis  wie  die  entsprechenden  vier 
Strahlen  des  letzteren,  p  und  o  waien  beliebige  Punkte  des  Kegelschnittes. 
Somit  folgt: 

Satz  16 :  Durchläuft  ein  Punkt  einen  Kegelschnitt,  so  beschreiben  die 
Strahlen  von  ihm  nach  zwei  festen  Punkten  des  Kegelschnittes  projective  Strahlen- 
büschel. 

Sind  also  z.  B.  a,  &,  c,  d,  x,  y  sechs  Punkte  des  Kegelschnittes,  so 
ist,  wenn  wir  x  und  y  zu  Strahlencentren  wählen,  das  Doppelverhältnis 
der  Strahlen  xa,  xb^  xc,  xd  gleich  dem  der  Strahlen  ya,  yb,  yc,  yd. 
Lassen  wir  x  den  Kegelschnitt  durchlaufen,  so  folgt  also : 

Satz  17 :  Ein  Kegelschnitt  kann  dadurch  erzeugt  werden,  dass  man 
irgend  vier  Punkte  auf  ihm  wählt  und  einen  fünften  Punkt  der  Curve  sich  so 
beivegen  lässt,  dass  seine  Strahlen  nach  jenen  vier  Punkten  ein  constantes 
Doppelverhältnis  bilden. 

Legen  wir  andrerseits  im  Punkte  u  die  Tangente  an  den  obigen 
Kegelschnitt.  Sie  bestimmt  auf  den  Tangenten  oq  und  pq  je  einen  Punkt  v 
bez.  w.  Durchläuft  u  den  Kegelschnitt,  so  durchlaufen  v  und  w  die  beiden 
festen  Tangenten  und  zwar,  wie  leicht  zu  sehen,  in  projectiven  Punktreihen. 
Das  Doppelverhältnis  von  vier  Lagen  von  tv  ist  nämlich  gleich  dem  der 
Strahlen  von  o  nach  den  Stellen  w  (nach  Satz  1,  §  1  des  1.  Kap.).  Diese 
Strahlen  sind  parallel  den  Tangenten  ow,  und  das  Doppelverhältnis  derselben 
ist  demnach  gleich  dem  Doppelverhältnis  der  vier  trigonometrischen  Tan- 
genten der  Neigungen  unserer  vier  Curventangenten.  Die  Tangente  im 
Punkt  («,  y)  hat  aber  die  Gleichung 

XX  —  y  =y, 

sodass  die  trigonometrische  Tangente  ihrer  Neigung  gex'ade  gleich  x  ist. 
Der   Schnittpunkt  v    der   Tangente    mit    der  a?-Axe    dagegen  hat   die   Ab- 

scisse  —  •     Entsprechend  dem  Obigen  folgt  also : 

Satz  18 :  Umhüllt  eine  Gerade  einen  Kegelschnitt,  so  bestimmt  sie  auf 
zivei  festen  Tangenten  desselben  projective  Punktreihen. 

In  der  projectiven  Geometrie  pflegt  man  häufig  durch  die  Sätze  16 
und  18  direct  die  Kegelschnitte  zu  definieren  und  rückwärts  zu  zeigen, 
dass  es  die  Curven  zweiten  Grades  sind. 

Man  kann  nämlich  auch  umgekehrt  sagen: 

Satz  19 :  Beivegt  sich  ein  Punkt  so,  dass  seine  Strahlen  nach  vier 
festen  Punkten  beständig  dasselbe  Doppelverhältnis  bilden,  so  beschreibt  er  eine 
Curve  zweiten  Grades;  eine  Gerade,  deren  Schnittpunkte  mit  vier  festen  Ge- 
raden beständig  dasselbe  Doppelverhältnis  bilden,  umhüllt  eine  Curve  zweiten 
Grades. 

Wir  verzichten  darauf,  den  einfachen  Beweis  hierfür  besonders  an- 
zugeben. 

Kehren  wir  nun  zu  den  Bahncurven  des  Typus  p  -\-  xq  zurück. 
Es  sind  dies  die  oo^  congruenten  Parabeln 
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-^X' 


Erster 
Typus. 


=  Const., 

die  ihre  Axen  in  der  y-Axe  haben,  also  gewisse  oo^  Kegelschnitte, 
welche  die  invariante  Gerade  (die  unendlich  ferne  Gerade)  sämtlich  in 
dem  invarianten  Punkte  Ä  berühren  (dem  unendlich  fernen  Punkte 
der  y-Axe).  Daher  sind  auch  die  oo^  Bahncurven  einer  beliebigen 
mit^  -f"  xq  gleichberechtigten  Gruppe  oo^  solche  Kegelschnitte.  Fig.  17 
giebt  ein  Bild  derselben. 

Es  bleibt  nun  noch  der  erste  und  zweite  Typus  zu  untersuchen  übrig. 
Der   erste  Typus   xp  +  ayq   ist    von    allen    fünf  Typen    der  all- 
gemeinste.    Denn  es  giebt  wirklich  cx)'  infinitesimale  projective  Trans- 
formationen,    die,    wie    diese,    nur 
drei    Punkte    in    Ruhe    lassen.     Zu- 
nächst nämlich  giebt  es,  da  der  Typus 
eine  wesentliche  Constante  a  enthält, 
cx)^  solche,  die  ein  bestimmtes  Punkte- 
tripel  in  Ruhe  lassen,  also,  da  es  in 
der  Ebene    oo*'  Tripel    von   Punkten 
giebt,  gerade  oo^  infinitesimale  Trans- 
formationen, die  mit  xp  -[-  ocyq  gleich- 
berechtigt sind.   Im  allgemeinen  wird 
daher    eine    vorgelegte   infinitesimale 
projective     Transformation     Uf     zu 
diesem    ersten    Typus    gehören;    nur 
in  Specialfällen,   wenn  zwischen  den 
Coefficienten  von   Uf  gewisse  besondere  Relationen  bestehen,  wird    Uf 
auf  einen  der  vier  anderen  Typen  reducibel  sein. 

Wir    werden    uns   deshalb   mit  diesem   ersten  Typus    eingehender 
beschäftigen.     Es  sind 

xp  -f  ayq,     xp  +  ßyq 

zwei  zu  diesem  Typus  gehörige  eingliedrige  Gruppen,  die  dasselbe 
Dreieck  invariant  lassen.  Ihre  endlichen  Gleichungen  ergeben  sich 
durch  Integration  der  simultanen  Systeme: 


Fig.  17. 


dx^ 


dXi 


=  dt,     ^^^^^^  =  dt 
in  der  Form: 

x^  =  xe*,    y^  =  y(f^\,      Xy  ==  xe',    y^  ==  yc^'^. 
Führt   man  aber  diese  beiden  Transformationen  nach  einander  in  der 
einen  oder  anderen  Reihenfolge  aus,-  so  erhält  man  beide  Male  dieselbe 
Transformation,  nämlich : 

Xy  =  xe*  +  '',     ?/^=ye«'+/*^ 
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Wir  sagen  also: 

Satz  20 :  Lassen  zwei  eingliedrige  projecUve  Gruppen  dieselben  drei 
PunMe  und  Iceine  anderen  Punkte  in  Ruhe,  und  ist  S  eine  Transfor- 
mation der  einen,  T  eine  der  anderen,  so.  ist  ST=TS.  Oder:  die 
beiden  Gruppen  sind  vertauschbar*). 

Wir  wollen  nun  annehmen,  die  eingliedrige  projective  Gruppe  Uf 
sei   auf  den  Typus  xp  +  ayq  reducibel,   aber  nicht  gerade  notwendig 
schon  reduciert.     Sie  lässt  dann  drei  Geraden  invariant,  deren  Schnitt- 
punkte Ä,   B,    C  die   drei  invarianten  Punkte 
sind.    (Siehe  Fig.  18.)    Es  sei  ferner  p  ein  be- 
liebiger Punkt.     TJf  erteilt  ihm  eine  infinitesi- 
male Fortschreitung,  die  mit  der  Tangente  der 
durch  p    gehenden    Bahncurve    zusammenfällt. 
Nun    giebt  es  nach  Satz  7,  §  1   des  2.  Kap., 
stets    eine    projective    Transformation   T,    die 
auch  gerade  die  drei  Punkte  Ä,  B,  C  in  Ruhe 
lässt,  und  die  den  Punkt  _p  in  eine  vorgegebene 

beliebige  andere  Stelle  p'  überführt.  S  möge  irgend  eine  Transfor- 
mation der  Gruppe  Uf  sein.  Führen  wir  T  auf  die  Transformationen 
der  Gruppe  Uf  aus,  so  geht  S  in  T-^ST  über  (nach  Satz  5,  §  2 
des  3.  Kap.).  Nach  Satz  20  aber  ist  S  mit  T  vertauschbar,  daher 
T-^ST=  T-^TS==  S.  T  führt  daher  die  eingliedrige  Gruppe  Uf 
in  sich  über.  Zugleich  aber  führt  T  den  Punkt  p  in  p'  und  die  durch 
p  gehende  in  die  durch  p  gehende  Bahncurve  über,  also  auch  die 
Tangente  oder  Fortschreitungsrichtung  von  p  in  die  von  p,  während 
pA,  pB,  pC  in  p'A,  p'B,  p'C  übergehen.  Andrerseits  lässt  T  als 
projective  Transformation  Doppelverhältnisse  ungeändert.    Mithin  folgt: 

Satz  21 :     Längs  aller  Bahncnrven  einer  nur  drei  Punkte  invariant  ^l^^^^^^ 
lassenden  eingliedrigen  projectiven  Gruppe   ist  das  Doppelverhältnis  der  ^^^^l^' 
Strahlen  nach  den  invarianten  Punkten  und  der  Tangente  der  Bahncurve 
ein  und  dasselbe. 

Ganz  analog  lässt  sich  beweisen: 

Satz  22 :  Längs  aller  Bahnmrven  des  vorigen  Satzes  ist  das  Doppel- 
verhältnis der  Schnittpunkte  der  Tangente  mit  den  invarianten  Geraden 
und  des  Berührpunktes  der  Tangente  dasselbe. 

Nach  dem  ersten  Satze  kann  man  die  Fortschreitungsrichtung 
jedes  Punktes  durch  eine  einfache  Construction  bestimmen,  sobald  sie 
für    einen   Punkt    gegeben   ist.      Indem    man    beständig    den    so    con- 


*)  Kürzer  folgt  dies  aus  deu  „Diffgln.  m.  inf.  Trf.",  Satz  12  des  §  4,  Kap.  14. 
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struierten  Richtungen  nachgeht,  erhält  man  die  Bahncurven.     Fig.  19 
siebt  ein  Bild   von   ihnen.      Die   drei  invarianten  Punkte  sind  im  all- 
gemeinen  singulare  Punkte  der  Bahncurven;  diese  selbst  sind  zumeist 
transcendent.     Wir  kommen  hierauf  nachher  zurück. 
Sätze  über  Man  kann  ohne  Mühe  eine  Reihe  von  Sätzen  über  die  Bahncurven  auf- 

curven.    stellen*).     Wenn  man  z.  B.  in  jedem  Punkte  einer  Bahncurve  eine  Gerade 
zieht,    die   mit  den  Strahlen  nach  den  invarianten  Punkten  irgend  ein  ge- 
gebenes Doppelverhältnis  bildet,  so  er- 
hält man  eine  Schar  von  oo^  Geraden, 
die   offenbar   durch   Uf  unter   einander 
vertauscht  werden.     Die  Curve,  die  sie 
einhüllen,   geht  daher  ebenfalls  in  sich 
über,     d.    h.    sie    ist    eine    Bahncurve. 
Ebenso :    Wenn  man  auf  jeder  Tangente 
einer   Bahncurve   den  Punkt  bestimmt, 
der   mit   den   Schnittpunkten   der   Tan- 
gente mit  den  drei  invarianten  Geraden 
irgend    ein   gegebenes   Doppelverhältnis 
bestimmt,  so  ist  der  Ort  dieser  Punkte 
wieder   eine   Bahncurve.     Aus    Satz  20 
und  19   folgt  ferner:     Zieht  man  von 
irgend   einem  bestimmten  Punkte  Tan- 
genten  an   alle   Bahncurven,    so   liegen 
deren  Berührpunkte  auf  einem  Kegelschnitt  durch  Ä,  J5,  C  und  jenen  Punkt. 
Analog:    Weun  man  in  jedem  Punkt  irgend  einer  bestimmten  Geraden  die 
Tangente  an  die  hindurchgehende  Bahncurve  zieht,  so  umhüllen  diese  Tan- 
genten  wieder   einen  Kegelschnitt,   der   die   gegebene  Gerade    und  die  drei 
invarianten  Geraden    berührt.      Leicht    zu  beweisen  ist  auch,    dass,  sobald 
zwei  Punkte   einer  Bahncurve   gefunden  sind,    beliebig  viele  Punkte  dieser 
oder    irgend    einer    anderen   Bahncurve    durch   blosses    Geradenziehen   con- 
struiert  werden  können. 

Sind  die  drei  invarianten  Punkte  A,  J?,  C  reell  und  ist  auch  die  infini- 
tesimale Transformation  reell,  so  sieht  man  leicht  ein,  dass  die  reellen  Bahn- 
curven durch   zwei  der  drei  invarianten  Punkte  hindurchgehen,   durch  den 


Fig.  19. 


dritten  nicht. 
Sind 


Wir  verzichten  jedoch  auf  den  Nachweis. 
^jEEEaiOJ-f  &,^  + c,  =0, 

die  drei  invarianten  Geraden,  so  hat  jede  Transformation  der  Gruppe  üf 
bekanntlich  (vgl.  Satz  4,  §  1  des  2.  Kap.)  die  Form: 


h- pot  k 

l  '  l 


k' 


=  e" 


Z, 


7  '  ^       l   > 

h  *8 

WO  die  l'  die   Ausdrücke  l,  aber  in  x,  y    statt  in  x,  y  geschrieben, 


♦)  Vgl.  die  Pussnote  zum  Schluss  dieses  Paragraphen. 
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bedeuten.     Elimination   von  t  giebt  die  Babncurve  des  Punktes  x,  y, 
geschrieben  in  den  laufenden  Coordinaten  x,  y ,  in  der  Form: 

Die    Schar    der  oo^  Bahncurven  wird  demnach,   geschrieben  in  Xj  y, 
dargestellt  durch 

/?i\'^         /-i  1     {h\Q  AUgemeine 

[tI    =  Const.  (/)  Gleichung 

\'«y  ^'b'  Aar  -Rahn- 


oder 
wenn 


der  Bahn- 
curven 


Z/i?2^j!j^^.=  Const., 


^1   +   ^2   +   A3  =  0 

ist,  sonst  aber  die  l  beliebige  Zahlen  bedeuten,  wie  die  Zj,  1^,  l^  drei 
beliebige  von  einander  unabhängige  lineare  Ausdrücke  in  x,  y. 

Da,  wie  wir  schon  bemerkten,  die  infinitesimale  projective  Trans- 
formation 

Uf  =  (a -\- ex  -\-  dy  +  hx^  +  Jcxy)p  -{-  (b -{- ex -\-  gy -}-  hxy  +  ]cy^)q 
im  allgemeinen  eine  von  der  hier  betrachteten  Art  ist,  so  folgt,  dass 
die  Integralcurven    der  sogenannten  Jacdbi' sehen  Diiferentialgleichung:^^^^^^}^^ 

dx ^  dy gleichung. 

a  -{-  cx  -\-  dy  -\-  hx^  -\-  Tcxy        h  -\-  ex  -\-  gy  -\-  hxy  +  ky^ 
die  Form  haben: 

{a^x  -^-h.y  -\-  e^^^ia^x  +  \y  +  c^^{a^x  +  \y  +  Cg)^'  =  0, 
in    der  \  -\-  X<^ -\-  X^  =  0  ist.     Diese  Differentialgleichung  pflegt  man 
meistens  so  zu  schreiben  : 

{hx  -{-  ky){xdy  —  ydx)  -\-  (a  -\-  ex  -{-  dy)dy  —  (b  -\-  ex  -^  9y)dx  =  0. 
Benutzt  man  statt  x,  y  homogene  Funktcoordinaten,  wie  wir  es  später 
thun  werden,  so  geht  die  Jacobi'sche  Differentialgleichung  in  ein  ver- 
hürztes  d'ÄlemberfseJies  System  mit  drei  abhängigen  Veränderlichen  über. 

Indem  wir  den  invarianten  Punkten  Ä,  B,  C  besonders  aus- 
gezeichnete Lagen  erteilen,  etwa  dadurch,  dass  wir  auf  Uf  eine  passende 
projective  Transformation  ausüben,  erhalten  die  Bahncurven  besonders 
interessante  Formen: 

Nehmen  wir  zunächst  an,   zwei  der  invarianten  Punkte  seien  die  g^ßj*yg 
unendlich  fernen  Punkte  der  Coordinatenaxen,  der  dritte  der  Anfangs-^^j^*^^*^^®^ 
punkt,  so  nimmt   Uf  bekanntlich  die  Form 

xp  -f-  f^yo. 

an.     Die  Bahncurven  sind  dann  die  Integralcurven 

y  =  Const.  X" 
der  Differentialgleichung 
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dx        dy 
X         ay 

Sie  sind  transcendeut,  solange  a  keine  rationale  Zahl  ist. 

Sobald  a  rational  ist,  sind  die  Bahncurven  dagegen  algebraische 
Curven.  Kegelschnitte  ergeben  sich  in  den  Specialfällen  a  =  2, 
^  oder  —  1.  Die  Annahmen  «  =  0  und  a  =  1  waren  früher  (siehe 
Theorem  6  in  §  3)  ausgeschlossen  worden.  Man  zeigt  ohne  Mühe, 
dass  das  in  Satz  21  auftretende  Doppelverhältais  durch  a  gemessen 
wird.  Die  Bahncurven  sind  also  Kegelschnitte,  wenn  die  drei  Strahlen 
nach  den  invarianten  Punkten  und  die  Curventangente  harmonisch 
liegen.     (Vgl.  §  1  des  1.  Kap.) 

Die  Curven  y  =  Const.  ic"  gehen  durch  den  einen  invarianten 
Punkt,  den  Anfangspunkt,  hindurch,  wenn  a  positiv  ist,  darch  einen 
anderen  invarianten  Punkt,  den  unendlich  fernen  Punkt  der  y-Axe, 
wenn  a  negativ  ist.  Auf  die  Frage,  ob  die  Curven  durch  sonstige 
invariante  Punkte  gehen,  gehen  wir  nicht  ein,  da  sie  von  wesentlich 
functionentheoretischem  Charakter  ist  und  auch  für  uns  kein  Inte- 
resse hat. 

Die  Differentialgleichung  derjenigen  Curven,  welche  die  Bahncurven 
orthogonal  schneiden,  lautet: 

xdx  -\-  aydy  =  0. 

Die   Bahncurven   sind   daher   stets   die   orthogonalen  Trajectorien   der    ähn- 
lichen concentrischen  Kegelschnitte 

x^  -\-  ay^  ==  Const. 

Man  kann  sich  hiernach  ein  Bild  vom  Verlauf  der  Bahncurven  von  xi^-^  ayq^ 
herstellen  (Fig.  20)*).     In    den  Fällen  «  =  2,   -^   oder  —  1   erhalten  wir 

als  orthogonale  Trajectorien  dieser  Kegelschnitte, 
wie  oben  bemerkt,  wieder  Kegelschnitte,  in  den 
beiden  ersten  Fällen  Parabeln  als  orthogonale 
Trajectorien  von  Ellipsen,  im  letzten  Fall  gleich- 
seitige Hyperbeln  als  orthogonale  Trajectorien 
ebensolcher  Curven. 

Wir  wollen  nunmehr  annehmen,  der  eine 
invariante  Punkt  sei  wieder  der  Anfangspunkt, 
während  die  beiden  anderen  die  sogenannten 
Kreispunkte  seien,  jene  beiden  unendlich  fernen 
imaginären  Punkte  also,  in  denen  alle  Kreise  der  Ebene  die  un- 
endlich ferne  Gerade  schneiden.  Die  Transformation  lässt  dann  die 
unendlich  ferne  Gerade,  sowie  die  beiden  imaginären  Geraden  x  -\-  iy  =  0 
invariant.  Wegen  der  erster en  Geraden  ist  sie  linear  nach  Satz  11  des 
§  3.    Sind  Xy ,  ?/j  die  transformierten  Coordinaten,  so  setzen  wir  also : 


Fig.  20. 


*)  Bemerkung  von  Scheffers. 


Die  selbstprojectiven  Curven. 
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Infinitesimal  ist  die  Transformation,  wenn  a  und  b  unendlich  wenig 
von  1  abweichen,  also  etwa  a  =  1  -\-  Xdt,  h  =  1  -\-  ^dt  ist.  Dann 
kommt : 

dx  =  x^  —  X  =  ^  {X{x  4"  iy)  +  ^(^  —  '^y))^^} 
1 


}i(.c  —  iy))dt, 

fi)  mit  26  be- 


dy  =  yi—y  =  ^i  (K^  +  w) 

sodass  das  Symbol  lautet,  wenn  l  -{-  ^  mit  2q,  i[X 
zeichnet  wird :  • 

C//"=  Q{xp  +  yq)  +  6{yp  —  xq). 

xp  -}-  yq  ist  die  infinitesimale  Ähnlichkeitstransformation  vom  Anfangs- 
punkt aus,  yp  —  xq  die  infinitesimale  Rotation  um  den  Anfangspunkt. 
üf  stellt  also  jetzt  eine  sogenannte  infinitesimale  Spiraltransformation 

dy 
dar:     Die  Fortschreitungsrichtung  ^ 

jedes    Punktes    bildet,    wie    leicht    zu 

sehen,  mit  der  Richtung  —  des  Radius- 

vectors  einen  constanten  Winkel,  die 
Bahncurven  sind  also  jetzt  logarith- 
mische Spiralen  um  den  Anfangspunkt 
mit  demselben  Steigwinkel.  (Fig.  21.)*) 

Man  könnte  dies  von  vornherein  aus 
Satz  21  schliessen,  wenn  man  davon  Ge- 
brauch machte,  dass  der  Winkel  zweier 
Geraden  in  einer  einfachen  Beziehung  zu 
dem  Doppelverhältnis  steht,  welches  diese 
beiden    Geraden    mit    den    Strahlen    von 

ihrem  Schnittpunkte  nach  den  Kreispunkten  bilden.  Denn  dann  folgt  aus 
der  Constanz  des  in  Satz  21  erwähnten  Doppelverhältnisses  die  des  oben 
erwähnten  Winkels. 

Da  Uf  jetzt  den  Winkel  zweier  beliebiger  Geraden  unverändert  lässt, 
so  folgt:  Zieht  man  durch  alle  Punkte  einer  logarithmischen  Spirale  Ge- 
raden, unter  constantem  Winkel  zur  Tangente  geneigt,  so  umhüllen  sie 
wieder  eine  logarithmische  Spirale  mit  demselben  Steigwinkel.  Insbesondere: 
Die  Evolute  einer  logai-ithmischen  Spirale  ist  wieder  eine  solche. 

Wir  kommen  nun  zu  den  Bahncurven  einer  infinitesimalen  pro- 
jectiven  Transformation  üf,  die  auf  den  zweiten  Typus  p  -{-  yq  redu- 
cibel  ist.  Uf  hat  zwei  invariante  Geraden,  ihr  Schnittpunkt  A  und  ein 
Punkt  B  auf  einer  der  beiden  Geraden  bleiben  in  Ruhe,  sonst  kein 
Punkt.  Man  kann  auch  hier  ähnlich  wie  im  Falle  des  ersten  Typus 
constructiv  die  Richtung  der  Bahncurve  in  jedem  Punkte  finden,  sobald 

*)  Vgl.  hierzu  die  Fusanote  zum  Schluss  des  Paragraphen. 


Fig.  21. 


Zweiter 
Typus. 
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Zusammen- 
fassung. 


sie  für  einen  Punkt  gegeben  ist.  Wir  wollen  jedoch  nicht  näher 
darauf  eingehen  und  geben  nur  in  Fig.  22  eine  Übersicht  über  den 
Verlauf  der  Bahncurven.     Wählt  man   die   beiden  invarianten  Punkte 

als  die  unendlich  fernen  Punkte  der 
Axen  und  die  eine  invariante  Gerade 
als  x-Axe,  so  hat  Ufdie  Form  p  -\-yq 
und  die  Bahncurven  werden  die  Inte- 
gralcurven  von 

4to; dy 

d.  h.  die  transcendenten  Curven 

y  =  Const.  e*. 
Dieselben  gehen  alle  durch  die  beiden 
invarianten  Punkte,  was  daraus  folgt, 
dass 

Fig.  22.  y  y 

X         \gy  -\-  Const. 

für  unendlich  grosses  y  unendlich  gross  und  y  für  unendlich  grosses 
negatives  x  unendlich  klein  wird.  Diese  Curven  sind  die  orthogonalen 
Trajectorien  der  Parabeln 

t/-{-2x  =  Const. 
(Fig.  23.) 

Überblicken  wir  jetzt  die  Ergebnisse  dieses  Paragraphen : 
Eine  Curve   bleibt  bei  einer  infinitesimalen  projectiven  Transfor- 
mation  invariant,   wenn  sie   entweder   Bahncurve  ist  oder  aus   lauter 
invarianten  Punkten  besteht.    Letzterer  Fall  kann,  wie  wir  im  vorigen 
Paragraphen  einsahen,  nur  dann  eintreten,  wenn  die  Curve  eine  Gerade 

ist.  Sonach  ergiebt  sich:  Eine  invariante 
Curve  ist  entweder  eine  Gerade  oder  ein 
Kegelschnitt  oder  aber  sie  kann  bei  passen- 
der Wahl  des  Coordinatensystems  (d.  h.  durch 
Ausübung  einer  projectiven  Transformation) 
auf  eine  der  Formen 


■-?:::^'-'--/ 


=^x%     y 


e 


Inf.  project. 
Transform 


Fig.  23.  gebracht  werden. 

Eine    derartige   Curve   gestattet,    wenn 
welche  die  gfe  nicht  Gerade  oder  Kegelschnitt  ist,    auch  nur   eine  infinitesimale 

Bahncurven  ^  °  ' 

gestatten,  projcctive  Transformation,  wie  leicht  zu  sehen  ist: 
Die  Curve 

ist  weder  Gerade  noch  Kegelschoitt,  wenn 
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«+,-1,0,1,1,2 
ist.     Sie  gestattet 

Uf=(a-\-cx  +  dy-\-  lix^  +  lixy)p  -\- Q) -{- ex -]r  gy  +  hxy  +  1cy^)q, 
wenn  d(y  —  x")  oder  also  dy  —  ax'^'^dx  vermöge  ?/  =  ic'*  verschwindet, 
d.  h.  wenn: 
h^ex+gx'^-^hx"+^-\-]cx^''—ax^-^(a-\-cx-{-dx'^-\-hx^-\-1cx^+^)=0 

ist  für  jedes  x.  Dies  liefert,  sobald  a  nicht  einen  der  soeben  aus- 
geschlossenen Werte  hat,  sofort: 

h  =  0,     e  =  0,     a  =  0,    g  —  ac  =  0,     h  =  0,     d=0,     ^  =  0, 

d.  h.   Uf  reduciert  sich  auf  c{xp  +  ayo)- 

Die  Curve  gestattet  also  nur  die  eine  infinitesimale  projective 
Transformation  xp  +  ccyq,  die,  wie  bekannt,  überdies  drei  ganz  be- 
stimmte Punkte  und  deren  Verbindungsgeraden  in  Ruhe  lässt.  Einer 
von  diesen  drei  Punkten  liegt,   wie  wir  wissen,   sicher  auf  der  Curve. 

Die  Curve  ferner: 

y  =  e' 

gestattet    die    allgemeine   infinitesimale    projective  Transformation  Uf 
nur  dann,  wenn  d{y  —  e^)  oder  öy  —  ^dx  vermöge  y  =  d^  verschwindet, 
also  identisch 
h  -{■  ex  -\-  g^  -}-  hxd^  +  ke^"  —  e^{a  -{-  ex  -\-  de""  +  hx^  +  Icxe^)  =  0 

ist,  und  diese  Forderung  führt  nur  auf  TJf^p-\-yq,  eine  infinitesi- 
male Transformation,  die  zwei  ganz  bestimmte  Punkte,  ihre  Yer- 
bindungsgerade  und  noch  eine  ganz  bestimmte  Gerade  durch  einen 
der  Punkte  invariant  lässt.  Die  beiden  Punkte  liegen  nach  dem 
Früheren  sicher  auf  der  Curve. 

Die  Geraden  und  Kegelschnitte  dagegen  gestatten  mehr  als  eine  inf.  project. 

O  .  .  .  Transf,  die 

infinitesimale  projective  Transformation.    Ist  nämlich  eine  Gerade  etwa  eine  Gerade 
unendlich  fern,  so   gestattet   sie  nach  Satz  10  des  §  3  die  oo^  infini- 
tesimalen projectiven  Transformationen: 

{a-\-  ex-\-  dy)p  -\- {h -\-  ex -\-  gy)q. 

Dass  andererseits  ein  Kegelschnitt  oo^  projective  Transformationen  g^-^i^^stlim.' 
stattet,  wurde  schon  oben  (nach  Satz  5)  in  einer  Note  bemerkt.    Wir  ^^^'^^8^^' 
wollen  hier  insbesondere  die  infinitesimalen  projectiven  Transformationen 
eines  Kegelschnittes  bestimmen.     Er  kann  nach  Satz  14  in  der  Form 

angenommen  werden.  Er  gestattet  Uf,  wenn  xdx  —  dy  vermöge 
?/  =  —  verschwindet,  also  identisch 

Lie,  Continnierliche  Gruppen.  G 
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x\a-\-  cx-}-  ^  x^  -{-  hx^  -^  —  x^j  —  \b  -\-  ex  -{-  ^  x^  -}-  -^  x^  -{-  ^ x^j  =  0, 
d.  h. 

ist.     Der  Kegelschnitt  gestattet  demnach   die   oo^  infinitesimalen  pro- 
jectiven  Transformationen : 

(a  -{-  ex  -\-  dy  —  dx^)p  -\-  (ax  +  2ey  —  dxy)q, 
die  sich  linear  mit  constanten  Coefficienten  aus 

p  +  xq,     xp  +  2yq,     {x^  —  y)p  +  xyq 
zusammensetzen  lassen. 

Wir  sagen  also: 

Theorem  7 :  Es  giebt  vier  Classen  von  Curven,  die  infini- 
tesimale projective  Transformationen  zulassen.  Jede  derartige 
Curve  kann  hei  passender  Wahl  des  Coordinatensystems  in 
einer  der  Formen  dargestellt  werden: 

y  —  X"  ==0,  y  —  e"  =  0,  x^  —  2y  =  0,  y  =  0. 
Eine  solche  Curve  gestattet,  sobald  sie  nicht  eine  Gerade  oder 
ein  Kegelschnitt  ist,  nur  eine  infinitesimale  projective  Trans- 
formation, die  überdies  noch  drei  oder  zwei  ganz  bestimmte 
Punkte,  sonst  aber  keinen  Punkt  der  Ebene  invariant  lässt. 
Einer  dieser  Punkte  liegt  sicher  auf  der  Curve.  Jeder  Kegel- 
schnitt dagegen  gestattet  oo^,  jede  Gerade  oo^  infinitesimale 
projective  Transformationen,  die  aus  drei  bez.  sechs  bestimmten 
von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  projectiven  Trans- 
formationen linear  abzuleiten  sind. 

Die  hier  betrachteten  Curvren,  also  die  Curven,  welche  wenigstens 

eine  infinitesimale  projective  Transformation  in  sich  gestatten,  wollen 

Selbst-    ^j^  künftig  selbstprojective  Curven  oder,  wo  kein  Miss  Verständnis  möglich, 

projective  o  j.      t/  7  o  ; 

Curven.    \^xhy2.  projcctivc  Curvcn  nennen. 

Einen  Teil  des  Theorems  sprechen  wir  nun  so  aus : 
Satz  23:  Eine  infinitesimale  projective  Transformation,  die  eine 
bestimmte  selbstprojective  Curve  in  sich  überführt,  lässt  auch  wenigstens 
einen  bestimmten  Punkt  der  Curve  und  zwei  oder  drei  ganz  bestimmte  Ge- 
raden in  Buhe,  sobald  die  Curve  weder  eine  Gerade  noch  ein  Kegelschnitt  ist. 
Den  invarianten  Punkt  werden  wir  als  singulären  Punkt  der  Curve 
bezeichnen,  da  er  also  besondere  Eigenschaften  hat*). 

*)  Dass  diese  Curven  eingliedrige  projective  Gruppen  sowie  eine  Reihe  anderer 
Berührungstransformationen  gestatten,  bemerkte  zuerst  Lie.  Klein  erkannte 
zuerst,  dass  die  logarithmischen  Spiralen  zu  den  projectiven  Curven  gehören. 
Vgl.  zwei  Abhandlungen  von  Klein  und  Lie  in  den  Comptes  Bendus  von  1870 
und  den  Math.  Ann.,  Bd.  4. 
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Kapitel  4. 
Einige  Untergruppen  der  allgemeinen  projectiven  Grnppe  der  Ebene. 

Wir  haben  bisher  die  allgemeine  achtgliedrige  und  die  oo'  ein- 
gliedrigen projectiven  Gruppen  der  Ebene  besprochen.  Die  letzteren 
nennen  wir,  da  sie  in  jener  enthalten  sind,  eingliedrige  Untergruppen 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe. 

In  entsprechender  Weise  bezeichnen  wir  jede  Gruppe  von  pro- 
jectiven Transformationen  (mit  paarweis  inversen  Transformationen), 
sobald  sie  nicht  alle  oo^  projectiven  Transformationen  umfasst,  als  eine 
Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe.  Später  werden  wir 
alle  diese  Untergruppen,  sobald  sie  von  infinitesimalen  Transformationen 
erzeugt  werden,  besprechen  und  bestimmen. 

Im  vorliegenden  Kapitel  sollen  dagegen  zur  Einführung  in  die 
späteren  Theorien  nur  einige  besonders  wichtige  Untergruppen  als 
Beispiele  besp'rochen  werden.  Die  Wege,  die  wir  dabei  einschlagen, 
werden  sich  öfters  durch  Benutzung  späterer  Sätze  abkürzen  lassen,  wie 
wir  schon  früher  hervorgehoben.  Gerade  dadurch  wird  die  Bedeutung 
der  späteren  Entwickelungen  für  den  Leser  einleuchtender  werden. 

§  1.     Die  allgemeine  lineare  Gruppe. 

Greifen  wir  aus  der  Schar  aller  oo^  projectiven  Transformationen  Projective 
der  Ebene  diejenigen  heraus,  die  eine  bestimmte  Gerade  g  invariant  weiche  eine 
lassen.     Sie  seien  mit  Sa,  Sb .  .  bezeichnet.     Definiert  sind  sie  durch    stattet. 
die  symbolischen  Gleichungen: 

(9)Sa  =  {g),    {9)S,  =  (g)r'-. 

Offenbar  ist  dann  auch 

(g)SaSo=^(g)S,  =  (g), 

d.  h.  auch  diejenige  projective  Transformation  S(ab-),  welche  die  Auf- 
einanderfolge von  Sa  und  Sb  ersetzt,  lässt  die  Gerade  g  invariant, 
gehört  demnach  auch  der  Schar  aller  Sa,  Sb'  •  •  an.  Ist  ferner  Sr^ 
die  zu  Sa  inverse  projective  Transformation,  so  folgt  aus 

(9)  =  (9)  Sa, 

wenn  wir  hierauf  S^    ausüben : 

(9)S7'='(g)SaS7'  =  (g), 

denn  SaS^^  ist  die  Identität.  Also  auch  S^  gehört  zur  Schar  der  g 
invariant  lassenden  projectiven  Transformationen. 

6* 
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Satz  1 :  Alle  projectiven  Transformationen,  die  eine  bestimmte  Gerade 
invariant  lassen,  bilden  eine  Grwppe  mit  paarweis  inversen  Transforma- 
tionen. 

Denn  dass  SaSb  wieder  eine  gewisse  Transformation  So  der 
Schar  Sa,  Sb '  •  ist,  drücken  wir  eben  dadurch  aus,  dass  wir  sagen : 
de/J^iben  ^^^  Schar  ist  eine  Gruppe. 

Wir  nennen  die  obige  Gruppe  insbesondere  eine  Untergruppe  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene,  da  sie  in  dieser  enthalten  ist. 

■i^^wor-  Nehmen  wir  insbesondere  die  Gerade  g  unendlich  fern  an.     Wir 

mationen.  zeigten  schon  in  Satz  11,  §  3  des  3.  Kap.,  dass  die  allgemeinsten  pro- 
jectiven Transformationen,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  in  Ruhe 
lassen  oder  —  in  elementarer  Ausdrucksweise  —  Parallelen  wieder  in 
Parallelen  überführen,  die  lineare  Form  haben: 

(1)  x^  =  a^x  +  b^tj  +  Ci,     i/i  =  a^x  +  b^y  +  c^. 

Daher  nennen  wir  die  Gruppe  aller  projectiven  Transformationen, 
'^mi^e^rl'^^  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  in  sich  überführen,  die  allgemeine 
Gruppe,  lineare  Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene  oder 
kurz  die  allgemeine  lineare  Gruppe.  Dass  alle  Transformationen  von 
der  Form  (1)  eine  Gruppe  bilden,  kann  man  übrigens  auch  analytisch 
verifieieren  :  Zwei  solche  lineare  Transformationen  geben,  nach  einander 
ausgeführt,  wieder  eine  lineare  Transformation. 

Die  allgemeine  lineare  Gruppe  (1)  enthält  sechs  Constanten  %,  ö^,  c^ 
und  «2  7  ^2?  ^2;  ^^^  sämtlich  wesentlich  sind,  denn  zwei  Transformationen 
von  der  Form  (1)  sind  dann  und  nur  dann  dieselben,  wenn  die  sechs 
Coefficienten  der  einen  mit  denen  der  anderen  übereinstimmen.  Die 
vorliegende  Gruppe  ist  demnach  eine  sechsgliedrige  Untergruppe  der  all- 
gemeinen projectiven  Gruppe. 

Natürlich  wird  immer  vorausgesetzt,  dass  die  Gleichungen  (1) 
auch  nach  x,  y  auflösbar  seien,  d.  h.  dass  die  Determinante 

sei.  Dies  folgt  schon  aus  der  in  §  3  des  1.  Kapitels  getroffenen  Fest- 
setzung, dass  die  Determinante  z/  der  allgemeinen  projectiven  Trans- 
formation von  Null  verschieden  sein  soll.  Diese  Determinante  ^  redu- 
ciert  sich  jetzt  (indem  %  =  &3  =  0,  Cg  =  1  zu  setzen  ist)  auf  die 
vorstehende.  Aus  Satz  3,  §  1  des  2.  Kap.,  folgt  daher  auch  sofort, 
wenn  wir  z/  die  Determinante  von  (1)  nennen: 

Satz  2 :  Haben  zwei  lineare  Transformationen  die  Determinanten  -d^ 
und  A.^,  so  ist  ^1-^2  ^*^  Determinante  der  linearen  Transformation, 
die  ihrer  J.ufeinanderfolge  äquivalent  ist. 


Die  allgemeine  lineare  Gruppe.  85 

Darch  Auflösung  der  Gleichungen  (1)  erhält  man  die  zur  Trans- 
formation (1)  inverse,  ebenfalls  lineare,  also  der  Gruppe  angehörende 
Transformation.  Die  Aufeinanderfolge  beider  Transformationen  muss 
eine  Transformation  der  Gruppe  liefern.  Sie  giebt  aber  die  identische 
Transformation.  Es  muss  also  solche  Werte  der  Constanten  in  (1) 
geben,  für  die  sich  jene  Gleichungen  auf  x^  =  x,  yx  =  y  reducieren. 
In  der  That  sind  a^=^\=  1,  \  =  c^  =  a^  =  c^  =  0  diese  Werte, 
Nehmen  wir  nun  die  Coefficienten  unendlich  wenig  verschieden  von 
diesen  Werten  an,  setzen  wir  also,  indem  wir  unter  8  t  eine  infinitesi- 
male Grösse  verstehen : 

«1  =  1  +  a^8t,     bi  ==  ßi8t,  Cj  =  YiSt, 

so  muss  sich   eine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  ergeben.  ^^^^^^^^^^^^ 
Wirklich  erhalten  dann  x  und  y  unendlich  kleine  Incremente  8x=x^ — x, 
^y  =  yi—y  oder: 

8x  =  {a,x  +  ß,y  +  n)dt,     8y  =  (a.x  +  ß,y  +  y.^8t. 
Die    allgemeine    infinitesimale    lineare    Transformation    oder    die    all- 
gemeinste infinitesimale  projective  Transformation,  welche  die  unendlich 
ferne   Gerade    in    sich    überführt,    d.  h.  Parallelen   in  Parallelen    ver- 
wandelt, hat  folglich  das  Symbol: 

üf=  (a^x  +  ß^y  +  'y,)p  +  (a^x  +  ß^y  -f-  y^)q. 
Hiermit  stimmt  Satz  10  in  §  3  des  3.  Kap.  überein,  denn  Uf  ist  linear 
ableitbar    aus    den    sechs    von   einander   unabhängigen   infinitesimalen 
linearen  Transformationen: 

'p,  a,  xp,  yp,  ^Q,  ya- 

Man  bemerke,  dass  diese  sechs,  wenn  sie  mit  U^f  •  •  TJ^f  bezeichnet 
werden,  die  Eigentümlichkeit  haben,  dass  jeder  Klammerausdruck  {üi  TJk) 
linear  aus  TJ^f  •  •  ü^f  {m\i  constanten  Coefficienten)  ableitbar,  also  eben- 
falls eine  infinitesimale  lineare  Transformation  ist.  (Man  vergleiche 
hiermit  die  analoge  Bemerkung  bei  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
in  §  3  des  2.  Kap.)  Im  zweiten  Abschnitt  kommen  wir  auf  die  Be- 
deutung dieses  wichtigen  ümstandes  zurück. 

Die   linearen  Transformationen   führen   die   unendlich   ferne  Gerade  in^{^J[*^g^- 
sich   über.     Da   die  Parabeln  als  dieienigen  Kegelschnitte  definiert  werden    weiche 

Parabeln  in 

können,   welche  die  unendlich  ferne  Gerade  zur  Tangente  haben,   so  führt  Parabein 
eine  lineare  Transformation  —  wegen  Satz  13,  §  4  des  3.  Kap.  —  immer ^^®'^*^^®''- 
die    Parabeln    wieder    in  Parabeln    über.     Eine    projective    Transformation 
andererseits,    die    Parabeln    immer  wieder    in  Parabeln   verwandelt,    führt 
die    unendlich    ferne   Gerade    in   sich   über,    denn   sie   führt   alle  Parabeln, 
welche  die  unendlich  ferne  Gerade  in  demselben  Punkte  berühren,  in  lauter 
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Parabeln  über,  die  eine  gewisse  Gerade  in  demselben  Punkt  berühren. 
Wäre  diese  Gerade  nicht  wieder  die  unendlich  ferne,  so  hätten  die  neuen 
Parabeln  zwei  gemeinsame  Tangenten  —  nämlich  noch  die  unendlich  ferne 
Gerade.  Dies  aber  kann  nicht  der  Fall  sein,  denn  sonst  müssten  auch 
die  ursprünglichen  Parabeln  noch  eine  zweite  gemeinsame  Tangente  haben. 
Also  kann  man  die  linearen  Transformationen  definieren  als  diejenigen  pro- 
jectiven  Transformationen,  die  jede  Parabel  in  eine  Parabel  verwandeln. 
Es  giebt  insgesamt  oo^  Parabeln,  dieselben  erfüllen  also  eine  gewisse  Diffe- 
rentialgleichung vierter  Ordnung.  Die  linearen  Transformationen  sind  daher 
alle  projectiven  Transformati^en,  welche  diese  Differentialgleichung  vierter 
Ordnung  invariant  lassen.  Um  die  Differentialgleichung  aufzustellen,  haben 
wir  die  allgemeine  Gleichung  einer  Parabel 

{ax  +  hyy  +  2cx  +  2dy  +  e  =  0 

viermal  zu  differenzieren  und  die  Coefficienten  zu  eliminieren.  Durch  die 
erste  Differentiation  wird  sogleich  e  entfernt.  Die  zweite  Differentiation 
schafft   auch   c  fort,   und   die   dritte  giebt,   wenn  wir  durch  y"  dividieren : 

{a  +  btj'y 


-\-  ahx  -\-lry  -{-  d  =  0. 

ann 


Die    nächste  Differentiation    entfernt    d.     Indem  wir  dann  -r-  =  X  setzen, 


kommt : 

und  durch  die  letzte  Differentiation  wird  endlich  auch  l  fortgeschafft,  sodass 
sich  ergiebt: 

by""  -  Zy"y^  =  0. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  Geraden  als  degenerierte  Parabeln  auf- 
gefasst  werden  können,  also  jede  Transformation,  die  Parabeln  in  Parabeln 
überführt,  auch  Geraden  in  Geraden  verwandelt,  d.  h.  an  sich  projectiv  ist. 

Satz  3 :  Die  linearen  Transformationen  Tmnnen  definiert  werden  als 
diejenigen  Punkttransformationen  üherhaivpt,  welche  die  Differentiälgleichwng 
vierter  Ordnimg 

invariamt  lassen*). 
Inf.  lineare         Wir  fanden  als  allnfemeinste  infinitesimale  lineare  Transformation 

Transf.  als     .  '^ 

Erzeuger    dleSÖ  : 

'SeareT  £//*=  {a^x  +  ß^y  +  yi)p  +  {cc^x  +  ß^y  +  y^)q. 

Transform, 

Da  wir  Uf  und  c  -  TJf  als  im  Grunde  identische  infinitesimale  Trans- 
formationen betrachten,  sobald  c  eine  Constante  ist,  so  giebt  es  folglich 
gerade  oo^  infinitesimale  lineare  Transformationen.  Eine  beliebige 
derselben  erzeugt  nun  durch  fortwährende  Wiederholung  <x>^  endliche 


*)  Diese  Definition  aller  linearen  Transformationen  dürfte  zuerst  von  Schef fers 
ausgesprochen  worden  sein. 
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Transformationen,  die  eine  eingliedrige  Gruppe  bilden.  Es  liegt  nahe 
zu  vermuten,  dass  es  lineare  Transformationen  sind.  Wir  werden  dies 
analog  dem  früheren  Beweise  für  projective  Transformationen  über- 
haupt (in  §  4  des  2.  Kap.)  zeigen. 

Es  handelt  sich  darum,  nachzuweisen,  dass  das  simultane  System 

(2)  X^^-oT-  = /J^     ^      =  dt, 

dessen  Integration  mit  den  Anfangswerten  x,  y  von  x^,  y^  für  ^  ==  0 
die  endlichen  Gleichungen  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  liefert,  durch 
Gleichungen  von  der  Form 

(3)  x^  =  a,x  +  h^y  +  Cj ,     y^  =  a^x  +  \y  +  c^ 

integriert  wird,  in  denen  die  a,  &,  c  gewisse  Functionen  des  Para- 
meters t  bedeuten. 

Die  Gleichungen  (3)   sind  die  Integralgleichungen  von  (2),  wenn 
identisch  für  jedes  x  und  y: 

~it^'^~dty~^'~it^  «i(«i«  +  hy  +  ^i)  +  /3i(«2^  +  hy  +  ^2)  +  Vi, 
~ii^~^~dty'^~M^  ^2(«i«  +  \y  +  ^1)  +  kiß^^  +  \y  +  C2)  +  ^2 

wird,  oder  also,  wenn  die  a,  h,  c  die  Gleichungen  erfüllen: 


(4) 


~dt     ^  '^l^l   +  ^1^2,  -ät     =  ^^2^1   +  ^2^2» 

-Si  =  a^Ci  +  ß,c^  -f  j'i,        -^  =  «2^1  +  ßi^i  +  72- 


Diese  sechs  linearen  DiflPerentialgleichungen  aber  lassen  sich  sicher 
erfüllen  durch  gewisse  Functionen  a^,  &i,  c^,  a^,  &2>  ^2  "^^n  t  Die 
Integrationsconstanten  sind  so  zu  particularisieren,  dass  a,  und  1)^  für 
t=0  gleich  Eins,  die  übrigen  h^,  c^,  a^,  c^  aber  gleich  Null  werden, 
denn  nur  dann  geben  die  Gleichungen  (3)  für  ^  =  0  die  identische 
Transformation.  Dass  diese  Specialisierung  möglich  ist,  folgt  daraus, 
dass  sich  die  a,  &,  c  vermöge  (4)  nach  Potenzen  von  t  entwickeln  lassen, 
ohne  dass  durch  (4)  die  Anfangsglieder  bestimmt  werden,  denn  nach 
(4)  ist  offenbar  z.  B. 

ax  =  <  +  («1«/'  +  /5iO«  +  •  •  •,  «.  =  <  +  («2<  +  k^-D^  +  •  •, 
wenn  unter  a^,  a^  Integrationsconstanten  verstanden  werden.  Diese 
Werte  aber  reducieren  sich  für  ^  =  0  auf  a^,  a^,  die  wir  also  gleich 
1  und  0  annehmen  werden.  Ähnlich  verhält  es  sich  mit  den  Ent- 
wickelungen  von  h^,  h^  ^^^  ^1;  ^2- 
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Es  ist  also  bewiesen: 

Satz  4:  Die  von  einer  infinitesimalen  linearen  Transformation  der 
Ebene  ergeugte  eingliedrige  Gruppe  besteht  aus  linearen  Transformationen. 

Für  die  Praxis  gewährt  die  Zürückführung  der  Gleichungen  (2) 
auf  die  Gleichungen  (4)  keine  Vorteile.  Vielmehr  wird  man  im  ge- 
gebenen Falle  direct  die  Gleichungen  (2)  zu  integrieren  suchen.  Wir 
kommen  darauf  nachher  zurück. 


Man  bemerkt,  dass  die  Gleichungen  (4)  die  a^,  ft^,  q  und  «g»  ^a?  ^2 
als  Functionen  von  Kit,  ßit,  y^t  und  a^t,  ß^t,  y^t  bestimmen,  die 
hinsichtlich  dieser  sechs  Grössen  unabhängig  sind.  Denn  es  ist  nach 
(4)  die  Functionaldeterminante : 

„  _,     ^a^     dbi     dCi     da^    db^     dc^    

—  da^t  dßit  dy^t  dcc^t  dß^^  dy^t 

0 
0 
0 
c, 


«1 

\ 

Ci 

0 

0 

«2 

h 

^2 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

a, 

h 

0 

0 

0 

«2 

h 

0 

0 

0 

0 

0 

=  (a^k^  —  a.,b,y, 


also  gleich  z/^=|=0.    Es  besteht  daher  keine  Relation  zwischen  a^,  b^,  c^, 
«2;  &2>  ^2   a-llein.     Dieser  Umstand  gestattet  sofort   die  Beantwortung 
1^"^  Trans-  ^®^  Frage,  ob  die  00^  von  den  infinitesimalen  linearen  Transformationen 
g^^^g*^°^^  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  von  je  00^  endlichen  linearen  Trans- 
^'^^j.^^g^'j^^^^formationen    auch    alle   00^  endlichen  linearen  Transformationen  ent- 
mationen.  j^altcn  odcr  uicht.    Ist  nämlich  eine  endliche  lineare  Transformation  (3) 
gegeben,  sind  also  %,  ö^,  c^,  a^,  b^,  c^  gegebene  Zahlen,  so  bestimmen 
die  Integrationsgleichungen  des  Systems  (4)  wegen  ihrer  Unabhängig- 
keit   a^t,   ß^t,    y^t,    a^ty   ß^t,   y^t,    d.  h.   die  Verhältnisse   der  a^,  ß^, 
Yi}  ^2}  ßi)  7%    ^^   Zahlen.     Jede  endliche  lineare  Transformation  (3) 
wird  also  von  einer  infinitesimalen  linearen  Transformation 

Vf=  {a^x  +  ß^y  +  y^)p  +  {a^x  +  ß^y  +  y^ci 

erzeugt,  denn  in  Vf  kommt   es  ja  eben  gerade  nur  auf  die  Verhält- 
nisse der  «1,  /3i,  y^,  a^,  ß<^^  y^  an.     Also: 

Satz  5 :     Jede    endliche   lineare   Transformation  gehört  mindestens 
einer  eingliedrigen  linearen  Gruppe  an. 

Die  Sätze  4  uud  5  lassen  sich  in  dem  Theorem  zusammenfassen: 
eKeug^von  Theoreiü  8:  Die  00^  infinitesimalen  linearen  Transfor- 
^Tra^torm.mationen   der  Ebene   erzeugen  die  sechsgliedrige  Gruppe  aller 
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endlichen  linearen  Transformationen  der  Ebene.  Diese  Gruppe 
verfällt  dementsprechend  in  oo^  eingliedrige  Untergruppen,  und 
jede  endliche  lineare  Transformation  gehört  einer  oder  einer 
discreten  Anzahl  derselben  an. 

Wenn  wir  auf  eine  lineare  Transformation  S  eine  andere  lineare 
Transformation  T  ausführen,  so  entsteht  die  Transformation  T~^ST 
(vgl.  Satz  5,  §  2  des  3.  Kap.),  die  ebenfalls  linear  ist.  Einmal  folgt 
dies  rein  begrifflich:  Denn  T~^,  S  und  T  verwandeln  alle  drei 
Parallelenbüschel  wieder  in  Parallelenbüschel,  mithin  führt  auch 
T-^ST  Parallelen  in  Parallelen  über,  d.  h.  7^^ ST  ist  eine  lineare 
Transformation.    Aber  man  kann  es  natürlich  auch  analytisch  einsehen. 

Eine  lineare  Transformation  T  führt  nun  alle  Transformationen 
einer  eingliedrigen  linearen  Gruppe  wieder  in  die  Transformationen 
einer  solchen  über,  insbesondere  die  infinitesimale  Transformation  der 
ersteren  in  die  der  letzteren  Gruppe,  nach  Satz  7,  §  2  des  3.  Kap. 

Wir   werden    alle    diejenigen  eingliedrigen  linearen   Gruppen  f^it ^^"^^^^f^^^ 
einander    innerhalb    der    allgemeinen    linearen    Gruppe    gleichberechtigt    g[^^^! 
nennen,  die  durch  lineare  Transformation  in  einander  überführbar  sind.^^^^j"]^*^»*® 
Alsdann   können    wir   nach   typischen   Formen    für  die  verschiedenen  g^^ppen- 
Scharen  von  gleichberechtigten  eingliedrigen  linearen  Gruppen  fragen. 
Diese  Frage   wurde  schon  in  §  3  des  3.  Kap.  durch  Satz  12  erledigt. 
Jenen  Satz  werden  wir  jetzt  so  aussprechen: 

Satz  6 :  Jede  eingliedrige  lineare  Gruppe  ist  innerhalb  der  all- 
gemeinen linearen  Gruppe  gleichberechtigt  mit  einer  der  acht  folgenden: 

xp  +  ayq,     xp  +  (rJ?  +  y)a,    P  +  Vü,    i?  +  ^Q, 

yq,     ocp  +  yq,     xq,     q. 

Schon  damals  gaben  wir  die  Figuren  der  invarianten  Punkte  und 
Geraden  bei  diesen  acht  Typen  an.  (Siehe  Fig.  8.)  Danach  ist  es 
klar,  dass  keiner  dieser  Typen  überzählig  ist,  denn  es  giebt  keine 
lineare  Transformation,  also  keine  die  unendlich  ferne  Gerade  in  sich 
überführende  projective  Transformation,  die  eine  jener  invarianten 
Figuren  in  eine  andere  derselben  überführt. 


'o' 


Wir   kommen    schliesslich    auf  das  Problem   der  Integration  des 
Systems  (2)  oder: 

zurück,  welche  die  endlichen  Gleichungen  der  von 

üf=  {a^x  +  ß^'y  +  y,)p  +  {a^x  +  ß.,y  +  y^)q 
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erzeugten    eingliedrigen  linearen  Gruppe  liefert.     Das   System  (5)  ist 

ein  sogenanntes  d'Älemherfsches  System,  und  man  kann  einsehen,  dass 

bfr^Bches  ^^  d'Alemberfsche  Integrationsmethode  desselben  in  sehr  enger  Beziehung 

System.    ^^^  ZurücTiführung  der  infinitesimalen  Transformation  Uf  auf  eine  ihrer 

acht  typischen  Formen  steht. 

Das  d'Alembert'selie   Verfahren    besteht   bekanntlich   darin,    dass 

man  zwei  Zahlen  A,  ft  so  zu  bestimmen  sucht,  dass : 

wird.    Alsdann  nämlich  ist  diese  Gleichung  leicht  zu  integrieren.    Sie 
liefert  ja,  wenn  ()  =}=  ^  i^^  • 

^^1  +  ^2/i  +  7  =  ^^*  {^^  +  ^2/  +  ^) 
und,  wenn  ^  =  0  ist: 

A^j  +  fi?/i  =  Xx  -\-  ^y  -{-  nt. 
Existieren  nun  zwei  Verhältnisse  X  :  jx,  für  welche  je  eine  Gleichung 
von  der  Form  (6)  besteht,  so  erhalten  wir  so  zwei  von  einander  un- 
abhängige Integralgleichungen  und  das  Integrationsgeschäft  ist  zu 
Ende.  Andernfalls  dagegen  müssen  wir  andere  Wege  einschlagen. 
Wir  werden  die  Fälle  einzeln  besprechen: 
Da  nach  (5) 

''^.ir"-  -  '^^«1^1  +  ^^y^  +  ^i)  +  '«^(«^^i  +  ^-^y^  +  y^) 

ist,  so  ist  (6)  dann  und  nur  dann  richtig,  wenn 

/7X  K«!  —  ())A  +  C^2ft  =  0, 

\ß^l  +  {ß^  —  q)^  =  0, 
ist.     Weil  X,  ^,  auf  deren  Verhältnis  es  nur  ankommt,   nicht  beide 
Null  sein  sollen,  muss  demnach  q  so  gewählt  werden,  dass : 

«1  —  P  «2 

ßi  ßz-Q 
wird.  z/(q)  =  0  ist  eine  quadratische  Gleichung  für  q,  die  mindestens 
eine  endliche  Wurzel  besitzt.  Für  jede  Wurzel  q  liefert  (7)  einen 
Wert  des  Verhältnisses  A  :  (i.  Bekanntlich  ergiebt  (7)  unendlich  viele 
Werte  des  Verhältnisses  dann  und  nur  dann,  wenn  alle  Glieder  der 
Determinante  ^(q)  verschwinden.  Endlich  gehören  zu  zwei  ver- 
schiedenen Werten  q^  und  ^2,  die  (8)  erfüllen,  auch  verschiedene 
Werte  des  Verhältnisses  A  :  fi. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  gehen  wir  zur  Erledigung  der  ein- 
zelnen Fälle  über,  die  möglich  sind,  wenn  die  Gleichung  ^(q)  ==  0 
zwei  verschiedene  Wurzeln  besitzt: 


(8)  J{q) 


=  0 
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1.    z/(^)  =  0  hat  zwei  von   einander  und   von  Null  verschiedene  ^.J^^^^'f^^ 
Wnryeln   o      o   •  d'Aiembert. 

P1  +  P2.   Ci4=0j   (>2H=0- 

Dann  verschwinden  weder  für  p^  noch  für  p,  alle  Glieder  der  Deter- 
minante ^(()).  Zu  jeder  Wurzel  bestimmen  wir  also  das  zugehörige 
Verhältnis  X  :  fi.    Es  sei  dies  A,  :  (i^  und  Ag  •  f*2*    Dann  giebt  die  letzte 

Gleichung  (7)  jedesmal  einen  Wert  n,  etwa  Wj  und  Wg-     Sei  —  =Vi, 

-J- =  v^^  so  ergeben  sich  also  die  Integralgleichungen: 
Qi 

^i^^i  +  ^i«/i  +  ^^1  =  e^'^C-^i^  +  f*i2/  +  Vi), 

^2^1   +  i«2^1   +  «'2  =  ei'^'(^2^  +  f*22/  +  ^2)- 

Hiermit  ist  das  Integrationsgeschäft  erledigt.  Wir  bemerken,  dass 
wir  ^1^  +  /*!«/  +  Vi  und  X2X  -\-  ^2'y  ~\~  '^2  als  neue  Veränderliche  x 
und  2/  einführen  können.     Dann  käme: 

x^  ==  e^i'a;,     «/i  =  e?»'^, 

und 

dx-,  dy, 

TJf  würde  also  auf  die  Form  Q^xp  +  Q^yq  reduciert  sein,  in  der  Qi=^Q.z, 
Pj  =^  0,  (»2  =1=  0  ist.  Bekanntlich  lässt  diese  infinitesimale  Transfor- 
mation Uf  gwei  Geraden  im  Endlichen  invajiant  (vgl.  Fig.  8,  §  3  des 
3.  Kap.).  In  der  That  sind  —  in  den  ursprünglichen  Veränder- 
lichen Xj  y: 

K^  +  i^lV  +^1=0,       l^X  +  ^22/  +   ^2  =  0 

diese  Geraden,  wie  man  sofort  aus  den  Integralgleichungen  sieht.  Die 
d'Alembert'sche  Methode  läuft  also  darauf  hinaus,  die  im  Endlichen 
gelegenen,  bei   Uf  invarianten  Geraden  zu  finden. 

IL  J{q)  =  0  hat  zwei  verschiedene  Wurzeln,  deren  eine,  q,  von 
Null  verschieden,  deren  andere  gleich  Null  ist.  Zur  ersteren  Wurzel 
gehört  ein  bestimmtes  Verhältnis  Aj  :  ^i^  und  nach  der  letzten  Glei- 
chung (7)  ein  gewisses  «j.  Setzen  wir  —  =Vi,  so  ergiebt  sich  als 
eine  Integralgleichung  diese: 

^1%  +  ^1^1  +  Vi  =  eP'(Airc -f  fii?/ +  Vi). 

Zur  zweiten  Wurzel  0  von  z1{q)  =  0  gehört  auch  ein  gewisses  Ver- 
hältnis Ag  :  ft2  und  nach  (7)  ein  gewisses  n^.     Dann  haben  wir: 

d(l^x^-\-  fi^y,)  _ 

dt  "~  *^2 

oder  integriert: 

(9)  A2a;i  +  ^22/1  =  ^2^  +  f*2  2/  +  «2^- 
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Hiermit  ist  das  Integrationsgeschäft  beendet,  denn  wir  haben  zwei 
von  einander  unabhängige  Integralgleichungen  erhalten.  Benutzen 
wir  ^iX  -\-  fi^y  -\-  v^  und  Ag^  "h  f^2y  ^^^  neue  Veränderliche  anstatt 
X,  y,  so  nimmt  offenbar  Uf  die  Form  Qxp  -{■  n^cL  an,  die  sich,  da 
p  =f=  0  ist,  ohne  Mühe  auf  einen  der  Typen  xp  -{-  q  und  xp  reducieren 
lässt,  je  nachdem  Wg  =4=  0  ^^^^  =  ^  ^^^'  I"^  ersteren  Fall  bleibt  im 
Endlichen  nur  eine  Gerade  invariant  (vgl.  den  Typus  p  -{■  yq^va.  Fig.  8, 
§  3  des  3.  Kap.),  es  ist  dies  in  den  ursprünglichen  Veränderlichen  die 
Gerade  Ajä;  +  f*i2/  H~  *'i  =  0.  Dagegen  stellt  dann  X^x  -\-  i»"iy  =  Const. 
ein  invariantes  Parallelenbüschel  dar,  dessen  unendlich  ferner  Punkt  d^r 
noch  vorhandene  zweite  invariante  Punkt  ist.  Im  Falle  Wg  =  0  bleibt 
(vgl.  Typus  yq  in  jener  Fig.  8)  eine  einzelne  Gerade  ^iX  -{■  ^^y  -\-  v^  =  0 
sowie  jede  Gerade  des  Parallelenbüsehels  X^x  -\-  [i^y  =  Const.  für  sich 
invariant,  wie  aus  (9)  unmittelbar  abzulesen  ist. 

Wenn  die  Gleichung  /i^Q)  ==  Q  zwei  gleiche  Wurzeln  hat,  so  sind 
mehrere  einzelne  Fälle  zu  unterscheiden,  die  wir  jetzt  auch  noch  behandeln 
wollen : 

III.  .^(^)  ==  0  hat  eine  Doppelwurzel  p=j=0,  und  zwar  sollen  für 
diese  Wurzel   nicht   alle  Glieder   von  ^(9)  verschwinden.     Alsdann  gehört 

zu  Q  ein  Verhältnis  X  :  (i  sowie  ein  gewisses  n.    Wir  setzen  wieder  —  =  v 

und  erhalten  als  eine  Integralgleichung: 

Xxi  -}-  fi^j^  -\-  V  =  e^*(Xx  -\-  (ly  -{-  v). 

Nun  benutzen  wir  Xx  -\-  (ly  ~{-  v  als  die  eine  neue  Variabele  j  und  irgend 
eine  hiervon  unabhängige  lineare  Function  von  x  und  y  als  die  andere  ^. 
Alsdann  nimmt  das  System  (5)  die  Form  an: 

^  =  9^1,    ^  =  aj,+  bt).  +  c. 

Für  die  Determinante  dieses  Systems  gelten  dann  dieselben  Voraussetzungen 
wie  für  die  des  ursprünglichen  Systems,  da  diese  Voraussetzungen,  wie  wir 
sahen  und  fernerhin  sehen  werden,  einen  rein  geometrischen  Sinn  haben. 
Die  neue  Determinante  lautet: 

—  Q  0 

a^i     b  — 

Da  nur  eine  Wurzel  q  existieren  soll,  so  ist  mithin  h  =  q.  Ferner  ist 
a  =1=  0,  weil  sonst  alle  Glieder  der  Determinante  verschwänden.    Die  Gleichung 

^^  =  aei"Tc  +  Q[),  +  c, 

in  der  der  Anfangswert  J  die  Rolle  einer  Constanten  spielt,  ist  als  lineare 
Gleichung  leicht  integrierbar.     In  j  und  \)  hat   Uf  jetzt  die  Form 
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und  diese  Form  ist  wegen  9  =j=  0,  0  =|=  ^  leicht  auf  den  Typus  scp  -{-  {x -\- y)  q 
reducierbar.  Bei  diesem  bleibt  nach  dem  Früheren  nur  eine  endliche  Gerade 
in  Ruhe,  es  ist  dies  in  den  ursprünglichen  Veränderlichen  die  Gerade 
Xx  -\-  ^y  -{-  V  =  0.  Es  existiert  ferner  keine  invariante  Geradenschar, 
der  diese  Gerade  nicht  selbst  angehört,  sodass  die  Integration  nicht  weiter 
vereinfacht  werden  kann. 

IV.  ^(9)  ==  0  hat  eine  Doppel wurzel  (»  =|=  0,  und  zwar  sollen  für 
diese  alle  Glieder  von  ^{q)  verschwinden.     Es  ist  hier  also : 

und  das  System  (6)  lautet: 

-^  =  QX,-\rn,    -^==92/1  +  72. 
Hier  ergeben  sich  die  Integralgleichungen: 

%  +  ^  =  ^'(*+^),    n  +  ^  =  e>:'{,  +  ^), 
und  aus  diesen  folgt,  dass  jedes: 

*^.  +  m  +  '-^^  =  e«'(it-  +  M  +  '-5^) 

wird.     Es  ist  also  jede  Gerade  der  Schar: 

Xxi  -{-  fiy^  =  Const. 

invariant.  Dies  deckt  sich  damit,  dass  Uf  die  Form  {qx  -\-  y^^p  -{-  (Qy  -{-  ^3)3 
hat,  die  sich  ohne  weiteres  auf  xp  -\-  yq  zurückführen  lässt,  da  9  =}=  0  ist. 
(Vgl.  Fig.  8,  §  3  des  3.  Kap.) 

V.  J(j^)  ==  0  hat  die  Doppelwurzel  0,  für  die  nicht  alle  Glieder  von 
^{q)  verschwinden.  Dann  gehört  zu  diesem  q  =  0  ein  System  von  Ver- 
hältnissen von  A,  fi,  n  und  wir  erhalten: 

djXXi  -\-(iyi)  _ 
dt  ~^' 

d,  h.  als  Integralgleichung : 

A%  -f-  (iyi=  Xx  -{-  [ly  -{-  nt. 

Ist  w  =}=  0,  so  sagt  dies  aus,  dass  wir  eine  invariante  Parallelenschar 
Xx  -\-  [ly  =  Const.  oder  einen  unendlich  fernen  invarianten  Punkt,  aber 
keine  einzeln  invariante  Gerade  im  Endlichen  haben.  Ist  w  =  0,  so  sagt 
die  Gleichung  dagegen  aus,  dass  jede  Gerade  Xx  -];-  ^ly  =  Const.  für  sich 
invariant  ist.  In  beiden  Fällen  benutzen  wir  Xx  -\-  [ly  als  neues  J  und 
eine  hiervon  unabhängige  lineare  Function  von  x  und  y  als  neues  ^,  sodass 
das  System  die  Form  annimmt: 

t^«'   §  =  »ti  +  H  + '• 

Hier  ist  die  Determinante 

-q         0 

a       6  —  Q 

Sie  soll,  gleich  Null  gesetzt,  nur  die  Wurzel  ^  =  0  haben.    Also  ist  b  =  0. 
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Für  9  =  0  würden  alle  Glieder  verschwinden,  wenn  nicht  a  =f=  0  wäre. 
In  der  neuen  Form  lautet   Uf: 

und  ist,  da  0  =1=  0  ist,  auf  die  Form  ]p  -\-  xq  oder  xq  reducierbar,  je  nach- 
dem w  ={=  0  oder  n  =  0  ist.  Die  bei  diesen  Typen  invarianten  Figuren 
entsprechen  in  der  That  den  oben  gemachten  Bemerkungen.  In  beiden 
Fällen  ist  die  Integration  der  Gleichung: 

^  =  0£i  +  c  =  o(£  +  wO  +  c 

ohne  weiteres  zu  leisten. 

VI.  /i{q)  =  0  hat  die  Doppelwurzel  ^  ==  0,  für  die  alle  Glieder  der 
Determinante  verschwinden.  Hier  ist  also  «^  =  jS^  ==  «2  ^=  1^2  ""^  ^  ^^^ 
das  System  lautet: 

Es  ist  sofort  integriert: 

Xi==x-\-Yit,     yi=y-{-y.J. 
Hier  kommt  also 

d,  h.  jede  Gerade  y^x^  —  y-^y■^^  =  Const.  ist  invariant.  JJf  hat  die  Form 
yiP  "f"  ^2  9'  ^^^  ^^^  sofort  auf  den  Typus  q  reducibel. 

Wie  man  sieht,  sind  bei  der  d'Alembert'schen  Methode  genau  die 
Fälle  zu  unterscheiden,  die  den  Typen  von  infinitesimalen  linearen  Trans- 
formationen entsprechen.  Die  Methode  besteht  eben  im  wesentlichen  darin, 
dass  man  die  bei  JJf  invarianten  Geraden  und  Geradenscharen  aufsucht. 


§  2.     Die  specielle  lineare  Gruppe. 

In  Satz  2  des  vorigen  Paragraphen  bemerkten  wir,  dass  die  lineare 
Transformation,  die  der  Aufeinanderfolge  zweier  linearer  Transforma- 
tionen mit  den  Determinanten  ^^  und  z/g  äquivalent  ist,  die  Deter- 
minante ^1^2  besitzt.  Sind  z/^  und  ^2  beide  gleich  1,  so  ist  also 
auch  die  neue  Determinante  gleich  1. 

Die  Aufeinanderfolge  zweier  linearer  Transformationen  mit  der 
Determinante  1  ist  mithin  wieder  einer  linearen  Transformation  mit 
der  Determinante  1  äquivalent. 

Ist  S  eine  lineare  Transformation  mit  der  Determinante  1  und 
/S~^  die  zu  ihr  inverse,  so  ist 

Ä/Sf-i  =  1. 
Wenn    also  Br-^    etwa   die  Determinante  D   hat,    so   kommt,    da    die 
identische  Transformation  die  Determinante  1  besitzt: 

1D==1, 
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d.  h.  D  =  1.  Die  zu  einer  linearen  Transformation  mit  der  Deter- 
minante 1  inverse  lineare  Transformation  besitzt  somit  ebenfalls  die 
Determinante  1. 

Aus  diesen  Bemerkungen  folgt: 

Satz  7 :     Alle   linearen  Transformationen  mit  der  Determinante  1  Specieue 

'  lineare 

bilden  eine  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen.  Gruppe. 

Wir  nennen  sie  die  specielle  lineare  Gruppe.  Ihre  allgemeinen  Glei- 
chungen lauten: 

x^  =  a^x  -f  h^y  +  c^,     y^  =  a^x  +  \y  +  Cjj, 
doch  sind  die  sechs  Coefficienten  an  die  Relation  gebunden : 

zJ  ^ayh^  —  «2^1  =  1- 
Die  Gruppe   enthält  folglich  nur  fünf  wesentliche  Constanten,   sie  ist 
fünfgliedrig   und    also    eine    fünfgliedrige   Untergruppe   der   allgemeinen 
linearen  Gruppe  und  auch  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe. 

Ihre  identische  Transformation  geht  hervor,  wenn   a^  =  ft^  =  1, 
ttg  =  &i  =  Cj  =  Cg  =  0  gesetzt  wird,  ihre  allgemeine  infinitesimale  also  ^^^f-  '^^^j^^- 
dadurch,  dass  wir  setzen:  derselben. 

a,  =  \-\-  uydt,     \  ==  ß^dt,  Ci  =  y^dt 

«2  =  «2^^;  ^2  =   1   +  ßi^i^,       ^2  =  ^2*^- 

Dann  kommt  wie  früher: 

Uf  =  {a^x  +  ß^y  +  yi)jp  -f  {a^x  -f  ß^y  -f  y^)q. 
Doch  soll  aj>2  —  a^\  =  \  sein,  also : 
1  -f  a^dt         ß,dt 
ajt  1  +  ßjt 

Dies  liefert,  da  wir  nur  die  unendlich  kleinen  Glieder  erster  Ordnung 
zu  berücksichtigen  brauchen: 

l-\-{u,  +  ß,)dt=l, 
also: 

ß%==  —  «1, 
sodass  kommt: 

Uf=  (a^x  -f  ß^y  +  y^)p  -f  («2^:  —  a,y  +  y,)q. 
Hierin  sind  a^,  /S^,  y^,  a^,  y^  völlig  willkürlich.     Also: 

Satz  8 :  Die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  der  speciellen 
linearen  Gruppe  ist  linear  ableitbar  aus  den  fünf  von  einander  unab- 
hängigen : 

p,     q,     xq,     xp  —  yq,     yp. 

Bezeichnen  wir  diese  der  Reihe  nach  mit  U^f  •  •  U^f,  so  bemerken 
wir,  dass  jedes  (UiUk)  wieder  aus  U^f-  •  ü^f  linear  ableitbar  ist.  Auf 
diese  Bemerkung  kommen  wir  später  zurück. 


=  1, 
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a  ^c  "ünlklre  Unscre   Gruppe    enthält   cx)^    infinitesimale   Transformationen   (da 

Transform.,  jjj-  yjj^j  Coust.   üf  als  identiscli   betrachtet  werden).     Jede   derselben 

erzeugt  von       i  i  / 

einer  infinit.  gj.2eugt  eine  eingliedrige  Gruppe  von  oo^  endlichen  linearen  Trans- 
formationen. Es  steht  zu  vermuten,  dass  diese  endlichen  Transfor- 
mationen der  speciellen  linearen  Gruppe  angehören. 

Um  dies  zu  beweisen,  kehren  wir  auf  einen  Augenblick  zu  einigen 
Formeln  des  vorigen  Paragraphen  zurück.  Wir  fanden  dort,  dass  die 
in  den  endlichen  Gleichungen 

^1  =  «1^  +  \y  +  Ci,    Vi  =  «2^  +  hy  +  c-2 
der  eingliedrigen  Gruppe 

auftretenden  Functionen  a^,  \,  q,  a^,  b^,  Cg  von  t  den  Gleichungen  (4) 
genügen.     Nach  denselben  ist  nun : 

^  =  dia,h-aM  _  ^^^^^^^  _^  ^^^^^  _^  ^^^^^^^  ^  ^^^^^  _ 

—  «2(^1^  +  ßih)  —  ^^iC^a«!  +  1^2  «2) 

=  (ß2  +  «])(»!  ^2  —  «2&l)  =  («1  +  ßi)^, 

also,  wenn  integriert  und  dabei  bedacht  wird,  dass  sich  für  t  =  0 
«j,  hl,  a^,  &2  bßz.  auf  1,  0,  0,  1,  also  ^  auf  1  reduciert: 

^  =  e(ai-|-/*2)i!. 

Gehört  nun  üf  der  speciellen  linearen  Gruppe  an,  d,  h.  ist  «1  +  /^g  =  0, 
so  kommt  z/  =  1.  Jede  endliche  Transformation  der  eingliedrigen 
Gruppe   üf  hat  dann  also  die  Determinante  1. 

Satz  9 :  Die  von  einer  infinitesimalen  Transformation  der  speciellen 
linearen  Gruppe  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  besteht  aus  Transformationen 
der  speciellen  linearen  Gruppe. 

Da,  wie  in  §  1   bewiesen  wurde,  jede  endliche    lineare  Transfor- 
mation von  einer  infinitesimalen  linearen  Transformation  erzeugt  wird, 
so  können  wir  diesen  Satz  erweitern  zu  dem 
specieiie  Tlieoreiii  9:     Die  00*  infinitesirhalen  Transformationen  der 

lin.  Gruppe,  •  /~i  i-i 

erzeugt  yon specicllcn  Uncarcn  Gruppe  der  Ebene  erzeugen  diese  fünf- 
gliedrige  Gruppe.  Dieselbe  zerfällt  dementsprechend  in  00*  ein- 
gliedrige Untergruppen,  und  jede  endliche  lineare  Transforma- 
tion mit  der  Determinante  Eins  gehört  einer  oder  einer  discreten 
Anzahl  derselben  an. 

Wir  könnten  hier  wie  in  §  1  die  innerhalb  der  speciellen  linearen 
Gruppe  gleichberechtigten,  d.  h.  durch  eine  lineare  Transformation  mit 
der  Determinante  Eins  in  einander  überführbaren  eingliedrigen  Gruppen 
auf  typische  Formen  zurückführen.    Wir  wollen  uns  jedoch  statt  dessen 
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ein  anderes  Problem  stellen,  zu  dem  wir  im  Bisherigen  noch  kein 
Analogon  gegeben  haben. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  eine  lineare  Transformation 
(10)  Xi  =  aiX-\-hiy  -^  c^,    Vi  =  ^2^  +  hy  +  c^ 

wie  jede  andere  Transformation  gleichzeitig  alle  Punkte  der  Ebene  in 
neue  Lagen  überführt.  Wir  greifen  irgend  drei  Punkte  (x,  y),  {x,  y), 
{x",  1/")  heraus,  die  bei  der  linearen  Transformation  (10)  etwa  in  die 
Lagen  {x^,  y^),  {x-[,  y/),  (ic/',  «//')  übergehen  mögen.     Dann  ist: 

^1  =  «1^  +  hy  +  Co    2/i  =  «2^  +  hy  +  ^2, 
x^'  =  a^x  +  \y'  +  Ci,    t//  =  «2^5'  +  \y  +  C2, 
<'=  a^x'-^r  \y"+  Ci,    y^'=  a^x"-^  \y"+  c^,     • 
also  nach  dem  Multiplicationsgesetze  der  Determinanten: 


oder: 


1 

x^ 
Vi 


yi 


1 

^1 
// 
yi 

1 

x,' 


0     0 
«1     &i 

«2       ^2 


a;" 


1     1 

X      X 


Vi    yx    yx  y   y    y 

wenn  a^b^  —  «2^1   ^^  früher  mit  d  bezeichnet  wird.     Die  Function 

11       1 


J= 


X      X 


y   y    y 

der  Coordinaten  der  drei  ursprünglichen  Punkte  geht  also  vermöge 
der  Transformation  mit  der  Determinante  z/  in  die  entsprechende 
Function  der  Coordinaten  der  neuen  Punkte,  die  wir  J^  nennen,  über, 
aber  noch  multipliciert  mit  ^: 

Ji  =  z/  •  J. 

Deuten  wir  dies  geometrisch.  J  ist  bekanntlich  der  doppelte 
Inhalt  des  von  den  drei  ursprünglichen  Punkten  gebildeten  Dreiecks, 
Jj  entsprechend  der  doppelte  Inhalt  des  von  den  transformierten 
Punkten  gebildeten  Dreiecks  oder  kurz  des  transformierten  Dreiecks 
(indem  die  Seiten  des  ersten  Dreiecks  genau  in  die  des  neuen  Drei- 
ecks übergehen).  Also  ändert  die  lineare  Transformation  (10)  den 
Inhalt  aller  Dreiecke  nach  constantem,  durch  ^  gemessenem  Verhält- 
nisse.    Ist  insbesondere  ^  =  1,  so  ist  J^  =  J. 

Da  jedes  Flächenstück  aus  Dreiecken  zusammengesetzt  werden 
kann,  so  hat  sich  ergeben: 

Lie,  Continaierliche  Gruppen.  7 
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Transfor-  gg^^g  10  *.     Eine   lineare    Transformation   mit   der   Determinante   ^ 

luatiou  der  ' 

Mächen-  ä^ig^ßfi   alle   Flächeninhalte   in   dem   constanten   Verhältnis  z/ :  1.     Eine 

Inhalte. 

specielle  lineare  Transformation  lässt  alle  Flächeninlmlte  ungeändert. 

Man  kann  sich  fragen,  welche  projectiven  Transformationen  über- 
haupt die  Flächeninhalte  nach  constantem  Verhältnis  ändern.  Ohne 
auf  die  analytische  Ableitung  einzugehen,  begnügen  wir  uns  mit 
einer  geometrischen  Überlegung :  Eine  projective  Transformation,  die 
eine  im  Endlichen  gelegene  Gerade  in  die  unendlich  ferne  überführt, 
verwandelt  gewisse  Dreiecke  offenbar  in  unendlich  grosse.  Demnach 
muss  die  gesuchte  Transformation  die  unendlich  ferne  Gerade  in  sich 
überführen,  also  linear  sein.     Daher: 

Satj  11 :  Die  allgemeine  lineare  Gruppe  Gesteht  aus  allen  projectiven 
Transformationen,  welche  die  Flächeninhalte  nach  irgend  einem  constanten 
Verhältnis  ändern,  die  specielle  lineare  Gruppe  insbesondere  aus  allen, 
welche  diese  Inhalte  ungeändert  lassen*). 

Der  doppelte  Flächeninhalt  J  ist  eine  Function  der  Coordinaten 
dreier  Punkte.  Er  bleibt  bei  jeder  Transformation  der  speciellen 
linearen  Gruppe  invariant,  und  wir  sagen  daher,  die  Function  J  ist 
Invariante.  einG  Invariante  der  speciellen  linearen  Gruppe. 

Fragen  wir  nach  allen  Functionen  q){x,  y,  x ,  y,  x',  y")  der  sechs 
Coordinaten,  welche  bei  allen  Transformationen  der  speciellen  linearen 
Gruppe  invariant  bleiben,  d.  h.  für  welche  vermöge  jeder  speciellen 
linearen  Transformation 

(p{x^,  yi,  xl,  y{,  <',  y^')  =  (p{x,  y,  x,  y,  x",  y") 

ist.     Eine  solche  Function  müsste  zunächst  bei  der  allgemeinen  infini- 
tesimalen Transformation 

C//"^  ap  -\-hq  -\-  cxq  -j-  d(xp  —  yq)  +  eyp 

der  speciellen  linearen  Gruppe  ungeändert  bleiben.    Diese  aber  erteilt 
X,  y  die  Incremente: 

8x  =  {a-\-  dx  +  ey)8t,     dy  =  (b -\-  ex  —  dy)dt 

und  analog  x',  y   die  Incremente: 

8x  =  (a  +  dx  +  ey')8t,     8y  =  (6  -f  ex'—  dy) d t 

und  endlich  x",  y"  diese: 

8x'={a  +  dx^  ey")8t,    dy"^{h  +  ex"—  dy")8t, 

also  auch  q)  den  Zuwachs,  wenn  wir  ihn  durch  8t  dividieren : 


*)  Vgl.  hierzu  „DifTgln.  m.  inf.  Trf."  Kap,  4,  §  4. 
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(^^^a  +  dx+ey)^-^(h  +  co.-dy)^  + 


(11) 


cy 


+  («  +  dx  +  ey')^  +  (6  +  ex'  -  dy)^  + 


,/N  dq) 


+  (a  +  r7a;"+e^")^  +  (&  +  cx—dy') 


,,-.  dcp 


Dieser  soll  Null  sein,  wie  auch  a,  &,  c,  d,  e  gewählt  sein  mögen.     Es 
soll  also  einzeln  sein: 


(12)     { 


dcp 

dx 


dtp 

dx 


+ 


dcp 
dx 


dq) 


+ 


dq> 
dx" 


dq> 


dx 


dx" 


dcp 
dy 
dcp 
dy 
dcp 
dy 


+ 
-|-  X 

-  y 


dcp      j.       dcp 

W  '^  w 

dcp  j^    „dcp 
dy  "■         dy" 


dcp 
dy' 


y 


dcp 
dy" 


dcp    .      '  ^f  _\      "  ^y 
^  dx*    ^   dx     '^    dx" 


=  0, 
=  0, 

=  0, 

-0, 

=  0. 


Offenbar  sind  die  linken  Seiten  nichts  anderes  als  die  durch  8t  divi- 
dierten Incremente,  welche  tp  bei  den  fünf  einzelnen  infinitesimalen 
Transformationen  p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp  erfährt,  aus  denen  sich  be- 
kanntlich  üf  linear  ableiten  lässt. 

Aus  einem  allgemeinen  Satz  über  vollständige  Systeme  von  linearen 
homogenen  Differentialgleichungen,  auf  den  wir  hier  nicht  eingehen 
wollen,  folgt  ohne  weiteres,  dass  es  eine  Function  gj  giebt,  welche  die 
Forderungen  (12)  erfüllt,  und  dass  jede  andere  Function  q),  welche 
(12)  genügt,  eine  Function  dieser  einen  allein  ist.  Nun  aber  wissen 
wir,  dass  J  eine  Function  ist,  die  sicher  die  Gleichungen  (12)  erfüllt. 
Daher  ist  jede  Function  der  Coordinaten  dreier  Punkte,  welche  bei 
allen  infinitesimalen  Transformationen  der  speciellen  linearen  Gruppe 
invariant  bleibt,  eine  Function  des  Flächeninhaltes  des  Dreieckes  der 
drei  Punkte.  Offenbar  ist  jede  solche  Function  auch  bei  jeder  end- 
lichen speciellen  linearen  Transformation  invariant. 

Übrigens  bemerken  wir,  dass  das  System  (12)  ohne  Mühe  inte- 
griert werden  kann.  Nach  den  beiden  ersten  Gleichungen  enthält  q) 
nur  X  —  x',  X  —  x",  y  —  y\  y  —  y" .  Führt  man  diese  Differenzen  als 
Veränderliche  ein,  so  nehmen  die  drei  letzten  Gleichungen  sehr  ein- 
fache Formen  an.  Die  zweite  derselben  ergiebt,  dass  (p  eine  Function 
von  {x  —  x'){y  —  y),  (x  —  x"){y  —  ?/')  und  {x  —  x'){y  —  y")  — 
(x  —  x"){y  —  y)  allein  ist,  während  darauf  die  beiden  noch  übrigen 
zeigen,  dass  9?  nur  die  letzte  dieser  drei  Grössen,  die  nichts  anderes  als  J 
ist,  enthält.    Der  Leser  möge  die  genaue  Ausrechnung  selbst  durchführen. 

•7* 
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§  3.     Die  Gruppe  der  Bewegungen. 

Die  in  §  1   und  §  2  betrachteten  Untergruppen  der   allgemeinen 

projectiven  Gruppe  der  Ebene  waren  dadurch  charakterisiert,  dass  sie 

alle  Flächeninhalte  proportional  änderten  bez.  ungeändert  Hessen.    Wir 

T^lnsform  wollcn    nuuniehr    alle   projectiven  Transformationen    ins   Auge  fassen, 

die  Ent-   welche  die  Entfernungen  je  zweier  Punkte  invariant  lassen,  also  zwei 

femungen  Punkte   stcts  in  gleichweit  von  einander  entfernte  neue  Punkte  über- 

lavariant  D 

lassen,  führen.  Offenbar  kann  eine  solche  projective  Transformation  keine  im 
Endlichen  gelegenen  Punkte  ins  Unendlichferne  transformieren,  denn 
sonst  würden  gewisse  Strecken  unendlich  gross.  Sie  muss  also  linear 
sein.     Die  lineare  Transformation 

x^  =  a^x  +  \y  +  Ci,     «/i  =  a^x  +  \y  +  c^ 

führt  nun  den  Punkt  {x,  y)  in  den  Punkt  {x^,  y^)  über  und  ferner 
der  Punkt  (x',  y)  etwa  in  den  Punkt  {x{,  y^).     Alsdann  ist: 
Xi  =  a^x  +  &i «/'  +  Ci ,    yi  =  a^x  -j- hy -\-  c.^. 

Das   Quadrat   des  Abstandes    der  beiden  transformierten  Punkte  von 
einander  ist  also : 

(x,  -  x,y  +  (^1  -  2/i')'  =  [«i(^  -  ^')  +  bi{y  —  y)f  + 
+  [a^ix  —  x)  +  &2(y  —  y)f' 

Es  soll  gleich  dem  Quadrat  der  Entfernung  der  ursprünglichen  Punkte 
von  einander,  d.  h.  gleich 

{x  —  x'Y  +{y  —  y'f 

sein  und  zwar  für  alle  Werte  der  Coordinaten  x,  y,  x',  y .     Es  muss 

daher  notwendig: 

<  +  a,^  =  l,     V  +  V=l, 

%&i  +  «262  =  0 

sein.     Die  beiden   ersten  Gleichungen  werden  in  allgemeinster  Weise 

dadurch  befriedigt,  dass  wir  setzen: 

a^  =  cos  a,     »2  =  s^^  ">     ^1  =  ^^^  ß'     \  =^  si^  ß- 
Alsdann  giebt  die  dritte: 

cos  («  —  ß)  =  0, 
d.  h. 

/3  =  «  +  (2;cH-l)f. 

Hierin    bedeutet   x    eine    positive    oder   negative  ganze  Zahl.     Mithin 

ist  nun: 

h^  =  (—  l)''+i  sin  a,     62  =  ( —  1)''  cos  «. 

Also  haben  wir  entweder  zu  setzen: 


Zwei 
Scharen 
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«1  ==  COS  a,  ttg  =  sin  a, 

61  =  —  sin  «,     &2  ^^  ^os  a 
oder 

öTj  =  cos  «,  ttg  =  sin  a, 

\  =  sin  a,  \  =  —  cos  a. 

Bezeichnen  wir  noch  q  und  c^  mit  a  und  6,  so  lautet  unsere  gesuchte 

Transformation  im  ersten  Falle: 

(13)     x.^=  X  cos  a  —  ^  sin  a  +  a,     ?/i  =  a;  sin  a  -f  2/  cos  a  -\-h 

und  im  zweiten: 

(13')     x^  =  X  cos  a  -\-  y  sin  a  -{-  a,    y.^  =  x  9,m  a  —  y  cos  a  -f-  &• 

Es  giebt  also  zwei  Scharen  von  projectiven  Transformationen, 
welche  alle  Entfernungen  ungeändert  lassen,  nämlich  die  Schar  (13)  derselben. 
und  die  Schar  (13').  Offenbar  bilden  alle  derartigen  Transformationen 
eine  Gruppe,  denn  führt  man  nach  einander  zwei  solche  Transforma- 
tionen aus,  so  werden  die  Entfernungen  nicht  geändert,  die  der  Auf- 
einanderfolge äquivalente  projective  Transformation  lässt  demnach 
auch  die  Entfernungen  invariant  und  gehört  der  Gesamtheit  jener 
Transformationen  an.  Auch  enthält  diese  Gruppe  zu  jeder  ihrer  Trans- 
formationen die  inverse,  denn  die  durch  Auflösung  von  (13)  oder  (13') 
entstehende  Transformation  hat  wieder  die  Form  (13)  bez.  (13'). 

Wir  nennen  jedoch  diese  Gruppe  nicht-continuierlich,  weil  sie  aus  ^^^^^^^j"."^; 
zwei   getrennten    continuierlichen   Scharen   von   Transformationen    be-    Gruppe, 
steht.     Denn    die    beiden  Schaaren   (13)   und   (13')  haben  einen  ver- 
schiedenen analytischen  Ausdruck. 

Unmittelbarer  tritt  dies  hervor,  wenn  man  die  Gleichungen  (13) 
und  (13')  geometrisch  deutet.  Man  kann  die  durch  (13)  vermittelte 
Transformation  offenbar  dadurch  herstellen,  dass  man  die  ganze  starr 
gedachte  Ebene  um  den  Winkel  a  um  den  Punkt  (a,  b)  in  positivem 
Sinne  dreht.  Die  Transformation  (13)  kann  also  durch  eine  Rotation 
der  Ebene  in  sich  hergestellt  werden.  Nicht  so  (13').  Hier  werden 
wir  zunächst  die  ganze  Ebene  etwa  um  die  iC-Axe  umgeklappt  denken, 
wodurch  y  in  —  y,  also  (13')  in : 

x^  =  X  cos  a  —  y  sin  a  -\-  a,     y^  =  x  sin  a  -\-  y  cos  a  -}-  b 

übergeht.  Alsdann  wird  eine  Rotation  um  den  Punkt  (a,  b)  mit  dem 
Drehwinkel  a  die  Überführung  in  die  neuen  Punkte  (x^,  y^)  beenden. 
Jede  Transformation  (13')  kann  somit  als  eine  Umklappung  und.  darauf 
folgende  Rotation  aufgefasst  werden.  Eine  Transformation  (13)  ver- 
wandelt alle  Figuren  in  der  Ebene  in  congruente,  eine  Transfor- 
mation (13')  in  symmetrische. 
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Wir  wollen  nun  nur  diejenigen  unserer  Transformationen  be- 
trachten, welche  keine  ümklappung  der  Ebene  bewirken,  also  nur  die 
Transformationen  (13).  Auch  diese  bilden  für  sich  eine  Gruppe,  denn 
aus  den  beiden  Transformationen 

x^  =  X  cos  a  —  y  s,m  a  -\-  a,     y^  =  x  &m  a  -\-  y  cos  a  -\-  h 
und 

x^  =  x^  cos  a^  —  y^  sin  «i  +  «i,     «/2  =  ^x  sin  a^  -\-  y^  cos  a^  +  h^ 
folgt  durch  Elimination  von  x^  und  y^ : 

X2  =  X  cos  (a  +  «i)  —  2/  sin  (a  -\-  a^  -{-  a  -\-  a^, 
y^=x  sin  (a  +  «i)  +  «/  cos  («  +  «!)  +  &  +  &i, 
also  wieder   eine    solche  Transformation.     Ferner  ist  die  zur  Trans- 
formation (13)  inverse  wieder  von  der  Form  (13).    Es  stellt  also  (13) 
co^va.ixioxi.  Q^Yie  continuierliche  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen  dar. 
Jede  Transformation,  welche  alle  Strecken  in  gleich  grosse  Strecken 
verwandelt,  führt  natürlich  eine  beliebige  Figur  in  eine  ihr  congruente 
oder    zu  ihr  symmetrische  über.     Im   ersteren  Falle  können  wir  die 
Transformation   dadurch  herstellen,   dass   wir  eine  Strecke  nach  ihrer 
neuen  Lage  führen  und  uns  die  ganze  Ebene  starr  mit  dieser  Strecke 
Bewegung,  verbunden  denken.     Jede  solche  Transformation  heisst  eine  Bewegung 
der  Ebene  in  sich.    Der  Begriff  „Bewegung"  ist  also  in  seiner  scharfen 
Bedeutung  dem  Begriff  „Transformation"  untergeordnet.    Entsprechend 
Gruppe   nennen  wir  die  Gruppe  (13)  die  Gruppe  der  Bewegungen  der  Ebene  in  sich. 
ungen.  Zwci  Transformationen  (13)  stimmen  nur  dann  überein,  wenn  in 

beiden  a,  a,  b  dieselben  Werte  haben.  Alle  drei  Parameter  a,  a,  b 
sind  deshalb  wesentlich:  Es  giebt  oo^  Bewegungen  der  Ebene  in  sich, 
die  Gruppe  ist  dreigliedrig.  Da  die  Gruppe  zu  jeder  ihrer  Transfor- 
mationen die  inverse  enthält  und  die  Aufeinanderfolge  beider  einer- 
seits der  Gruppe  angehören  muss,  andererseits  die  identische  Trans- 
formation ist,  so  folgt,  dass  es  Werte  der  Constanten  a,  a,  b  geben 
muss,  für  welche  sich  die  Gleichungen  (13)  auf  Xi=x,  y^^y  redu- 
cieren.  In  der  That  sind  dies  die  Werte  a  =  2x71,  a  =  b  =  0.  x  be- 
deutet hier  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl. 

In  allgemeinster  Weise  erhalten  wir  demnach  eine  infinitesimale 
Transformation  der  Gruppe,  wenn  wir 

a  =  2x71  -\-  Xdt,     a  =  fidt,     b  =  vdt 
setzen.     Dann  kommt,  da 

sin  (2x7t  -\-  kdt)  =  siu  kdt  =  — .  -      «  +  * '  '» 

cos  (25<Ä  -\-  2.dt)  ==  cosXdt  =  1 -—^  +  •  •  • 

ist: 
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dy  =  y,  —  y  =  X  [^^ )  +  y  {—  yry  +  * ')  +  ^^^• 

Setzt  man  hierin  die  unendlich  kleinen  Glieder  erster  Ordnung  gleich 
Null,  d.  h.  X  =  (i  =  V  =  0,  so  verschwinden  alle  Glieder  rechts.  Es 
kommen  also  in  beiden  Ent Wickelungen,  sobald  sie  nicht  ganz  ver- 
schwinden, nicht  verschwindende  Glieder  erster  Ordnung  vor.  Diesen 
gegenüber    sind    die    von    höherer    Ordnung   zu   vernachlässigen.     Es 

kommt  also : 

dx  =  {—^,y  -\-  ii)dt,     dy  =  {Xx -\- v)dt. 

Daher  lautet  die  allgemeinste  infinitesimale  Bewegung:  sL^e*^*™' 

(—  ^y  +  ^)p  +  (^^  +  ^)q 

oder 

f7/"=  ?i{xq  —  2/iO  +  i^p  +  vq. 

Sie  ist  linear  ableitbar  aus  den  drei  von  einander  unabhängigen  infini- 
tesimalen Bewegungen 

p,     q,     xq  —  yp. 

Bezeichnet  man  diese  mit  ü-^f,   JJ^f,   Ü^f,  so  ist 

Die  Klammerausdrücke  sind  also  wieder  infinitesimale  Bewegungen, 
was  wir  hier  anmerken,  um  später  darauf  zurückzukommen. 

Jede  der  oo^  infinitesimalen  Bewegungen 

Uf=  l{xq  —  yp)  -\-  ii>p-\-vq 
erzeugt   nun  eine   eingliedrige  Gruppe  von   cx>^  endlichen  projectiven 
Transformationen.     Dass   auch  diese  Bewegungen  sind,  ist  leicht  ein-^^^g*®^^™- 
zusehen.    Denn  man  braucht  nur  zu  zeigen,  dass  die  Integral gleichungen*^g*j^^[^^8" 
des  simultanen  Systems  wegungen. 

dx^        ^      dyi      ^  ^^ 
—  ly^  +  ft        Ix^  +  V  ' 

welche   die  endlichen   Gleichungen  der  eingliedrigen  Gruppe  üf  sind, 

die  Form 

Xi  ^  X  cos  a—  y  sin  a  -}-  a,    y^  =  x  sin  a  -\-  y  cos  a  -}-  h 

besitzen,  in  der  a,  a,  b  gewisse  Functionen  von  t  bedeuten.     Offenbar 

sind    a,  a,  h    als    solche  Functionen   von   t   zu    wählen,    welche  den 

Gleichungen : 

dx.         f  .  ^dcc    .    da  tr      •  i  irxi 

-^  =  (—  a;  sin  a  —  7/  cos  a)  -^  +  -^  =  —  ;i(a;  sm  «  +  2/  cos  a  4-  &)  +  i» 

^Vi        r  .       ^  da    .    db  .  ,  .  i\i 

-^  =  (^     X  cos  a  —  y  s\x\  a) -TT -Y  -T7  =      k\x  cos  «  —  y  s\n  a  -{■  a)  -\-  v 
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oder  also  den  drei  Gleichungen: 

da         .        da  i  t,    i  ^^         i  ^    i 

genügen  und  sieh  für  ^  =  0  bez.  auf  2xjt,  0,  0  reducieren.    Die  erste 
dieser  drei  Gleichungen  aber  giebt  integriert: 

a  =  2xjt  -\-  Xt, 

während  aus  der  zweiten  und  dritten  folgt: 

Diese  Gleichungen  aber  geben  integriert,  da  sich  Xa  -\-  v  für  ^  =  0 
auf  V,  Kh  —  ft  auf  —  ft  reducieren  soll: 

Ka  ■\-  V  =  V  cos  Xt  -\-  ^  sin  Xt, 

Xh  —  fji  ==  V  sin  Xt  —  ^  cos  Xt, 
sodass  wir  erhalten: 

a  =       2xn  +  Xt, 

a  =  —  T  H"  T  (^  ^^^  Xt  -\-  yt,  sin  Xt), 

h  =       j -{- j  (v  sm  Xt  —  ficosA^). 

Die  von 

(14)  üf^  X(xq  —  yp)  -j-  (ip  +  vq 

oder,  wenn  -j  und  y  mit  m  und  n  bezeichnet  werden,  die  von 

(14')  Uf^xq  —  yp  -\-  vnp  -\-  nq 

erzeugte  endliche  Gruppe  von  Bewegungen  lautet  mithin: 

x^  =  {x'\-  jj  cos  Xt  —  {if  —  jj  ain  Xt  —  j , 

Vi  =  (^+  t)  ^^^  ^^'^  V~x)  cos  A^+-^- 
Botation.  Es    siud    dics    die    Rotationen   um    den   Punkt   mit    den    Coordi- 

naten  — j,   +  y;    was    noch    deutlicher   hervortritt,    wenn    wir   die 
Gleichungen  (15),  indem  wir  Xt  als  Parameter  t  benutzen,  so  schreiben: 
\  Xi  -\-  n  =  {x  -}-  n)  cos  t  —  (y  —  m)  sin  t, 
(x  +  w)  sin  t  -]-  {y  —  m)  cos  t. 

Hierbei  wurde  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  X=^0  sei.     Ist 
A  =  0,  so  ist  Uf  die  Translation 
(16)  Uf=}ip-\-vq, 

TrauBiation. welche  die  eingliedrige  Gruppe  von  Translationen: 


(15) 


(16')  f ■  +  "  = 
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(17)  Xi=x-{-  ^t,     y^  =  y  -{-vt 

erzeugt,  die  auch  Bewegungen  sind. 

Satz   12 :     Jede    infinitesimale    Bewegung    erzeugt   eine    eingliedrige  Be^^^ng 
Gruppe   von  Bewegungen.     Biese  besteht  entweder  aus  allen  Botationen  11^^"^^°^ 
um  einen  festen  PunTct  oder  aus  allen  Translationen  längs  einer  festen 
Bichtung. 

Es  liegt  nahe,  die  Translationen  als  Rotationen  um  einen  un- 
endlich fernen  Punkt  aufzufassen. 

Liegt  nun  umgekehrt  irgend  eine  Bewegung  (13)  vor,  so  gehört 
sie  sicher  einer  dieser  eingliedrigen  Gruppen  an.  Dies  erhellt  daraus, 
dass  sie  in  der  Form  (15')  oder  (17)  geschrieben  werden  kann.  Ist 
a  4=  2it7t,  so  hat  man  zu  dem  Zwecke  nur  m  und  n  zu  bestimmen  aus 
den  Gleichungen: 

«  cos  a  -{-  m  sin  a  —  n  ==  a, 

n  sin  a  —  m  cos  a  -\-  m=^  h, 

was  immer  möglich  ist.    Wenn  a  =  2x7t  ist,  so  hat  (13)  unmittelbar 
die  Form  (17). 

Satz  13 :  Jede  endliche  Bewegung  ivird  entweder  von  einer  infini- 
tesimalen Botation  oder  von  einer  infinitesimalen  Translation  erzeugt. 

Es  ist  klar,  dass  jede  Bewegung  der  Ebene  als  Rotation  oder 
Translation  aufgefasst  werden  kann.  Wegen  der  Gruppeneigenschaft 
fliesst  hieraus  das  Ergebnis : 

Satz  14:  Die  Aufeinanderfolge  ziceier  Botationen  oder  Translationen 
ist  einer  einzigen  Botation  oder  Translation  äquivalent. 

Dies  lässt  sich   übrigens   auch   geometrisch   ohne  Mühe  einsehen. 

Die  Bahncurven  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  Bewegungen  sind 
concentrische  Kreise  oder  parallele  Geraden. 

Gleichberechtigt  innerhalb  der  Gruppe  aller  Beivegungen  werden  wir^^^ß^ppe 
zwei   eingliedrige   Gruppen   von  Bewegungen   dann  nennen,   wenn   sie  ^e^gu^geu 
durch   eine  Bewegung  in  einander  übergeführt  werden  können.     Nach  eägTunter- 
Satz  9  in  §  2  des   3.  Kap.   wird  jede  Rotation,  jede  Bewegung  also,  s^pp^"- 
die  einen  Punkt  in  Ruhe  lässt,  durch  eine  Bewegung  wieder  in  eine 
Rotation  übergeführt.     Mithin   ergiebt  sich,  da   es   stets  Bewegungen 
giebt,   welche   einen   bestimmten  Punkt  in   einen   anderen  bestimmten 
Punkt  verwandeln,  dass  alle  eingliedrigen  Gruppen  von  Rotationen  mit 
einander,  also  auch  etwa  mit  der  der  Rotationen  um  den  Anfangspunkt 


xq  —  yp 


gleichberechtigt  sind,  und  dass  die  eingliedrigen  Gruppen  von  Trans- 
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lationen  für  sich   eine  Schar   gleichberechtigter  eingliedriger  Gruppen 
bilden,  als  deren  Typus  gewählt  werden  kann: 


Theorem  10:  Die  Gruppe  aller  Bewegungen  der  Ebene  zer- 
fällt in  oo^  eingliedrige  Untergruppen,  und  jede  endliche  Be- 
wegung gehört  einer  derselben  an.  Jede  der  oo^  eingliedrigen 
Untergruppen  ist  vermöge  einer  Bewegung  überführbar  in  einen 
der  Typen: 

^Q.  —  yp,   a- 

m 

Wir  wollen  schliesslich  hier,  wie  in  §  2  bei  der  speciellen  linearen 
Invariante.  Gruppe,  gBwisse  bei  allen  Bewegungen  invariante  Functionen  aufsuchen: 
^"Jwrier*^  Es  seien  (x,  y)  und  {x\  y)  zwei  beliebige  Punkte.    Durch  irgend 

Punkte  gjj^e  Bewegung  der  Ebene  werden  sie  etwa  in  die  Punkte  {x^,  y^)  und 
(ic/,  «//)  übergeführt.  Fragen  wir  uns,  welche  Functionen  (p  von 
X,  y,  X,  y'  bei  cfllen  Bewegungen  ungeändert  bleiben,  also  die  Be- 
dingung erfüllen: 

(p{x^,  y„  x^,  iji)  =  (p{x,  y,  X,  y). 

Eine    solche  Function  muss  insbesondere  bei  der  allgemeinen  infini- 
tesimalen Bewegung 

Uf=2.(xq  —  yp)-\-iip-j-vq 
ungeändert  bleiben.     Diese  erteilt  x,  y  die  Incremente 

8x  =  ( —  Xy  -\-  fi)dt,     8y  ==  {Ix  -\-  v)dt 
und  analog  x',  y    diese: 

dx^(—Xy  +  ii)dt,     Sy  =  (Xx-i-v)dt. 
(p  erfährt  also  den  durch  dt  dividierten  Zuwachs: 

Er  soll  Null  sein  für  alle  Uf,  d.  h.  für  alle  Werte  der  Constanten  A,  (i,  v. 

Demnach  soll  einzeln  sein: 

d^    1       ^9 /  d^    .      r  d(p       ^ 

^  ^ic  "■"      dy        ^  dx'    *        ^dy  ' 

dx  ~^      dx  ' 

dy  ^        dy 

Offenbar  sind  die  linken  Seiten  nichts  anderes  als  die  durch  8t  divi- 
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dierten  Incremente,  welche  (p  bei  den  drei  von  einander  unabhängigen 
infinitesimalen  Bewegungen  xq  —  yp^  p,  q  erfährt,  aus  denen  Uf  linear 
ableitbar  ist.  Das  Verschwinden  dieser  drei  Incremente  zieht  das  Ver- 
schwinden des  allgemeinen  Incrementes   TJ<p8t  nach  sich. 

Wir  haben  hier  drei  Gleichungen  für  (p  mit  vier  Veränderlichen. 
Sie  bilden  ein  sogenanntes  vollständiges  System,  und  aus  der  Theorie 
der  vollständigen  Systeme  ist  unmittelbar  zu  entnehmen,  dass  alle 
Functionen  qp,  welche  diese  drei  Gleichungen  erfüllen,  dargestellt  werden 
können  als  Functionen  einer  einzigen  derselben.  Nun  aber  wissen  wir, 
dass  der  Abstand  zweier  Punkte  eine  Invariante  ist.  Mithin  ist  jede 
Lösung  9p  dieser  Gleichungen  eine  Function  von 

{x  —  x'Y  -\-{y  —  y'y 

allein.  Der  Leser  möge  dies  durch  directe  Integration  der  drei  Glei- 
chungen verificieren :  Nach  den  beiden  letzten  Gleichungen  enthält  (p 
nur  X  —  x'  und  y  —  y'.  Führt  man  diese  als  Veränderliche  ein,  so 
wird  die  erste  Gleichung  sehr  einfach. 

Wir  sagen  daher: 

Satz  15 :  Zwei  Punkte  besitzen  hei  der  Gruppe  aller  JBewegunge^i 
der  Ebene  nur  eine  Invariante,  nämlich  ihren  gegenseitigen  Abstand. 

Ahnlich  kann  man  fragen,  welche  Functionen  g?  der  Coordinaten  ^^^er  *^ 
dreier  Punkte  {x,  y),  {x',  y),  (x'\  y")  bei  allen  Bewegungen  invariant  ^'^^*«- 
bleiben.  Indem  man  wieder  fordert,  dass  (p  bei  der  allgemeinen  infini- 
tesimalen Bewegung  Uf  ungeändert  bleibe,  gelangt  man  zu  drei  Diffe- 
rentialgleichungen in  den  sechs  Veränderlichen.  Man  kann  aus  all- 
gemeinen Sätzen  der  Theorie  der  vollständigen  Systeme  schliessen,  dass 
sie  nur  6  — 3  ==3  von  einander  unabhängige  Lösungen  besitzen,  indem 
jede  andere  Lösung  eine  Function  dieser  drei  ist.  Es  sind  uns  aber 
drei  von  einander  unabhängige  Lösungen  bekannt,  nämlich  die  drei 
Abstände  der  drei  Punkte  von  einander. 

Wenn  wir  allgemein  n  Punkte  mit  ihren  2n  Coordinaten  ins 
Auge  fassen,  so  ergeben  sich  drei  Differentialgleichungen  in  2w  Ver- 
änderlichen. Dieselben  bilden  ein  vollständiges  System  mit  2w  —  3 
von    einander    unabhängigen   Lösungen.      Es    haben    aber    n   Punkte 

a Abstände   von   einander.     Da   dieselben  Invarianten   sind,   so 

könnten  wir  hieraus  folgern,  dass  von  diesen  — -  Abständen  alle 

durch  nur  2w  —  3  derselben  ausdrückbar  sind.  Dies  aber  ist  ein  Satz, 
der  geometrisch  leicht  zu  beweisen  ist,  denn  kennt  man  die  2(n  —  2) 
Abstände  aller  Punkte  von  zwei  bestimmten,  und  den  Abstand  dieser 
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beiden  von   einander,  also  insgesamt  2n  —  3  Abstände,  so  sind  da- 
durch offenbar  alle  Entfernungen  'festgelegt. 

Auf  die  hier  mehrfach  und  auch  schon  in  §  2  erwähnten  Sätze 
aus  der  Theorie  der  vollständigen  Systeme  werden  wir  an  einer 
späteren  Stelle  kurz  zurückkommen.  Hier  genüge  für  den  Leser, 
der  die  Theorie  derselben  nicht  kennt,  die  Bemerkung,  dass  die 
obigen  und  die  weiter  unten  vorkommenden  Systeme  von  Differential- 
gleichungen sogenannte  vollständige  Systeme  sind,  und  dass  ein  aus 
r  Gleichungen  bestehendes  (r-gliedriges)  vollständiges  System  mit  n 
unabhängigen  Veränderlichen  n  —  r  von  einander  unabhängige  Lö- 
sungen besitzt,  sodass  jede  andere  Lösung  derselben  eine  Function  von 
diesen  n  —  r  Lösungen  ist. 

Wir  wollen  nunmehr  ein  anderes  Invariantenproblem  kurz  be- 
sprechen: Wie  überhaupt  bei  jeder  Transformation  (vgl.  §  3  des 
2.  Kap.),  so  wird  insbesondere  bei  jeder  Bewegung  der  Differential- 
quotient oder  die  Richtungscoordinate  y  =  -^  transformiert.  Bei  der 
infinitesimalen  Translation  p  ist  8x  =  dt,  dy  =  0.    Da  nun  allgemein 

^  , SS  dy Sdydx  —  dySdx ddydx  —  dyddx dSy  ,  dSx 

^  dx  dx^  dx^  dx         ^    dx 

ist,   wo   die  Differentiation  nach  x  immer  als  totale  aufzufassen,  also 

~  =  y   zu  setzen  ist,  so  ergiebt  sich  hier  für  y   das  Increment 

dy'=0. 
Ebenso  ergiebt  sich  bei  q 

dy=^0. 

Bei    der    infinitesimalen  Rotation   xq  —  yp   ist    ferner    dx  =  —  ydt, 
dy  =  xdt,  daher 

dy=={l-{-y'')dt 

Bei  der  allgemeinsten  infinitesimalen  Bewegung 

Uf=  l{xq  —  yp)  +  iip  +  vq 

erhalten  wir  ähnlich: 

dy^X{l-\-y')df. 

Wir  nennen  diese  Mitberücksichtigung   der  Transformation  des  Diffe- 
Erweiterungrentialquotienten   die  Erweiterung   der  ursprünglichen  Transformation. 
Bewegung.  Eine  Fuuction  f(x,  y,  y)  erfährt   bei  Uf  das  durch  8t  dividierte  In- 
crement : 

l{xq  —  yp)  +  fti?  +  vg  +  ^(1  +  y'^)  gy ; 
wenn,  wie  immer,  unter  p  und  q  die  Grössen  ö-  und  g-  verstanden 
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werden.     Bezeichnen    wir  ^-j   abkürzend   mit  q .    so   lautet    also    das 
Symbol  der  erweiterten  infinitesimalen  Bewegung   Vf: 
l{xq_  —  y^)  +  fA2?  +  v^  +  A(l  +  y'^)i. 
Eine  Differentialgleichung  i?J*"*°*^ 

O  O  I  Dxffgl.  1.  O. 

^pC^,  2/,  2/')  =  0 
bleibt  bei  allen  infinitesimalen  Bewegungen  invariant,  wenn  bei  den- 
selben  g?   stets   einen   Zuwachs   erhält,   der   vermöge  fp{x,  «/,  2/')  =  0 
verschwindet.    Wir  dürfen  annehmen,  diese  Differentialgleichung  g?  =  0 

liege  in  •  aufgelöster  Form  y  -  -  ci{x,  y)  =  0  vor,   sodass  -^ y  ^ ^  ^ 

alle  drei  frei  von  y  sind.  Wir  verlangen  nun,  dass  für  alle  Werte 
von  A,  fi,  V : 

verschwinde  vermöge  g?  =  0.     Es  müssen  also  einzeln 

Ijp    1?    -K -^  —  w  ^ -I- ri  4- 7/2^ -^ 

dx'      dy'     '^  dy       ^  dx  ^  ^^  ^  ^  J  dtj 

verschwinden,  wenn  darin  für  y  der  aus  (p  =  0  folgende  Wert  ein- 
gesetzt wird.  Die  beiden  ersten  Ausdrücke  enthalten  aber  y  gar 
nicht.     Es  muss  also  überhaupt 

^ -_Q       ^qp Q 

8x  '      dy 

sein,   d.  h.  q)  enthält  nur  y.     Der  dritte  Ausdruck  reduciert  sich,  da 

K-—  ^  1  angenommen  werden  durfte,   einfach  auf  1  -\-  y'^.     Er  soll 

verschwinden,  d.  h.  y  ist  gleich  +  i.  Demnach  ergeben  sich  als  die 
beiden  einzigen  bei  allen  infinitesimalen  Bewegungen  invarianten  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  diese  beiden: 

y==  h    y  =  —  i- 

Sie  bleiben  aber  auch  bei  jeder  endlichen  Bewegung: 

x^=  X  cos  a  —  y  ain  a  -\-  a,    y^  =  x  sin  a  -{-  y  cos  a  -{-  6 

invariant,  denn  hier  ist  der  neue  Differentialquotient  (vgl.  §  3  des 
2.  Kap.): 

/ dy^  dx  •  sin  cc  -{-  dy  •  cos  a         sin  a  -f-  y  cob  a 

"^  dXi         dx  •  cos  a  —  dy  •  sin  cc         cos  a  —  y  sin  a 

Ist  aber  t/'=  +  i,  so  wird  hiernach  auch  yi==  +  i 
Die  erhaltenen  Gleichungen 

y  =  +  i 
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sind  die  Differentialgleichungen  zweier  Parallelenseharen,  die  freilich 
imaginär  sind : 

X  -\-  iy  =  Const.,     x  —  iy  =  Const. 

Jede   besitzt  einen   unendlich  fernen  Punkt.     Unser  Ergebnis   ist  also 

dies:     Bei  allen  Bewegungen   bleiben   zwei  unendlich  ferne  imaginäre 

Punkte  in  Ruhe.     Dies  sind  eben  jene  Punkte,  in  denen  alle  Kreise 

Kreis-     (jer  Ebene    die  unendlich  ferne  Gerade  treffen,  die  sogenannten  Kreis- 

puiikte.  '  '-' 

punkte,  von  denen  schon  gelegentlich  die  Rede  war.  Dass  kein  Punkt 
im  Endlichen  bei  allen  Bewegungen  in  Ruhe  bleibt,  ist  leicht  einzu- 
sehen. 

Man  kann  umgekehrt  alle  projectiven  Transformationen  aufsuchen, 
welche  die  Kreispunkte  in  Ruhe  lassen.     Offenbar  muss  eine  solche  die 
unendlich  ferne  Gerade  invariant  lassen,  also  zunächst  die  Form  haben: 
x^  =  a^x  +  \y  +  Ci,     y^  =  a.^x  +  \y  +  Cg. 

Sie  soll  X  -\^%y  =  Const.  wieder  in  x^  +  iy^  =  Const.  überführen. 
Daraus  folgt,  dass  sie  die  Form  hat: 

Xi  =  q(x  cos  a  —  «/  sin  a  +  a),     Vi  =  Qi^  sin  «  —  y  cos  a  -f-  b). 

Ist  insbesondere  q  =  1,  so  ist  sie  eine  Bewegung.  Bei  beliebigem 
Werte  der  Constanten  q  dagegen  stellt  sie  eine  sogenannte  Ähnlich- 
keitstransformation dar,  die  alle  Figuren  in  ähnliche  verwandelt. 

Wir  heben  noch  hervor,  dass  die  Gruppe  der  Bewegungen  auch 
als  die  Gruppe  aller  Transformationen  des  Cartesischen  Coordinaten- 
systems  bezeichnet  werden  kann,  bei  denen  keine  ümklappung  des 
Axenkreuzes  eintritt. 

Bei  der  allgemeinen  infinitesimalen  Bewegung 

Uf^X{xq  —  yp)  -\r  {tp  -\-  vq_ 
erfährt  auch  der  zweite  Differentialquotient  y"  einen  Zuwachs.     Es  kommt: 

„  „ „  dy  ddy'dx  —  dy'dSx dSy  „  dSx 

^  dx  dxf  dx         ^      dx  ' 

also,  da 

8y'=  l{\  +  y'')8t,     öx  =  {— Xy -\-  fi)St 
ist: 

dy'=  3XyY^t, 
sodass  eine  Function  f(x,  y,  y\  y")  den  durch  8  t  dividierten  Zuwachs 

i{xq  —  yp)  +  f*p  +  vg  +  ^(1  +  (i^)q  +  "^ly'y'i' 

7\  -f 

ErwJterungßJ'fä^^tj   wenn  q' ^  ö^  ist.     Wir    sind   so   zum   Begriff  der   zweimal   er- 

oiuciT  Inf. 

Bewegung,  weiterten  infinitesimalen  Transformation   Uf  geführt. 
DiffT^T^o  ^^^®  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

^(«j  2/,  y\  y")  =  0 


I 
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bleibt  demnach  bei  jeder  infinitesimalen  Bewegung  invariant,  wenn  für  alle 
Werte  von  X^  (i,  v 

vermöge  cp  ==  0  verschwindet,  also  auch  insbesondere 

dx  ^      8y  ' 

ist,  sobald  darin  für  y"  der  aus  qp  ==  0  folgende  Wert  gesetzt  wird.  Indem 
wir  qo  =  0  in  der  aufgelösten  Form 

«/"—  co(x,  y,  y)  =  0 

voraussetzen  dürfen,  finden  wir,  dass  die  beiden  ersten  Forderungen  über- 
haupt y"  nicht  enthalten  und  mithin  an  sich  erfüllt  sein  müssen.  Sie 
sagen  aus,  dass  cp  frei  von  x  und  y  ist.  Die  letzte  reduciert  sich  danach 
wegen  q)^y" —  «(«/')  auf: 

Sie  giebt  integriert 

„  =  (1  +  y'^)i  .  Const. 

Die  allgemeinste  bei  jeder  infinitesimalen  Bewegung  invariante  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  lautet  demnach,  nach  der  Constanten  aufgelöst: 


y 


(1  +  y'T' 


=  Const. 


Ihre  geometrische  Deutung  lehrt,  dass  jede  dieser  oo^  Differentialgleichungen 
auch  bei  jeder  endlichen  Bewegung  invariant  ist.  Denn  die  linke  Seite  ist 
das  bekannte  Krümmn/ngsmass  und  die  Integralcurven  sind  also  alle  Curven     Krüm- 

'^  ^      mungsmass. 

von  constantem  Krümmungsmass  a,  d.  h.  alle  oo^  Kreise  mit  dem  Eadius  —  • 
Natürlich  führt  jede  endliche  Bewegung  jeden  solchen  Kreis  in  einen  eben- 
solchen  über.    Die  Grösse — -j  ist  somit  bei  jeder  Bewegung  mvariant. 

(1  +  y'V 

Wir  nennen  sie  daher  eine  Differentialinvariante  und  zwar  eine  von  zweiter  Differentiai- 

_     ,  invariante. 

Ordnung. 

Satz   16:     Die  Gruppe   der  Bewegungen  der  Ebene  hesitst  als  einsige 
Differentialinvariante  zweiter  Ordnung  das  Krümmungsmass 

y" 


(1  +  y')^ 


Wir  stellen  es  dem  Leser  anheim,  in  ähnlicher  Weise  die  invarianten  ^^g*"*'^*^ 
Differentialgleichungen    dritter    Ordnung    aufzusuchen.      Man    hat    zu    dem 
Zweck   auch   8y"'   zu  berechnen.     Dann   findet  man  durch  allerdings  nicht 
ebenso    einfache   Rechnung    wie    bisher,    dass   jede    invariante   Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  die  Form  hat: 
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Hier  bedeutet  —  als  reciproker  Wert  des  Krümmungsradius  r  das  invari- 
ante Krümmungsmass,  ds  das  Bogenelement  y\  -j-  y'^dx.  Geometrisch  ge- 
deutet stellt  diese  Gleichung  oo^  Curven  dar,  längs  deren  die  Bogenlänge  s 
ein  und  dieselbe  Function  des  Krümmungsradius  allein  ist.  Offenbar  wird  jede 
solche  Curve  auch  durch  jede  endliche  Bewegung  wieder  in  eine  derartige 
Curve  verwandelt. 

§  4.     Einige  Bemerkungen  über  Untergruppen  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe. 

Die  allgemeine  achtgliedrige  projective  Gruppe  der  Ebene  besitzt 
ausser  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  besprochenen  Gruppen 
noch  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Untergruppen,  wie  wir  schon  be- 
merkten. Ein  allgemeines  Prineip,  vermöge  dessen  man  viele  derselben 
finden  kann,  kann  schon  aus  dem  Bisherigen  abgeleitet  werden: 
Definitionen         ^jg    allgemeine    lineare    Gruppe    kann   definiert   werden    als    der 

der  betracn-  o  ü 

teten  Unter- ijjj^egriff    ^Ucr    proiectiveu    Transformationen,    welche    die    unendlich 

gruppen.  o  j.       «j  /  ^ 

ferne  Gerade  in  sich  überführen,  d.  h.  als  der  Inbegriff  aller  Trans- 
formationen  überhaupt,  welche  die  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung (vgl.  Satz  12  in  §  3  des  2.  Kap.) 

invariant  lassen  und  überdies  jede  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

von  der  Form 

y  =  Const, 

die  ja  eine  Parallelenschar  vorstellt,  wieder  in  eine  solche  (nur  mit 
anderem  Werte  der  Constanten)  verwandeln.  Oder  auch :  Sie  kann 
definiert  werden  als  der  Inbegriff  aller  Transformationen,  welche  die 
Differentialgleichung  aller  Parabeln 

hy""  —  Zyy^  =  0 

invariant  lassen,  wie  wir  oben  in  einer  Anmerkung  ausführten.  (Vgl. 
Satz  3  in  §  1  dieses  Kapitels.) 

Die  specielle  lineare  Gruppe  ferner  kann  definiert  werden  als  der 
Inb6griff  aller  projectiven  Transformationen,  welche  die  Flächeninhalte 
in  gleich  grosse  überführen  (nach  Satz  10  des  §  2). 

Die  Gruppe  der  Bewegungen  endlich  besteht  aus  allen  projectiven 
Transformationen,  welche  die  Entfernung  zweier  beliebiger  Punkte, 
also  eine  gewisse  Function,  ungeändert  lassen. 

In  allen  drei  Fällen  also  sind  die  Gruppen  definiert  dadurch,  dass 
sie  gewisse  Gebilde  in  sich  überführen. 
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Betrachten  wir  entsprechend  alle  projectiven  Transformationen 
Saj  Sb  '  •  • ,  die  irgend  ein  gewisses  Gebilde  F  invariant  lassen. 
Unter  F  mag  ein  Punkt  oder  eine  Gerade  oder  überhaupt  eine  Figur 
oder  auch  eine  oder  mehrere  Differentialgleichungen  oder  endlich  auch 
eine  Function  der  Coordinaten  mehrerer  gleichzeitig  transformierter 
Punkte  verstanden  werden.     Alsdann  ist  in  symbolischer  Bezeichnung : 

(F)Ä«  =  (F),     (F)Sb  =  iF),--'. 
Daher  ist  auch 

in  Worten:  Die  Aufeinanderfolge  zweier  Transformationen  dieser 
Schar    lässt    ebenfalls   F  in  Ruhe    und  gehört  mithin  der  Schar  an. 

Die  Schar  hat  also  die  Gruppeneigenschaft.  Ist  S^  die  zu  Sa  inverse 
projective  Transformation,  so  folgt  aus 

(F)Sa  =  (F)         . 
unmittelbar 

(F)  =  (F)S-' 

d.  h.  auch  S'^  gehört  zur  betrachteten  Schar.  Die  Gruppe  enthält 
folglich  zu  jeder  ihrer  Transformationen  auch  die  inverse.  So  werden 
wir  zu  dem  wichtigen  Principe  geführt: 

Theorem  11:     Die  Schar  aller  projectiven  Transformationen   ^^f'^^- 

J-        "  I  gemeines 

der  Ebene,  welche  eifi  gewisses  Gebilde  in  Ruhe  lassen,  besitgt^^^^^^ 
die    Gruppeneigenschaft.     Die    Transformationen    der   Schar^^^^^*^""- 

■'^■'^  ^  '  '  grappen. 

ordnen  sich  paarweis  als  invers  zusammen. 

Z.  B.    wollen    wir    alle   projectiven   Transformationen    aufstellen,  ^^j'^^^^ 
welche   den   Anfangspunkt   in  Buhe   lassen.     Offenbar  haben   sie   die 
Form : 


^1  —  „  ^  _i_  ?,  «,  _i_  ,.  >    Vi 


Die  Zähler  sind  homogene  lineare  Functionen  von  x  und  y.  Alle  diese 
Transformationen  bilden  eine  Gruppe.  Wenn  man  zwei  derselben  nach 
einander  ausführt,  etwa  die  vorstehende  und  diese: 


^2  «   ^     _L  fi   ./     _L  „    >      ^2  


«3^1    +    ^32/1    +   73  '        ^^  «3^?!    +    ßs^l    +   73  ' 

SO  findet  man  in  der  That,  dass  sich  rCg  und  y^  auch  als  linear  ge- 
brochene Functionen  von  x  und  y  mit  homogenen  Zählern  darstellen. 
Diese  Gruppe  enthält  sieben  Parameter,  auf  deren  Verhältnisse  es 
aber  nur  ankommt,  sodass  nur  sechs  und  —  wovon  man  sich  leicht  über- 
zeugt —  auch  gerade  sechs  wesentlich  sind.  Die  Gruppe  ist  also  eine 
sechsgliedrige  Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene. 

Iiie,  Continuierliche  Gruppen.  8 
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In  schon  öfters  durchgeführter  Weise  könnten  wir  ihre  infinitesimalen 
Transformationen  bestimmen.  Aus  der  allgemeinen  infinitesimalen  pro- 
jectiven  Transformation : 

Uf  =  (a  -\-  ex  -\-  dy  -\-  hx^  ~\-  hxy)p  -\-  (b  -\-  ex  -\-  gy  -{-  hxy  +  ^2/^)3' 

sind  sie  jedoch  schneller  abzuleiten.  Diese  nämlich  lässt  den  Anfangs- 
punkt in  Ruhe,  wenn  die  Incremente  von  x  und  y  für  x  =  y  =  0  ver- 
schwinden, d.  h.  wenn  a  =  h  =  0  ist.  Die  verbleibende  infinitesimale 
Transformation  ist  daher  linear  ableitbar  aus  den  sechs  von  einander 
unabhängigen : 

xp,     yp,    xq,     yq,     x^p  -f  xyq,    xyp  +  y^q. 

Man  bemerke,  dass  die  Klammerausdrücke  zwischen  diesen  sich  auch 
linear  mit  constanten  Coefticienten  aus  ihnen  zusammensetzen  lasseu. 
Ferner  bilden  alle  projectiven  Transformationen,  welche  zwei 
Punkte,  etwa  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Axen,  in  Ruhe  lassen, 
eine  Gruppe.  Dieselbe  muss  die  Geradenschar  x  ==  Const.  ebenso  wie 
die  Schar  y  =  Const,  jede  in  sich  überführen,  d.  h.  sie  hat  die  Form : 
Xi  =  aiX-\rCi,    yi  =  h,y-}-c^ 

und  ist  demnach  viergliedrig.  Ihre  allgemeine  infinitesimale  Transfor- 
mation ist  linear  aus  den  vier  von  einander  unabhängigen 

p,   2;   ^p,   yo.  fl 

ableitbar.  Man  bemerke,  dass  auch  hier  alle  Klammerausdrücke  linear 
mit  constanten  Coefficienten  durch  p,  q,  xp,  yq  ausdrückbar  sind. 

Alle  projectiven  Transformationen,  welche  drei  Punkte,  etwa  den 
Anfangspunkt  und  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Axen  in  Ruhe 
lassen,  bilden  die  zweigliedrige  Untergruppe: 

Xi  =  ax,    t/i  =  by 
mit  den  infinitesimalen  Transformationen 

xp,    yq. 
Hier  ist  {xp,  yq)  ^0. 

Ebenso  bilden  alle  projectiven  Transformationen,  welche  zwei 
Geraden,  z.  B.  die  beiden  Axen,  invariant  lassen,  eine  leicht  aufzu- 
stellende viergliedrige  Gruppe,  deren  allgemeine  infinitesimale  Trans- 
formation sich  linear  aus 

xp,     yq,    x^p  i-  xyq,     xyp  -j-  y^q 

zusammengesetzt.  Auch  hier  gilt  die  die  Klammerausdrücke  betreffende 
Bemerkung  wie  in  allen  bisherigen  Beispielen, 

A.lle  projectiven  Transformationen,  die  einen  Kegelschnitt,  z.  B.  die 
Parabel 
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in  sich  überführen,  bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe,  deren  allgemeinste 
infinitesimale  Transformation  sich  nach  §  4  des  3.  Kap.  linear  aus 

p  +  xq,     xp  +  2yq,     {x^  —  y)p  +  xyq 

ableiten  lassen.     Man   mache   auch  hier  die  Probe  mit  den  Klammer- 
ausdrücken. 

Man  könnte  so  viele  Untergruppen  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  aufstellen.  Eine  vollständige  Bestimmung  aller  Untergruppen 
derselben  werden  wir  in  der  zweiten  Abteilung  durchführen. 


Kapitel  5. 

Die  allgemeine  projective  Oruppe  der  geraden  Linie  und  die  lineare 
homogene  Gruppe  der  Ebene. 

Schon  in  §  2  des  1.  Kap.  haben  wir  von  den  projectiven  Trans- 
formationen der  Geraden  in  sich  gesprochen.  Jetzt  kommen  wir  darauf 
zurück :  Wir  werden  in  diesem  wichtigen  Kapitel  alle  projectivefi 
Gruppen  der  Geraden  mit  paarweis  inversen  Transformationen  aufstellen 
und  genau  untersuchen. 

Das  gegenwärtige  Kapitel  unterscheidet  sich  also  von  dem  vor- 
hergehenden wesentlich  dadurch,  dass  es  nicht  wie  jenes  nur  Übungs- 
stoff  darbietet,  sondern  vielmehr  die  unentbehrliche  Grundlage  für 
manche  künftige  Betrachtung  bildet. 

Zum  Schluss  betrachten  wir  die  zur  Gruppe  der  Geraden  in  enger 
Beziehung  stehende  lineare  homogene  Gruppe  in  zwei  Veränderlichen. 

%  1.     Die    dreigliedrige    projective    Gruppe    der   Geraden    und    ihre 
eingliedrigen  Untergruppen. 

Nach  §  2  des  1.  Kap.  stellt  die  Gleichung  Projective 

Transf.  der 
nf  J-  h  Geraden. 

(1)  X,  =  ^^, 

eine  allgemeine  projective  Transformation  der  geraden  Linie  in  sich 
dar.  Hierbei  sollen  die  Punkte  der  Geraden  durch  ihre  —  positiven 
oder  negativen  —  Abstände  x,  x^  von  einem  Nullpunkte  auf  der 
Geraden  bestimmt  sein.  Wenn  man  eine  allgemeine  projective  Trans- 
formation der  Ebene  betrachtet,  welche  die  a;-Axe  in  Ruhe  lässt,  so 
sieht  man  ohne  Mühe,  dass  die  Punkte  dieser  Axe  durch  eine  Trans- 

8* 
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formation  von  der  Form  (1)  in  einander  übergeführt  werden.  Die 
Gleichung  (1)  stellt  übrigens  nur  dann  eine  wirkliche  Transformation 
dar,  wenn  sie  auch  umgekehrt  nach  x  auflösbar  ist,  wenn  also  x 
rechts  wirklich  vorkommt,  d.  h.  wenn  die  Determinante 


ist.     Dies  setzen  wir  daher  immer  voraus. 


a    h 
c    d 


der^ibrn  ^^^^  projectivcu  Transformationen  der  Geraden  bilden  eine  Gruppe, 

denn  wenn  nach  (1)  die  Transformation 

2         Ci  «1  +  dl 

ausgeführt  wird,  so  ergiebt  sich  als  die  Transformation,  welche  der 
Aufeinanderfolge  beider  äquivalent  ist,  durch  Elimination  des  Zwischen- 
wertes x^  folgende: 

(Oj  a  +  *i  <^)^  H-  («1  &  +  6i  aO 


Xa    — — 


(Cj  a  -\-  d^  c)x  -\-  {c^b  -{-  d^  d) 


Sie  hat  aber  wieder  die  Form  (1),  wie  zu  beweisen  war.  Auch  ist 
die  Auflösung  von  (1)  nach  x  eine  prqjective  Transformation,  die  zu 
(1)  inverse: 

X  = ^— ' 

cXi  —  a 

Ferner  stimmen  zwei  Transformationen  von  der  Form  (1)  nur  dann 
überein,  wenn  die  Verhältnisse  der  Constanten  a,  h,  c,  d  bei  der  einen 
gleich  den  entsprechenden  Verhältnissen  dieser  bei  der  andern  sind. 
Von   den  vier  Parametern  a,  h,  c,  d  sind  also  gerade  drei  wesentlich. 

Theorem  12:  Alle  pro jectiven  Transformationen  der  geraden 
Linie  in  sich  bilden  eine  continuierliche  Gruppe  mit  paarweis 
inversen  Transformationen. 

Wir  bemerken  noch  wie  in  §  2  des  1.  Kap.,  dass  die  Beziehung  (1) 
zwischen  x  und  x^  auch  in  Form  einer  bilinearen  Relation 

(1')  cxXi  -J-  dxi  —  ax  —  &  =  0 

geschrieben  werden  kann. 

projective  Nehmen  wir  irgend  welche  drei  Punkte  (x'),  ix"),  (x'"^  an  und 

Transf.,  die  &  .... 

drei  Punkte  iintersuchen  wir,  ob   es  eine  projective  Transformation  giebt,  die  sie 
andere  über- in   ^xe\  beliebig,    aber  bestimmt  gewählte  Punkte  (x^),   (^i')>    C^i") 
der  Geraden  überführt.     Es  fragt  sich  also,  ob  man  a,  h,  c,  d  so  be- 
stimmen kann,  dass  gleichzeitig  nach  (!') : 
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(2) 


xa   -\-'h  —  xx^c     —  x^d    =  0, 
x"a  -f-  &  —  x'xi'c   —  Xj^'d  =  0, 
\x  a  -\-o  —  X  Xi   c  —  iCi   a  =  ü 


wird.    Dividiert  man  durch  c,  so  erhält  man  drei  lineare  Gleichungen 


für  — ,  — ,  —  mit  der  Determinante 
c '    c'   c 


X       1 
x"      1 

x"     1 


—  X, 


30     ^"^  »V        Ou-i 


Ob     ^~"  00        tX/t 


Diese  Gleichungen  lassen  sich  stets  befriedigen,  es  sei  denn  die  Deter- 
minante Null.  Tritt  letzteres  ein,  so  nehmen  wir  in  (2)  c  =  0  an  und 
erhalten  drei  homogene  Gleichungen  in  a,  6,  d  mit  verschwindender 
Determinante,  deren  zweireihige  Unterdeterminanten  nicht  sämtlich 
verschwinden,  sobald  keine  zwei  der  Coordinaten  x,  x",  x"  und  auch 
keine  zwei  der  Coordinaten  x^,  x^',  x^"  einander  gleich  sind.  Die 
Verhältnisse  von  a,  6,  c,  d  lassen  sich  also  auch  dann  eindeutig  bestimmen. 

Satz  1 :  ^s  gieht  stets  eine  und  nur  eine  projective  Transformation, 
die  drei  getrennte  PunJcte  der  Geraden  in  irgend  drei  getrennte  Punkte  auf 
ihr  überführt. 

Dass  hier  die  Determinante  ad  —  hc  wirklich  verschieden  von 
Nullwird,  liegt  darin,  dass  die  Transformation,  wenn  ad' — bc  =  0 
wäre,  alle  Punkte  in  denselben  Punkt  überführen  würde. 

Setzt  man  insbesondere  a;/  =  x',  x"  =  x",  x^"  =  x" ,  so  reducieren 
sich  die  Gleichungen  (2)  auf  diese : 

X   {a—  ä)-\-})  —  x'^c  =  0, 
x   {a  —  ^)  +  &  —  x"^c  =0, 

deren  Determinante 

X       \     —  x^    \ 

x'     1     —x'^   \^{xi—x){x'—x"){x"-x') 

x'"     1     _  x'"^  j 

nicht  verschwindet,  solange  keine  zwei  der  Punkte  {x'\  {x"),  (a/")  zu- 
sammenfallen. Es  folgt  also  a==  d,  6  =  0,  c  =  0;  (1)  reduciert  sich 
mithin  auf  die  identische  Transformation  x  =  x. 

Satz  2:  Die  einzige  projective  Transformation,  die  drei  getrennte 
PunJcte  der  Geraden  in  Buhe  lässt,  ist  die  identische. 

Man   kann   fragen,    ob    bei    einer  Transformation   (1)    überhaupt  invariante 

°       '  ...  Punkte. 

Punkte    in  Ruhe    bleiben.     Dass    es    nicht   mehr    als   zwei  invariante 
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Punkte  geben  kann,  ist  sicher.  Der  Punkt  (x)  bleibt  nur  dann  bei 
(1)  oder  (!')  in  Ruhe,  wenn 

cx^  -\-  {d  —  a)x  —  &  =  0 
ist.     Dies  ist  für  x  eine  quadratische  Gleichung. 

Ist  c  =4=  0,  so  hat  sie  zwei  endliche  Wurzeln  x,  die  aber  zusammen- 
fallen können.  Es  giebt  also  dann  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  ge- 
trennte   oder   zusammenfallende   invariante    Punkte.     Ist   c  =  0    und 

a  =i^  d,  so  haben  wir  einen  invarianten  Punkt  x  ==  -^^ — ;  ist  gleich- 
zeitig a  ==  d,  so  giebt  es,  da  dann  &  =j=  0  sein  muss,  weil  (1)  sonst 
die  Identität  wäre,  keinen  invarianten  Punkt. 

Diese  Ausdrucksweise  ist  nicht  ganz  correct.  Es  giebt  nämlich 
unter  Umständen  einen  unendlich  fernen  invarianten  Punkt,  denn  der 
Bruch  (1)  wird  für  a;  =  cx5  ebenfalls  unendlich  gross,  sobald  c  ==  0 
ist.  Dann  also  wird  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Geraden  in  sich 
übergeführt,  er  ist  invariant.  Wir  können  dies  auch  so  einsehen : 
Benutzen  wir  den  reciproken  Wert  der  Abscissen  x,  x^  als  Coordi- 
naten  |,  1^,  führen  wir  also   die  projective  Transformation  aus: 


so  kommt  statt  (1): 


5i  — 


Ist  c  4=  0?  so  folgt  für  I  =  0  ein  von  Null  verschiedenes  ^^ .  Dagegen 
wenn  c  =  0  ist,  so  wird  mit  |  =  0  auch  1^  ==  0.  Dabei  ist  |  =  0 
Doppelwurzel  der  Gleichung 

1=      dg 


«  +  &!' 

sobald  a  =  d  ist.  |  =  0  und  l^  =  0  stellen  aber  den  unendlich  fernen 
Punkt  o;  ==  cx)  oder  ic^  =  oo  der  Geraden  dar.  Im  Falle  c  =  0  und 
a  =  d  hat  man  ihn  also  als  einen  doppelten  invarianten  Punkt  auf- 
zufassen. 

Satz  3:  Eine  projective  Transformation  der  Geraden  lässt,  sobald 
sie  nicht  nur  die  Identität  ist,  gerade  zwei  Punkte  invariant,  die  unter 
Umständen  zusammenfallen  Jcönnen. 

Inf.  project.         Die  Gruppe  aller  Transformationen  (1)  besitzt,    wie    wir   wissen. 
Geraden,  die  identischc  Transformation,  die  sich  ergiebt,  wenn  in  (1)  a  =  d  und 
&  ==  c  ==  0  gesetzt  wird.     Wählen  wir 

a  =  af,-\-adt,    h  =  hdt,    c  =  cdt,    d  =  aQ-\-hdt,     (a^  4=  0), 
so   erhalten   wir    also  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  der 
Grujjpc : 
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,  .  _  (a,-\-adt)x+b8t 

W  ^1  cStx  +  ao  +  iSt  ' 

Offenbar  kann  ohne  Schaden  üq  =  1  gesetzt  werden.     Da  ferner 


cStx  -\-l-\-bät 
ist,  so  folgt: 

x^=.(x-\-  (ax  +  h)dt){l  —  {ex  +  r>)dt  H ) 

==  X  -{-  (ax  +  B  —  cx^  —  hx)dt  +  •  •  •, 

sodass  X  den  Zuwachs  erhält: 

dx  =  {h  +  (a  —  h)x  —  cx^)dt  H . 

Das  Glied  erster  Ordnung  verschwindet  hier  nur  dann,  wenn  a  =  b, 
b  =  c  =  0  ist.  Dann  aber  reduciert  sich  die  infinitesimale  Transfor- 
mation (3)  auf  die  Identität.  Also  kann  in  einer  wirklichen  infini- 
tesimalen Transformation  das  unendlich  kleine  Glied  erster  Ordnung 
nicht  Null  sein;  es  ist  daher  stets  gestattet,  die  unendlich  kleinen 
Glieder  höherer  Ordnung  diesem  gegenüber  zu  vernachlässigen.     Wir 

setzen  also: 

dx  =  (h-^  (a  —  h)x  —  cx')dt 

oder,  bei  anderer  Bezeichnung  der  Constanten: 
dx-=-(a-^  ßx-\-  yx^)8t. 
Das  Symbol  dieser  infinitesimalen  Transformation  ist 

Uf={a  +  ßx-^y^)p. 
Also  folgt: 

Satz  4:     Die  allgemeine  infinitesimale  projective  Transformation  der 
Geraden  ist  linear  ableitbar  atis  den  dreien: 

p,    xp,    x^p. 
Demnach    giebt    es,    da    es    nur    auf   die    Verhältnisse    der    Con- 
stanten a,  ß,  y  ankommt,   gerade  oo'  infinitesimale  projective  Trans- 
formationen der  Geraden. 

Die  Aufsuchung    der   invarianten  Punkte    bei   vorgelegter  infini- 
tesimaler projectiver  Transformation 

Uf=ia-{-ßx-j-yx')p 
wollen    wir   hier  besonders  erwähnen:     Die  Function  a -{- ßx -\- yx^ 
ist  quadratisch,    wenn  y  =f=  0  ist,    und  zerfällt  dann  in   zwei  lineare 
Pactoren.     Sind  diese  verschieden,  so  hat   Uf  die  Form 

y{x  —  m)(x  —  n)p     (m  =j=  n). 
Offenbar  lässt  dann  Uf  die  Funkte  x  =  m  und  a;  =  w  in  Ruhe.    Sind 
die  Factoren  gleich,  so  hat  üf  die  Form 
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y{x  —  mf'p 
und  lässt  im  Endlichen  sicher  nur  den  Punkt  a;  =  m  in  Ruhe.   Um  auch 
das  Unendlichferne   zu  untersuchen,  führen  wir  |  =  —  als  Variabele 
ein  und  erhalten  als  Symbol; 

Für  1  =  0  oder  a?  =  oo  ist  dies  nicht  Null,  also  ist  der  unendlich 
ferne  Punkt  nicht  invariant,  x  =  m  ist  vielmehr  doppelt  zählender 
invarianter  Punkt  im  Endlichen, 

Wenn  nun  y  =  0  ist  und  |3  =|=  0,  so  hat  TJf  die  Form : 

und  lässt  den  Punkt  x  =  m  invariant.    Für  |  =  —  kommt  das  Symbol 

das  für  I  =  0  oder  x==  <X)  verschwindet.  Daher  ist  auch  der  un- 
endlich ferne  Punkt  invariant. 

Wenn  endlich  y  =  /3  =  0  ist,  so  bleibt 

und  diese  infinitesimale  Translation  lässt  keinen  im  Endlichen  gelegenen 
Punkt  in  Ruhe,  wohl  aber  den  doppelt  zu  zählenden  unendlich  fernen. 

Eügi.  proj.  Jede    dieser  infinitesimalen  projectiven  Transformationen  erzeugt 

zeugt  von  nun,  wie  wir  beweisen  werden,   eine  eingliedrige  Gruppe  von  projec- 
Traneform.  tivcu  Transformationen.     Wir  werden  die  verschiedenen  Möglichkeiten 

einzeln  behandeln. 
Erster  Fall.         Es  seieu  mnöchst  jene  beiden  Pactoren  von  einander  verschieden, 
also  —  da  es  auf  einen  Zahlenfactor  nicht  ankommt: 
Vf^ix  —  'm){x  —  n)^, 

wo  m=^n  ist.  Uf  lässt  die  Punkte  x  =  m  und  x  *=  n  und  sonst 
keinen  Punkt  in  Ruhe.  Es  ist  sehr  leicht,  alle  endlichen  projectiven 
Transformationen   aufzustellen,   welche   eben  diese   beiden  Punkte  in 

Ruhe  lassen.     Ist  nämlich 

ax  -\-  b 
^       ex  -\-  d 

eine  solche  und  eliminiert  man  x  aus  dem  Bruche 


X  —n  ' 
indem  man  x^  einführt,  so  erhält  man  eine  lineare  gebrochene  Function 
von  Xj^ .     Setzt  man  x  ==  m,  so  ist  der  Bruch  Null.     Da  für  x  =  m 
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auch  x^  =  m  sein  soll ,  so  muss  also  der  neue  Bruch  ebenfalls  für 
x^  =  m  verschwinden,  d.  h.  sein  Zähler  muss  ein  Vielfaches  von  x^  —  m 
sein.  Entsprechend  ist  sein  Nenner  ein  Vielfaches  von  Xi  —  n.  Wir 
sehen  also,  dass  bei  jeder  projectiven  Transformation,  welche  die  ge- 
trennten Punkte  im)  und  (n)  invariant  lässt,   eine  Gleichung  besteht 

von  der  Form: 

^  .  N  ajj  —  m X  —  m 

^  ^  Xi  —  n         ^  X  —  n' 

aus  der  sich  also  die  Transformation  in  der  gewöhnlichen  Form  durch 
Auflösen  nach  x^  ergiebt. 

Hierin  tritt  nur  eine  willkürliche  Constante  q  auf.  Es  ergeben 
sich  also  gerade  cx)^  Transformationen  der  gesuchten  Art.  Dieselben 
bilden  für  sich  eine  Gruppe,  denn  die  Aufeinanderfolge  zweier  dieser 
Transformationen  lässt  auch  die  Punkte  (ni)  und  (n)  in  Ruhe  und 
gehört  daher  ebenfalls  zu  diesen  oo^  Transformationen.  Auch  enthält 
diese  Gruppe  zu  jeder  ihrer  Transformationen  die  inverse,    die  man 

dadurch  findet,  dass  man  statt  p  den  Wert  —  setzt.    Wir  haben  somit 

die  allgemeinste  projective  Gruppe  construiert,  welche  zwei  getrennte 
Punkte  (m)  und  (n)  in  Ruhe  lässt. 

Es  lässt  sich  umgekehrt  leicht  bestätigen,  dass  unsere  eingliedrige 
Gruppe  von  der  infinitesimalen  Transformation  • 

Uf^(x  —  m)  (x  —  n)p 

erzeugt  wird.  Die  endlichen  Gleichungen  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf 
findet  man  ja  durch  Integration  der  Differentialgleichung 

(5)  7 ^ Ä  =  ^i 

unter  der  Bedingung,  dass  sich  x^  für  ^  ==  0  auf  x  reduciere.  Die 
Differentialgleichung  (5)  aber  lässt  sich  so  schreiben: 

_dx, dx^  ^(m-  n)dt 

Xi  —  m        Xi  —  n         ^  ^ 

und  besitzt  daher  die  Integralgleichung: 

log  -^-^ —  =  (m  —  n)t  -\-  Const. 

oder,  da  die  linke  Seite  sich  für  ^  =  0  auf  log reducieren  soll : 

'  ^  X—  n 

log  ^^  =  (m  -  w)i  +  log  ^^^, 


d.  h.: 


_i —  ß{Tn — n)t  


Zweiter 
Fall. 
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Diese   Gleichung   hat  in  der  That  die   Form  (4).     Nur  ist  statt  des 
Parameters  q  der  Parameter  t  gebraucht,  indem  (m  —  n)t  =  log  q  ist. 
Es  hat  sich  also  ergehen,  dass  die  infinitesimale  projective  Trans- 
formation 

Uf^  {x  —  m){x  —  n)p 

eine  eingliedrige  projective  Gruppe  erzeugt,  deren  endliche  Gleichung 
man  durch  Auflösen  der  letzten  Gleichung  nach  t  erhält.  Diese  Auf- 
lösung giebt: 

Implicite  haben  wir  hiermit  auch  bewiesen,  dass,  wenn  eine  infinitesi- 
male projective  Transformation  Vf  zwei  getrennte  Punkte  x  =  m  und 
X  =  n  invariant  lässt,  diese  Punkte  auch  bei  jeder  von  üf  erzeugten 
endlichen  Transformation  in  Ruhe  bleiben.  Dies  hätte  auch  aus  einem 
allgemeinen  Satze  gefolgert  werden  können,  den  wir  an  anderer  Stelle 
bewiesen  haben*). 

Es  mögen  zweitens  die  linearen  Factoren  des  in  Uf  vorkommenden 
quadratischen  Ausdruckes  übereinstimmen: 

Uf"^  (x  —  myp. 

»Hier  ist  die   directe  Integration  der  Differentialgleichung,   welche  die 
von  Uf  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  bestimmt,  nämlich  der  Gleichung  : 


(6) 
sehr 

einfach. 

E 

s  kom 

,mt: 

{^1 

1 

'-'       ==  dt, 

—  my            ' 

/    1     nnnqf 

h  — 

m              ' 

oder, 

da  sich 

X, 

für  t 

=  0 

auf 

X  reducieren  soll : 

endlich : 

1 

=  -'  -    t 

X  —  m 

oder 

x^ 

—  m 

(i  —  mt)x  4-  }«'< 
^  —  tx  -\-  1  -\-  mt 

In  der  That  sind  diese  oo^  Transformationen  projectiv. 

Wir  hätten  auch  so  vorgehen  können :     Uf  lässt  nur  den  Punkt 
X  =  m  in  Ruhe.    Fragen  wir  vorerst  nach  allen  endlichen  projectiven 

Transformationen 

ax  -{-  b   . 

welche  auch  nur  den  Punkt  x  =  m  m  Ruhe  lassen.    Der  Bruch  

X  —  m 


*)  „Diffgln.  m.  inf.  Trf.",  S.  70. 
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wird  vermöge  einer  solchen  Transformation  in  eine  linear  gebrochene 

Function  von  x,  verwandelt.     Da  — iür  x  =  m  unendlich   gross 

wird,  und  da  dem  Wert  x  =  m  der  Wert  x^  =  m  zugehört,  muss  der 
Nenner  des  neuen  Bruches  ein  Vielfaches  von  x^  —  m  sein.    Sei  also : 

1      axi  +  Q 

X  —  m        a^i  —  m 

Diese  Gleichung,  welche  die  obige  Gleichung  der  Transformation  ersetzt, 
soll  nun  für  x  =  x^  die  Doppel wurzel  m  haben.  Dies  aber  tritt  dann 
und  nur  dann  ein,  wenn 

1  ==  6m  +  Q, 
d.  h. 

m 
ist,  sodass  kommt: 

^        ^  (1  —  9)Xi  +  gw 
X  —  m  m{Xi  —  m) 

oder,  wenn mit  p  bezeichnet  wird : 

(7)  -^—  =  ~^—  +  Q. 

In  dieser  Form  sind  also  alle  endlichen  projectiven  Transformationen 
enthalten,  die  nur  den  einen  Punkt  x  =  m  invariant  lassen. 

Alle  diese  oo^  projectiven  Transformationen  bilden  eine  Gruppe, 
denn  zwei  solche  Transformationen  lassen  nach  einander  ausgeführt 
ebenfalls  nur  den  Punkt  (m)  in  Ruhe.  Die  zur  obigen  inverse  Trans- 
formation ergiebt  sich,  wenn  q  durch  —  q  ersetzt  wird.  Soll  nun, 
was  wir  zu  beweisen  wünschen,  diese  Gruppe  die  von 

üf^^{x  —  mfjß 

erzeugte  sein,  so  ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  dass  p  diejenige 
Function  von  t  ist,  für  welche  die  Gleichung  (7)  die  Integralgleichung" 
von  (6)  wird.     Aus  (7)  aber  folgt  durch  Differentiation  nach  t: 

dxi  , 

also  wegen  (6): 

dg  =  —  dt, 

Q  =  —  t  -\-  Const. 
oder,  da  sich  (7)  für  ^  =  0  auf  die  Identität  reducieren  soll : 

Wir  kommen  also  in  der  That  zu  der  schon  vorher  abgeleiteten  end-. 
liehen  Gleichung : 

-i -•    -t. 

Xi  —  m        X  —  m 
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Dritter  Fau.         Sei   drittens   der    in  Uf  auftretende  Ausdruck  nicht  quadratisch, 
sondern  nur  linear,  also : 

üf^  (x  —  m)p. 

Hier  liefert  die  Integation  der  Differentialgleichung 

(8)  -^^i-  =  dt 

sofort : 

x^  —  m  ==  e'  •  Const. 

oder,  da  Xi  =  X  für  ^  =  0  sein  soll : 

Xj^  —  m  =  e^(x  —  m) 
oder  auch 

x^  =  (x  —  ni)e*  -\-  m, 

-Dies  sind  wieder  projective  Transformationen.  Um  auch  den  anderen 
Weg  einzuschlagen,  fragen  wir  nach  allen  endlichen  projeetiven  Trans- 
formationen, welche  wie  üf  den  Punkt  (m)  und  den  unendlich  fernen 
Punkt  in  Ruhe  lassen.  Eine  solche,  die  den  unendlich  fernen  Punkt 
in  Ruhe  lässt,  hat  nach  dem  Früheren  allgemein  die  Form: 

Xj^  =  QX  -{-  6. 
Für  X  =  m  soll  Xj^  ==  m  werden.    Es  ist  daher  <?  =  (1  —  Q)m  und  es 
kommt: 

(9)  Xj^  —  m  =  q(x  —  m). 

Diese  Gleichung  stellt  oo^  endliche  paarweis  inverse  projective  Trans- 
formationen dar,  die  eine  Gruppe  bilden.  Um  zu  beweisen,  dass  diese 
Gruppe  von  üf^  (x  —  m)p  erzeugt  wird,  ist  nur  noch  zu  zeigen,  dass 
sich  Q  so  als  Function  von  t  wählen  lässt,  dass  (9)  die  Integral- 
gleichung von  (8)  wird.  Dies  aber  leistet  die  Annahme  q  =  e',  wo- 
durch wir  zu  der  vorher  gefundenen  endlichen  Gleichung  gelangen. 

Vierter  Fall.         Viertem  endlich  sei 

üf  =  p. 

Hier  erhalten  wir  die  eingliedrige  projective  Gruppe 

x^  ==  X  -\-  t 
aller  Translationen. 

Wir  bemerken  nun  noch,  dass  jede  endliche  projective  Transfor- 
mation, wie  in  Satz  3  gesagt  wurde,  zwei  Punkte  invariant  lässt.  Sie 
gehört  daher  sicher  irgend  einer  und  nur  einer  unserer  eingliedrigen 
Gruppen  an. 

Demnach  können  wir  das  Theorem  aussprechen: 
wgebnis.  TheorBiii  13  :  Die  von  einer  infinitesimalen  projeetiven  Trans- 

formation der  Geraden  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  besteht  aus 
lauter  projeetiven  Transformationen.     Die  Gruppe   aller  pro- 
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jectiven  Transformationen  der  Geraden  zerfällt  demnach  in 
cx)2  eingliedrige  Untergruppen  mit  paarweis  inversen  Trans- 
formationen. Jede  endliche  projective  Transformation  der  Ge- 
raden gehört  einer  und  nur  einer  derselben  an. 

Insbesondere  bat  sieb  ergeben: 

Satz  5 :  Jede  eingliedrige  projective  Gruppe  der  Geraden  mit  paar- 
weis inversen  Transformationen  besteht  aus  allen  projectiven  Transfor- 
mationen, welche  gerade  zwei  gewisse  Punkte  invariant  lassen  ^  die  auch 
zusammenfallen  können. 

Dadureb,  dass  wir  auf  die  infinitesimale  Transformation  Uf  eine 
passende  projective  Transformation  ausüben,  können  wir  immer  er- 
reicben,  dass  der  eine  bei  Uf  invariante  Punkt  ins  Unendlicbferne 
rückt.     Der  Punkt  x  =  m  z.  B.  wird  durch 

1 

X  = 

X  —  m 

ins  Unendlicbferne  transformiert.  Lässt  Uf  zwei  getrennte  Punkte  in 
Ruhe,  deren  einer  dann  also  unendlich  fern  liegt,  so  hat  Uf  die  Form 
(x  —  n)p  und  kann  durch  die  projective  Transformation  x'=  x  —  n 
auf  die  Form  xp  gebracht  werden.  Lässt  Uf  den  doppelt  zählenden 
unendlich  fernen  Punkt  invariant,  so  hat  sie  die  Form  p. 

Bezeichnen   wir  nun  noch  diejenigen  Untergruppen  der  dreiglied- 
rigen projectiven  Gruppe  der  Geraden  als  mit  einander  innerhalb  dieser  ^^If^^' 
Gruppe  gleichberechtigt,  welche  durch  Ausführung  irgend  einer  projec-    ^^^^r- 
tiven   Transformation    der    Geraden    in    einander   übergeführt   werden 
können,  so  können  wir  also  sagen : 

Theorem  14:    Jede  eingliedrige  Untergruppe  der  allgemeinen '^^IF^^f' 
projectiven  Gruppe  der  Geraden  mit  paarweis  inversen  Trans-    unter- 

s:        o  -tx  JT  gruppen. 

formationen  ist  innerhalb  dieser  Gruppe  gleichberechtigt  mit 
einer  der  beiden  Untergruppen: 


xp 

p 

Dass   diese  beiden  nicht  in  einander  überführbar  sind,  liegt  auf 
der  Hand. 

§  2.     Die  zweigliedrigen  Untergruppen  der  allgemeinen  projectiven 

Gruppe  der  Geraden. 

Wir  fragen  nunmehr  nach  allen  zweigliedrigen  Untergruppen  der  zweigUedr. 
allgemeinen    projectiven   Gruppe    der   Geraden    mit   paarweis    inversen  gruppen. 
Transformationen,    also  nach  allen   continuierlichen   Scharen   von   oo^ 
projectiven  Transformationen   der  Geraden,  welche  die  Gruppeneigen- 
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Schaft  haben  und  zu  jeder  ihrer  Transformationen  auch  die  inverse 
enthalten. 

Wir  stellen  zu  ihrer  Bestimmung  diese  Betrachtung  an :  Irgend 
ein  bestimmt  gewählter,  aber  sonst  beliebiger  Punkt  p  der  Geraden 
wird  von  den  gesuchten  oo^  Transformationen  in  die  verschiedenen 
Punkte  der  Geraden  übergeführt.  Weil  aber  diese  nur  c»^  Punkte 
enthält,  so  folgt,  dass  es  sicher  in  der  gesuchten  Untergruppe  oo^  pro- 
jective  Transformationen  giebt,  die  jenen  Punkt  p  in  einen  bestimmten 
anderen  Punkt  überführen,  also  auch  sicher  oo^  Transformationen, 
welche  den  Punkt  p  in  sich  verwandeln,  ihn  in  Ruhe  lassen.  Diese 
oo^  Transformationen  bilden  natürlich  für  sich  eine  Gruppe,  denn  wenn 

{p)S={p),    (p)T={p) 
ist,  so  ist  auch 

ip)ST=(p)T=={p). 
Da  ferner  mit 

ip)S=-{p) 
auch 

(p)  =  ip)s-' 

ist,  so  folgt,  dass  diese  von  oo^  projectiven  Transformationen  gebildete 
Untergruppe  zu  jeder  ihrer  Transformationen  die  inverse  enthält.  Die 
gesuchte  zweigliedrige  Gruppe  enthält  also  oo^  eingliedrige  Unter- 
gruppen mit  paarweis  inversen  Transformationen. 

Jede  dieser  eingliedrigen  Untergruppen  wird  von  einer  infinitesi- 
malen projectiven  Transformation  erzeugt*).  Mithin  enthält  die  ge- 
suchte zweigliedrige  Gruppe  auch  oo^  infinitesimale  Transformationen. 

Wenn  Uf  und  Vf  zwei  derselben  sind,  von  denen  wir  natürlich 
voraussetzen,  dass  sie  sich  nicht  nur  um  einen  constanten  Factor 
unterscheiden,  so  können  wir  einsehen,  dass  auch  aUf  -{-  hVf  eine 
infinitesimale  Transformation  derselben  ist,  wie  auch  die  Constanten  a,  h 
gewählt  sein  mögen.     Denn  die  von 

Uf=^p 

erzeugten  endlichen  Transformationen  haben  die  Form 

x^=x-{-  ^t-\ , 

die  von 

vf~y 

*)  Dieser  Schluss  ist  nicht  einwandfrei.  Es  ist  ja  keineswegs  ausgeschlossen, 
dass  die  eingliedrige  Untergruppe  aus  mehreren  continuierlichen  Scharen  von 
Transformationen  besteht,  also  keine  continuierliche  Gruppe  ist.  Wir  halten  es 
aber  für  angebracht,  hier  über  dies  Bedenken  schnell  hinwegzugehen.  Der  Haupt- 
satz im  Kap.  9  des  zweiten  Abschnittes  wird  eine  lückenlose  und  kurze  Bestimmung 
aller  im  Texte  gesuchten  Gruppen  liefern.     (Siehe  Schluss  des  §  4  des  9.  Kap.) 
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Hier  sind  die  Reihenentwickelungen  als  Potenzreihen  nach  t  zu  denken, 
die  für  hinreichend  kleine  Werte  von  t  convergieren.  Alle  diese  Trans- 
formationen gehören  der  zweigliedrigen  Gruppe  an,  insbesondere  also 
auch  diejenigen,  die  wir  erhalten,  wenn  wir  t  durch  a  oder  b  ersetzen, 
dabei  unter  a  und  b  hinreichend  kleine  Zahlen  verstehend.  Führen 
wir  die  beiden  Transformationen 

Xj^  =  X  -\-  ^(x)a  -)-••• 
und 

^2  =  ^1  +  l(^i)&  H 

nach  einander  aus,  so  müssen  wir  also  wieder  eine  Transformation 
der  zweigliedrigen  Gruppe  erhalten.     Wir  bekommen  aber: 

x^  =  x-\-i,a-\ [-  |(a;  +  |a  H )&  -| , 

also,  da  |  bei  hinreichend  kleinem  a  nach  Potenzen  von  a  entwickel- 
bar ist: 

x^==  X  -\-  ^(x)a  +  \{x)b  +  •  •  •• 
Hier  schreiten  die  Reihen  nach  Potenzen  von  a  und  b  fort,  und  die 
Glieder  höherer  als  erster  Ordnung  in  a  und  b  sind  nicht  mit- 
geschrieben. Wählen  wir  a  und  b  infinitesimal,  indem  wir  sie  durch 
aöt  und  bot  ersetzen,  so  erhalten  wir  die  folgende  infinitesimale  Trans- 
formation, die  ebenfalls  der  zweigliedrigen  Gruppe  angehört: 

a:^  =  x  +  {ai,^bl)dt+---, 

deren  Symbol  lautet 

aüf-i-bVf. 

Hiermit  ist  die  obige  Behauptung  bewiesen. 

Sicher  lassen  die  c»^  infinitesimalen  Transformationen  unserer 
zweigliedrigen  Gruppe  nicht  sämtlich  je  nur  einen  (doppeltzählenden) 
Punkt  invariant.  Denn  wenn  üf  den  Punkt  x  =  m,  Vf  den  Punkt  x  =  n 
in  Ruhe  lässt,  so  kann  gesetzt  werden: 

üf^(x  —  nifp,     F/"E^(a;  —  nfp, 
sodass  kommt: 

aüf-\-bVf=  [a{x  —  mf  -\- bix  -  ny]p. 
Diese   Transformation    aber  lässt  bei  geeigneter   Wahl  von  a  und  b 
zwei  verschiedene  Punkte  in  Ruhe. 

Andererseits  giebt  es  in  der  zweigliedrigen  Gruppe  sicher  infinitesi- 
male Transformationen  mit  nur  je  einem  invarianten  Punkte,  denn  wenn 

Uf^  (x  —  ni)(x  —  n)p,     Vf^  {x  —  r){x  —  s)p 
ist,  so  ist 
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aUf  -\-  b  Vf^  [(«  +  b)x^  —  (a(m  +  w)  +  h(r  -(-  s))x  -\-  amn  +  &rs]p 
und  hier  lassen  sich  a  und  h  so  wählen,  dass  der  quadratische  Aus- 
druck ein  vollständiges  Quadrat  wird,  d.h.  aUf -\-hVf  nur  einen 
Punkt  in  Ruhe  lässt. 

Mithin  folgt:  Die  gesuchte  zweigliedrige  Gruppe  enthält  eine 
discrete  Anzahl  von  infinitesimalen  Transformationen,  die  nur  je 
einen  Punkt  in  Ruhe  lassen,  und  zwar  mindestens  eine  solche  Trans- 
formation. Führen  wir  nun  auf  eine  infinitesimale  Transformation  S 
unserer  gesuchten  Gruppe  irgend  eine  Transformation  T  dieser  Gruppe 
aus,  so  geht  S  über  in  die  infinitesimale  Transformation  T~^ST,  die 
ebenfalls  der  Gruppe  angehört.  (Siehe  Satz  6,  §  2  des  3.  Kap.)  Nach 
dem  Satz  9  des  §  2,  3.  Kap.,  folgt  ferner,  dass,  wenn  S  nur  einen 
Punkt  p  in  Ruhe  lässt,  dasselbe  von  T~^ST  gilt,  indem  diese  Trans- 
formation den  Punkt  in  Ruhe  lässt,  in  den  p  vermöge  T  übergeht. 
Wählen  wir  nun  T  auf  alle  mögliche  Weisen  aus  der  gesuchten 
Gruppe  aus,  so  erhält  der  neue  Punkt,  wenn  er  nicht  bei  allen  diesen 
Transformationen  invariant  bleibt,  unendlich  viele  Lagen  {ß)T.  Dem- 
entsprechend müsste  die  Gruppe  unendlich  viele  infinitesimale  Trans- 
formationen enthalten,  die  nur  je  einen  Punkt  in  Ruhe  Hessen.  Dies 
aber  ist  ausgeschlossen.  Mithin  ist  p  invariant. 
Existenz  ^\\q  Transformationen  der  gesuchten  zweigliedrigen  Gruppe  lassen 

Punktes.  ^Iso  einen  bestimmten  Punkt,  etwa  den  Punkt  x  =  m,  in  Ruhe.  Es 
giebt  aber  auch  gerade  nur  od^  projective  Transformationen  der  Ge- 
raden, welche  den  Punkt  x  =  m  in  Ruhe  lassen,  nämlich  die  oo^  infini- 
tesimalen 

(x  — ■  m)(ax  +  h)p  j 

und  die  von  ihnen  erzeugten  endlichen.    Alle  diese  bilden  eine  Gruppe,  ^ 
da   die  Aufeinanderfolge  zweier  dieser  Transformationen  wieder  eine 
projective  Transformation    ist,   die    den  Punkt  x  ==  m  in  Ruhe  lässt. 
Auch    lässt   die   zu  jeder    dieser  Transformationen   inverse  eben  den 
Punkt  X  ==  m  invariant. 

Die  gesuchte  Gruppe  enthält  die  oo^  infinitesimalen  Transforma- 
tionen, die  linear  aus 

{x  —  m)|),    x{x  —  m)p 
oder  auch  aus 

(x  —  injp,     (x  —  vYifp 
ableitbar  sind. 

Wenn  der  invariante  Punkt  unendlich  fern  ist,  so  modificieren 
sich  diese  etwas.  Alsdann  lautet  die  allgemeine  infinitesimale  Trans- 
formation der  Gruppe: 

{ax  -f-  V)p 
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und  ist  also  linear  aus  p  und  xp  ableitbar.  Auf  diese  Form  lässt  sich 
die  Gruppe,  die  x  =  m  in  Ruhe  lässt,  dadurch  bringen,  dass  man  ver- 
möge der  projectiven  Transformation 


eine  neue  Variabele  einführt.    Unter  Benutzung  einer  im  vorigen  Para- 
graphen erklärten  Redeweise  können  wir  mithin  sagen : 

Satz  6 :     Jede  in  der  allgemeinen  projectiven   Gruppe  der   Geraden  ^5^^^^, 
entlmltene  zweigliedrige  Untergruppe  mit  paarweis  inversen   Transforma-    u°*«'- 
tionen  ist  innerhalb  dieser  Gruppe  gleichberechtigt  mit  der  Gruppe 


p,     xp 


Die  Ergebnisse  dieses  und  des  vorigen  Paragraphen  zusammen- 
fasseud,  wollen  wir  noch  sagen : 

Theorem  15:  Jede  in  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  ^^J^^''^ . 
der  Geraden  enthaltene  zweigliedrige  Untergruppe  mit  paar-^^^^^J^^^'^ 
weis  inversen  Transformationen  lässt  sich  definieren  als  der 
Inbegriff  aller  projectiven  Transformationen,  die  einen  ge- 
wissen Punkt  der  Geraden  in  Buhe  lassen.  Eine  eingliedrige 
Untergruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen  besteht 
aus  allen  projectiven  Transformationen  der  Geraden,  die 
zwei  gewisse,  eventuell  gusammenfallende,  Punkte  invariant 
lassen,  während  keine  derselben  noch  einen  anderen  Punkt 
ungeändert  lässt.  Jede  projective  Gruppe  der  Geraden  mit 
paarweis  inversen  Transformationen  ist  vermöge  einer  geeig- 
neten projectiven  Transformation  auf  einen  der  Typen  zurück- 
führbar: 

p,  xp,  x^p'^ 

p,  xp-, 

Wir  bemerken  noch,  dass  der  Klammerausdruck  der  infinitesimalen  KUmmer- 
Transformationen  der  zweigliedrigen  Gruppe 

p,  xp 
einfach  liefert: 

{p,  xp)=p. 

Wir  werden  später  (zunächst  im  zweiten  Abschnitte  für  projective 
Gruppen,  vgl.  Kap.  9)  darthun,  dass  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen U^f ' '  '  Urf  einer  etwa  r-gliedrigen  Gruppe  stets  in  der  eigen- 
tümlichen Beziehung  stehen,  dass  jedes 

Lie,  Continuierliche  Gruppen.  9 
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(UiU,)  =  ^sCi,sUsf 


ist,  wo  die  c«»  gewisse  Constanten  vorstellen.    Wenn  wir  diesen  Satz 
für  den  Augenblick  einmal  als  schon  bewiesen  annehmen,  so  können 
wir  das  Problem  der  Aufsuchung  der  zweigliedrigen  Untergruppen  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene  auch  so  stellen:     Ist 
üif  =  P,     Ü2f=xja,     TJJ=x^p, 

so  soll  man  aus  ihnen  zwei  sich  nicht  nur  um  einen  constanten 
Factor  von  einander  unterscheidende  infinitesimale  Transformationen  mit 
Hülfe  constanter  Factoren  a,  h  zusammenstellen,  etwa 

VJ=a,ÜJ  +  a,U,f  +  a,UJ, 

r,f^b,UJ+b,U,f-\-b,UJ, 
sodass  ( Fl  F2)  sich  in  der  Form  ausdrückt : 

in  der  a,  ß  Constanten  bedeuten.     Da  offenbar 

ist,  so  kommt  also  die  Forderung : 
(Fl  F2)  =  («i&a  —  aM  üif+  2(ai&3  —  aM  ^^2/"  +  K^^s  —  «3^2)  UJ 
=  (aa,  +  ßhx)  UJ-j-  (aa,  +  ßb,)  U,f  +  {aa,  +  ßh)  TJJ. 
Sie  zerfällt  in  drei  einzelne  zur  Bestimmung  von  a^,  a^,  «3,  &i,  b^^  b^ 
und   a,  ß.     Man    kann    zeigen,    dass    sich    diese  Forderungen   in    all- 
gemeinster Weise  dadurch  erfüllen  lassen,  dass  man   Vif  und   Fg/*  als 
lineare    Combinationen    der    beiden    infinitesimalen    Transformationen 
{x  —  m)^  und  (x  —  rnfp  oder  von  p  und  xp  wählt,  sodass  man  wieder 
zu  den  gefundenen  Gruppen  geführt  wird. 

Dies  hier  nur  skizzierte  Verfahren  dient  dazu,  die  Untergruppen 
an  der  Hand  einer  allgemeinen  Methode  ohne  Kunstgriffe  zu  bestimmen, 
einer  Methode,  von  der  wir  später  ausführlich  sprechen  werden. 

§  3.     Invarianten  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Greraden 
und  ihrer  Untergruppen. 

Wir   wollen    uns    nun   die    Frage    vorlegen,    ob    es    bei   der    all- 
invariante cremeinen  proiectiven  Gruppe  der  Geraden  Invarianten  mehrerer  Punkte 

mehrerer    °  ^      "^  ^f; 

Punkte,  giebt,  präciser  gesagt:  Wir  greifen  mehrere  beliebige  Punkte  {x), 
{x'),  {x")  '  •  •  heraus,  führen  sie  durch  irgend  welche  projective  Trans- 
formation in  neue  Lagen  (x^),  (Xi),  {Xj")  •  •  •  über  und  untersuchen, 
ob  es  Functionen  Sl{x,  x',  x"-  •  • )  giebt,  die  sich  bei  allen  Transfer- 
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mationen  der  dreigliedrigen  Gruppe  nicht  ändern,  also  stets  die  Be- 
dingung erfüllen  l 

Sl(Xy,    X^,    Xy'  •    •    •)     =    ^{X,    X,    X"  •     •     •). 

Zunächst  müsste  eine  derartige  Function  bei  der  allgemeinen  infini- 
tesimalen projectiven  Transformation  der  Geraden 

(a  -\-  ßx  -\-  'yx^)p 
ungeändert  bleiben,  also  insbesondere  auch  bei  den  drei  einzelnen 

Bei  der  ersten  wächst  x  um  dt,  x  entsprechend  auch  u.  s.  w.,  also 
£1  um 

Bei  der  zweiten  nimmt  ü  zu  um 

und  bei  der  dritten  um 

Wir  haben  also  zu  verlangen,  dass  diese  drei  Incremente  Null  werden. 
Dies  liefert  drei  von  einander  unabhängige  partielle  Differentialglei- 
chungen für  iJi,  die  ein  sogenanntes  vollständiges  System  bilden.  Nach 
der  allgemeinen  Theorie  der  vollständigen  Systeme  (vgl.  S.  108)  haben 
sie  nur  dann  eine  gemeinsame  Lösung  Sl,  wenn  die  Zahl  der  Ver- 
änderlichen X,  X  •'  grösser  als  drei  ist. 

Nehmen  wir  daher  zunächst  Sl  als  Function  der  Abscissen  x,  x,  invariante 
x",  x'"  von  vier  Punkten  an.     Dann  kommt :  Punkten. 


dx       '  dx        '  dx"      "T 

^^  =0 

dx             ' 

^aa  ,  ^,  dSl    ,  ^"  d^    ,  ^n 

dx     *         dx     ^          dx      ^ 

dx             ' 

cx    ^         dx     ^          dx      * 

,,dSl   _ 

öx 

Die  erste  Gleichung  sagt  aus,  dass  Sl  nur  von  den  Differenzen 

/  r  n  //  in "/ 

U  ^X  —  X,      U    =  X    —  Xj      U     z=zX     —  X 

abhängt,  sodass  sich  die  zweite  Gleichung  auch  so  schreiben  lässt: 

,  aß    ,      //  dSl     ,      ,„  dSl         ^ 
du     ^         du     ^  du 

Sie  ist  äquivalent  dem  simultanen  System 

du         du"  du" 

u  %C'  u" 

und  sagt  daher  aus,  dass  ü;  nur  von  den  Quotienten 
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u 

U 


abhängt,  sodass  noch  als  letzte  Differentialgleichung  bleibt 

Äquivalent  ist  ihr  die  gewöhnliche  Differentialgleichung 

dv  dw 


oder 

1 
Integral  hat: 

dlich 

{V- 

dv 

-\)v 
dv 

V 

{w  - 
dw 

-  \)w 

dw 

die  das 

y1  

w  — 
—  1     w 

1 
—  1 

w   ' 

oder 

u"  — 

V 

-  u     u' 

w 

'  —  u 

oder  en 

A  = 

u 
x"- 

x  ^  x" 

u 
—  x' 

vrrhäftnis.  Di^^  ^^^^  i^^  eines  der  DoppelverJiältnisse  der  vier  Punkte  {x),  (x'), 
(x"),  {x").  Bekanntlich  haben  vier  Punkte  im  ganzen  sechs  Doppel- 
verhältnisse, deren  Werte  unter  einander  zusammenhängen.  (Vgl.  eine 
Anmerkung  in  §  1  des  1.  Kap.)  Die  fünf  anderen  Doppelverhältnisse 
sind  also  von  diesem  einen  abhängig. 

Sl  ist  also  notwendig  eine  Function  dieses  Doppelverhältnisses. 
Man  kann  aber  auch  zeigen,  dass  dies  Doppelverhältnis  A  bei  jeder 
endlichen  projectiven  Transformation  der  Geraden  invariant  bleibt,  wie 
wir  in  §  2   des   1.  Kap.   schon   gesehen  haben.     Demnach  sagen  wir: 

Satz  7 :  Die  einzige  Invariante  von  vier  Punkten  der  Geraden  gegen- 
über der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Geraden  ist  ihr  Doppelver- 
hältnis. 

Invarianten         Fragen  wir  nach  den  Invarianten  von  fünf  Punkten,   so  handelt 

von  fünf  °  .  ,       .    '        ,    .  - 

und  mehr  es   sich  zuuächst  um   die  Integration   des  dreigliedrigen  vollständigen 

Punkten.  ° 

Systems : 

dx     ~^     Jx      ^      dx        "T"      dx"      ">"      a^rv  —  ^> 
dSL    ,      ,  dSl    ,      n    dSi.    1      /„    dSi.     ,     ^v     ^^         n 

dx    ^         dx     ^  dx      '  dx      '  ox^  ' 

^  dx~^^  d'x  "^  ^    dx'  ^  ^    dx'"  ^ ^     dxjy  ~  ^ 

in  fünf  Veränderlichen;    Dasselbe  besitzt  5  —  3  =  2  von  einander  un- 
abhängige Lösungen.     Offenbar    können    wir  als  diese  Lösungen  die 
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Doppelverhältnisse  {xxx'x")  und  (xx'x"a>^)  benutzen,  die  ja  In- 
varianten und  von  einander  unabhängig  sind.  Es  ergiebt  sich  also 
nichts  interessantes  Neues.  Dasselbe  gilt  von  den  Invarianten  von 
6,  7  • .  Punkten. 

Satz  8 :  Die  Invarianten  von  beliebig  vielen  Punkten  der  Geraden 
gegenüber  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Geraden  sind  beliebige 
Functionen  der  Doppelverhältnisse  dieser  PunJcte. 

Eine  lede  zvsreigliedrige  Untergruppe  invarianten 

•I  D  o  o       rr  der  zwei- 

{x  —  m)p,     (x —  mYp  *^^uÄ-" 

gruppen. 

der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Geraden  dagegen  liefert  noch  be- 
sondere Invarianten.  Hier  haben  schon  drei  Punkte  (x),  (x),  (x")  eine 
Invariante,  nämlich  das  Doppelverhältnis,  das  sie  mit  dem  invarianten 
Punkt  (ni)  bilden.  Verlegt  man  den  invarianten  Punkt  ins  Unendliche, 
sodass  die  Gruppe 

p,     xp 

kommt,  so  erhält  man  die  Invariante  —r, ,  auf  die  sich  alsdann  das 

'  X  —  X  ^ 

Doppelverhältnis  reduciert.  Diese  zweigliedrige  Gruppe  lässt  demnach 
das  Verhältnis  der  gegenseitigen  Entfernungen  von  drei  Punkten  un- 
geändert.  Jede  Invariante  von  vier  Punkten  ist  hier  eine  Function  der 
beiden  Verhältnisse  der  gegenseitigen  Entfernungen  derselben  u.  s.  w., 
was  man  leicht  von  vornherein  einsieht^  aber  auch  rechnerisch  ab- 
leiten kann. 

Zum  Schluss  noch   eine  Bemerkung:  Man  kann  in  der  Gleichung -^?^'^""'^ 

<*^  -r  o  Strahlen- 

büschels. 

die  Veränderliche  x  anstatt  als  Coordinate  eines  Punktes  der  Geraden 
als  Coordinate  eines  Strahles  durch  einen  festen  Punkt  deuten.  Doch 
wollen  wir  zum  Unterschied  alsdann  u  statt  x  schreiben: 

au  -\-  h 

^        cu  -\-  d 

Wenn  wir  unter  u  die  Tangente  des  Winkels  verstehen,  die  ein  Strahl 
durch  einen  festen  Punkt  mit  einem  Anfangsstrahl  durch  diesen  Punkt 
bildet,  so  ordnet  die  Transformation  jedem  Strahle  (m)  durch  diesen 
festen  Punkt  einen  anderen  Strahl  (u^)  durch  denselben  zu,  kurz  sie 
giebt  eine  Transformation  der  Strahlen  eines  Büschels.  Da  nach  einer 
Bemerkung  zu  Anfang  des  §  3  des  2.  Kap.  das  Doppel  Verhältnis  von 
vier  Strahlen  eines  Büschels  gleich  dem  der  Tangenten  ihrer  Winkel 
mit   einem  bestimmten  Strahl  ist,  so  folgt  auch,  dass  unsere  Trans- 
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formation  stets  vier  Strablen  in  vier  Strahlen  mit  demselben  Doppel- 
verhältnis überführt.  Man  kann  auch  leicht  einsehen,  dass  die  obige 
Gleichung  die  allgemeinste  derartige  Transformation  der  Strahlen  eines 
Büschels  vorstellt,  denn  nach  §  2  des  1.  Kap.  ist  die  obige  Gleichung 
die  allgemeinste,  welche  vier  Werten  u,  u,  w",  m'"  vier  solche  Werte 
Ui,  w/,  Ml",  Ml'"  zuordnet,  dass 

(MiMjMi   Ml     )  =  (MMM  U     ) 

ist.  Alle  bisherigen  Betrachtungen  dieses  Kapitels  lassen  sich  also 
ohne  Mühe  übertragen  auf  die  allgemeine  projective  Grujppe  der  Strahlen 
eines  Strahlenbüschels. 

Diese  Übertragung  werden  wir  im  nächsten  Paragraphen  verwerten. 

§  4.     Die  lineare  homogene  Gruppe  der  Ebene. 

Als  letztes  Beispiel  einer  projectiven  Gruppe  betrachten  wir  jetzt 
die  lineare  homogene  Gruppe  der  Ebene,  deren  allgemeine  Gleichungen 
lauten: 
(10)  Xj^  =  ax  -\-  by,     y^  =  ex  -\-  dy. 

Nach  §  1  des  4.  Kapitels  stellen  diese  Gleichungen,  sobald  sie  auch 
nach  X,  y  auflösbar  sind,  sobald  also  die  Determinante  ad  —  6c,  die 
wir  kurz  die  Determinante  der  Transformation  nennen,  von  Null  ver- 
schieden ist,  alle  diejenigen  projectiven  Transformationen  der  (:z;y)-Ebene 
dar,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  und  überdies  den  Anfangs- 
punkt in  Ruhe  lassen.  Dass  ihr  Inbegriff  eine  Gruppe  bildet,  folgt  aus 
dem  Theorem  11,  §  4  des  4.  Kap.,  unmittelbar.  Zwei  solche  Trans- 
formationen sind  nur  dann  identisch,  wenn  a,  b,  c,  d  in  der  einen  die- 
selben Werte  haben  wie  in  der  anderen.  Die  Gruppe  enthält  folg- 
wesentiiche^^^^  ^*^  '^^sentUche  Parameter  und  ist  viergliedrig.  Auch  enthält  sie 
Parameter,  augenschcinlich  zu  jeder  ihrer  Transformationen  die  inverse. 
infinitesi-  Für  a  =  d  =  1,  b  =  c  =  0  ergiebt  sich  die  identische  Transfor- 

male  Trans-  .  i  ,.  ■,  •  . 

mationen.  matiou,  also  für  uneudlich  wenig  davon  abweichende  Werte  der  Para- 
meter eine  infinitesimale.  Danach  besitzt  die  Gruppe  die  oo'  infini- 
tesimalen Transformationen 

Uf=  {ax  +  ßy)p  +  {yx  +  8y)(i, 

die  linear  aus  xp,  yp,  xq,  yq  ableitbar  sind.  Jede  dieser  oo^  infini- 
tesimalen Transformationen  erzeugt  eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paar- 
weis inversen  Transformationen,  und  zwar  sind  diese  Transformationen 
ebenfalls  linear  und  homogen.  Es  folgt  dies  unmittelbar  aus  den 
Formeln  (2),  (3),  (4)  des  §  1  des  4.  Kap.,  in  denen  Oi,  ßi,  a^,  ß^  durch 
a,  ß,  y,  ö  und  ai,  b^,  a^,  b^  durch  a,  b,  c,  d  zu  ersetzen  sind,  während 


Vier 
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daselbst  yi  ==  'y2  =  c^  =  C2  =  0  angenommen  werden  muss.  Ganz 
analog  den  damaligen  Folgerungen  können  wir  jetzt  den  Schluss  ziehen: 

Satz  9:     Die  viergliedrige  lineare  homogene  Gruppe  der  Ebene  ^^-^^^^^^ 
fällt  in  00^   eingliedrige    Untergruppen  mit  paarweis  inversen  Trans for-^  T^fÜ^*^'' 
maiionen,   deren  jede  von  einer  infinitesimalen  Transformation  der  vier-  g™ppea- 
gliedrigen  Gruppe  erzeugt  wird.    Diese  infinitesimalen  Transformationen 
sind  linear  ableitbar  aus: 

xp,    yp,     xq,     yq. 

Jede  endliche  Transformation  der  viergliedrigen  Gruppe  gehört  einer  oder 
einer  discreten  Anmhl  der  erwähnten  eingliedrigen   Untergruppen  an. 

Mit    einander    innerhalb    der    linearen    homogenen    Gruppe    gleich- ,  ^^®i",?", 

•^  -^-^        "  berechtigte 

berechtigt  nennen  wir  wieder  solche  Untergruppen  derselben,  die  durch    unter- 

•^  D       JTJT  7  gruppen. 

lineare  homogene  Transformation  in  einander  übergeführt  werden 
können.  — 

Die  in  Rede   stehende  Gruppe  hängt  eng  zusammen*mit  der  all- ^^^^^'^™®.^" 
gemeinen  projectiven  Gruppe  der  Geraden  oder  eines  Strahlenbüschels  ^®^'^  p^'^JI^*^ 
oder,    allgemein    gesagt,    der   einfach    ausgedehnten   Mannigfaltigkeit,  '^^^^^j®'' 
Wenn  wir  nämlich  faitigkeit. 

setzen,  so  kommt  nach  (10): 

/1 1\  c  -\-  du 

(11)  %  ==  — Hr-> 

d.  h.  die  Verhältnisse  u  werden  bei  der  linearen  homogenen  Gruppe 
unter  einander  transformiert  vermöge  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  der  einfachen  Mannigfaltigkeit  u.  Dass  zi^  sich  durch  u  allein 
ausdrückt,  hat  seinen  geometrischen  Grund  darin,  dass  die  Gruppe  (10) 
den  Anfangspunkt  invariant  lässt  und  demnach  die  Strahlen 

^  =  Const. 

X 

durch  den  Anfangspunkt  unter  einander  vertauscht.  Wir  können  kurz 
sagen:  Die  Strahlen  des  Büschels  durch  den  Anfangspunkt  werden  bei 
der  linearen  homogenen  Gruppe  so  transformiert,  wie  die  Punkte  der 
Geraden  bei  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Geraden.  (Vgl.  die 
Schlussbemerkung  des  §  3.) 

Jeder  Transformation  (10)  der  linearen  homogenen  Gruppe  der 
Punlcte  (x,  y)  gehört  dementsprechend  eine  ganz  bestimmte  Trans- 
formation (1)  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  einfachen 
Mannigfaltigkeit  der  Strahlen  ti  zu.  Sind  also  Ta,  Ti,  zwei  beliebige 
Transformationen  der  Gruppe  (10),  deren  Aufeinanderfolge  der  Trans- 
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formation  T{ab)  eben  dieser  Gruppe  äquivalent  ist,  bezeichnen  ferner 
Sa,  Sb  die  zu  Ta,  Tb  gehörigen  Transformationen  (11)  der  Strahlen  u 
und  ist  schliesslich  die  Aufeinanderfolge  SaSb  äquivalent  der  Trans- 
formation S(ab)  der  Gruppe  (11),  so  liegt  es  in  der  Natur  des  geome- 
trischen Zusammenhanges  der  T  und  S,  dass  T^ab)  die  Strahlen  des 
Büschels  u  =  Const.  vermöge  S(flb)  transformiert. 

Danach  leuchtet  auch  ein,  dass  jeder  Untergruppe  der  linearm 
homogenen  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen  auch  eine  be- 
stimmte Untergruppe  der  Gruppe  (11)  des  Strahlenhüschels  oder  der  ein- 
fachen Mannigfaltiglceit  u  entspricht  (die  allerdings  wenigergliedrig 
sein  kann)  und  dass  auch  die  letztere  paarweis  inverse  Transforma- 
tionen hat. 

Nun  wissen  wir  aus  Theorem  15  des  §  2,  dass  eine  in  der 
Gruppe  (11)  enthaltene  Untergruppe  mit  paarweis  inversen  Transfor- 
mationen entweder  aus  allen  den  Transformationen  (11)  besteht,  die 
sämtlich  ein#und  denselben  Strahl,  und  zwar  jede  nur  diesen  einen, 
invariant  lassen,  oder  aus  allen  denen,  die  zwei  bestimmte  Strahlen, 
oder  endlich  aus  allen  denen  besteht,  die  einen  bestimmten  Strahl  in 
Ruhe  lassen,  während  jede  der  Transformationen  ausser  diesem  einen 
noch  irgend  einen  anderen  Strahl  ungeändert  lassen  kann. 

Bestimmung         Dicse  Bemerkungen  verwerten  wir,  um  alle  in  der  linearen  homo- 

der  Unter-  n      u  tt    i  •■  •       •  m 

gruppen.  gencu  Gruppc  enthaltenen  Untergruppen  mit  paarweis  inversen  Trans- 
formationen zu  bestimmen.  Wollten  wir  direct  zwischen  den  Coeffi- 
cienten  a,  &,  c,  d  der  linearen  homogenen  Transformation 

x^  ==  ax  -{-  by,    y^  =  cx-\-dy  ^ 

solche  Relationen  Sl{a,  b,  c,  d)  =  0  festzusetzen  suchen,  durch  welche 
aus  den  oo*  Transformationen  solche  cx>^  oder  oo^  oder  oo^  heraus- 
gegriffen würden,  die  eine  Gruppe  für  sich  bilden,  so  würden  wir 
zu  gewissen  Function algleichungen  für  die  Functionen  £1  geführt 
werden,  deren  Auswertung  besondere  Schwierigkeiten  macht.  Durch 
Verwertung  jedoch  der  gleichzeitigen  Transformationen  der  Strahlen 
durch  den  Anfangspunkt  lässt  sich  das  Problem  ohne  grosse  Mühe 
bewältigen,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden.  Wir  schicken  dabei  voraus, 
dass  wir  von  allen  mit  einander  gleichberechtigten  Untergruppen  nur 
eine,  ihren  Typua^  zu  bestimmen  brauchen,  um  ohne  weiteres  alle  zu 
kennen. 

Durch  eine  lineare  homogene  Transformation  aber  lassen  sich 
zwei  beliebige  Strahlen  des  Büschels  u  ==  Const.  in  zwei  bestimmte 
Strahlen  desselben  überführen.  Demnach  sagen  wir:  Wir  suchen 
diejenigen  Untergruppen  der  linearen  Gruppe,  bei  denen 
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Ä)  entweder  alle  Strahlen  u  ==  Conat. 

B)  oder  nur  ein  (doppeltzählender)  Strahl  u  =  0 

C)  oder  zwei  Strahlen  ti  ==  0  und  w  =  oo    . 

D)  oder  ein  Strahl  m  ^^  oo 

E)  oder  kein  Strahl 

invariant  bleiben.  In  diesen  fünf  Fällen  erfährt  u  alle  Transforma- 
tionen von  der  Form : 

A)  Ui  =  ti 

B)  n^  =  ti  -\-  m 

C)  «1  =  niu 

D)  %  =  mn  -j-  n 

T-,>.  au  -{-  h 

E)  ti,  = r-77 

in  denen  also  m,  n,  a,  i,  c,  d  willkürliche  Parameter  bezeichnen.  Die 
Fälle  B,  C,  D,  E  entsprechen  den  in  Theorem  15  des  §  2  angegebenen 
typischen  Formen  p]  xp\  p,  xp\  p,  xp,  x^p  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe,  geschrieben  in  x  statt  u. 

Wir  erledigen  die  fünf  Fälle  nach  einander. 


_Ä)  Hier  ist 

«1  =  u 

oder 

yi=y 

X,             X  ' 

Erster  FaU. 


d.  h.,  da  i^i  und  y^  sich  linear  und  homogen  durch  x,  y  ausdrücken 
sollen  : 

Vi  ==  QV,     X,  =  QX. 

Es  ist  dies  die  eingliedrige  Gruppe: 


xp-^yq 

B)  Hier  ist 

Uj^  =  u  •}-  m, 

also 

Vi y  +  mx 

X,                   X 

Zweiter 
FaU. 


daher : 

^1  =  9^,    Vx  =  9(y  +  ^^)- 

m  ist  willkürlich.  Ist  q  keine  Function  von  m,  sondern  auch  will- 
kürlich, so  ist  dies  eine  zweigliedrige  Untergruppe  mit  paar  weis  in* 
versen  Transformationen  und  kann  auch  so  geschrieben  werden : 

^1  =  9^,  yi  =  9y  +  ^^' 
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Ihre  allgemeine  infinitesimale  Transformation  erhält  man,  indem  man 
9  ==  1  -|-  0^^,  ö  =  höt  setzt,  in  der  Form 

a{xp  +  yq)  +  hxq. 
Sie  ist  offenbar  linear  ableitbar  aus: 


xq    xp  +  yq 


Wenn  aber  zwischen  q  und  m  eine  Relation  besteht,  wenn  also  die 
gesuchte  Gruppe  nur  eingliedrig  ist,  so  muss  diese  sicher  q  enthalten, 
denn  sonst  wäre  m  =  Const.,  was  ja  ausgeschlossen  ist.     Sei  also : 

Q  ==  q)(m) 

die  Relation.     Führen  wir  nun  zwei  der  Transformationen,  etwa: 

^1  =  (pim)x,       2/i  =  9pW(2/  +  *wa;), 
x^  =  9P(mi)rri,    y^  =  qp(%)(«/i  +  ni^x^) 
nach  einander  aus,  so  kommt: 

^2  =  (p{vn)cp(m^)x,  •  2/2  =  <p(i^)'p{>n^{y  -{■  (m  -\-  m^x). 

Dies  aber  soll  wieder  eine  Transformation  der  Untergruppe  sein.  Sie 
muss  daher  die  Gestalt  haben : 

X.2  =  q>{M)x,    2/2  =  ^{M){y  +  Mx). 

Es  ist  aber  M  =  m  •\- m^y  und  (p  muss  die  Functionalgleichung  er- 
füllen : 

(12)  9(m  +  m^  =  (p(m)(p{m^: 

Durch  Differentiation  nach  m  resp.  m^  folgt  hieraus : 

dtpCm  -^  m.)  f    \    ff      \ 

\Z,         =  9^  W9'  K). 

Die  linken  Seiten  sind  beide  gleich  fp'ivuh  +  %)  und  also  ist  auch 

?>'(>»)  ^  y(>»i) . 

<p(m)         <jp(mi)  * 
Demnach  ist  dieser  Bruch  eine  bestimmte  Zahl  c  und  also: 
log  9>(w)  ^cm  -{■  Const., 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  Functionalgleichung  (12)  ein,  so  kommt: 

also  y  =  y^.     Da  q){m)  sicher  verschieden  von  Null  sein  muss,  so  ist 
y  =  1,  und  die  Gleichungen  der  Gruppe  lauten: 
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Sie  stellen  in  der  That  eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen 
Transformationen  dar.  Ihre  infinitesimale  Transformation  ergiebt  sich, 
wenn  m  =  8t  gesetzt  wird,  in  der  Form 

cxp  +  (cy  +  x)ci 
oder: 


xq  +  c{xp  +  yq) 


C)  Wir  setzen  jetzt :  dritter  Faii. 

u^  ==  mn 
oder 

d.  h. 

oox  =  QX,    t/i  =  Qmy. 

Besteht  zwischen  q  und  m  keine  Relation,  so  ist  dies  offenbar  eine 
zweigliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen.  Ihre  all- 
gemeine infinitesimale  Transformation  liefert  die  Annahme  Q=\-\-0.8t, 
in  =  1  -\-  hdt  in  der  Form: 

Ci{xp  +  yq)  +  lyq. 
Sie  ist  also  linear  aus  xp  -\-  yq  und  yq  oder  also  aus 


xp    yq 


ableitbar. 

Wenn  aber  q  eine  Function  des  Parameters  m  ist,  so  ist  die  ge- 
suchte Gruppe  bloss  eingliedrig.     Sei  also  etwa : 

so  liefert  die  Aufeinanderfolge  von: 

^1  =  ip{ni)x,       y^  =  mtp(in)y'j 

X2  =  t  (»*i)^i ,       2/2  =  «*!  ^  (Wi)yi 

die  Transformation 

X2  =  i>{m)ilj{m^)x,    2/2  =  mm^ti){m)ip{m^y. 
Sie  soll  auch  der  Gruppe  angehören,  d.  h.  die  Form  haben  : 

x^  =  i}{M)x,    2/2  =  Mip{M)y. 
Es  muss  daher  M  =  mm^  und  ^  Lösung  der  Functionalgleichung 
(13)  ^(mm^)  =  ^(m)  •  t(nii) 

sein.     Setzen  wir 

log  m  =  (i,     log  w^  ==  (i^ 
und 

^(m)  =  ipief")  =  9)(/t),     t^(wi)  =  ^(e."0  =  9p(^j, 
so  kommt: 
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9'(/^  +  f*i)  =  9'(f*)  •  (p{(^i), 
d.  h.  wie  oben  ist 

(p(ji)  =  e"^ 
.  und  daher 

ipim)  ==  wP. 

Hierdurch  wird  die  Punctionalgleichung  (13)  erfüllt,  und  unsere  Gruppe 
hat  die  Gleichungen: 

in  denen  c  eine  bestimmte  Zahl  bedeutet.     Ihre  infinitesimale  Trans 
formation  liefert  die  Annahme  m  =  1  -{-  dt  in  der  Form 


1 


cxp  +  (c  +  l)yq 


Vierter  lall.         J)^  Jctzt  nehmen  wir  an,  u  werde  in  dieser  Weise  transformiert: 

t«i  =  mu  -f-  ti' 
Hier  ist 

2/i  '"2/  4"  nx 

Xi  X 

und  demnach 

x^  =  QX,    y^  ==  Q(my  -f-  nx) 

zu  setzen.  Ist  q  wie  m  und  n  völlig  willkürlich,  so  stellen  diese 
Gleichungen  offenbar  wirklich  eine  dreigliedrige  Gruppe  mit  paarweis 
inversen  Transformationen  dar.  Für  q  =  1  -\-  adt,  m  =  1  ^  ^dt, 
n  =  cdt  ergiebt  sich  ihre  allgemeinste  infinitesimale  Transformation: 

a(xp  +  yq)  +  hyq  +  cxq, 
die  linear  ableitbar  ist  aus: 


xp    yq     xq 


Es    ist   aber  auch  denkbar,    dass  q  eine  Function  von  m  und  n 

bedeutet : 

Q  =  F(m,  n), 

dass   also  die  gesuchte  Gruppe  nur  zweigliedrig  ist.     In  diesem  Falle 

betrachten  wir  alle  diejenigen  unserer  Transformationen: 

(14)  x^  =  F(m,  n)x,    y^  =  F(m,  n)(my  -{-  nx), 

die    ausser   dem  Strahl  u  =  oo  (der  y-Axe)  auch   den  Strahl  u  =  0 

invariant  lassen.     Da  im  allgemeinen 

««1  =  mu  +  n 
ist  und  die  Gleichung 

ti  =  mu  -f-  n 
noch  durch 

n 

U  =   :; 

1  —  1» 
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erfüllt  wird,  so  lassen  alle  diejenigen  Transformationen  unserer  Gruppe 
noch  den  Strahl  u  =  0  invariant,  für  die  n  =  0  ist.  Alle  diese 
oo^  Transformationen: 

Xi  =  F{m,  Ö)x,    yi  =  F(m,  0)my 

bilden  natürlich  eine  eingliedrige  Untergruppe  der  gesuchten  Gruppe 
mit  paarweis  inversen  Transformationen,  bei  der 

%  =  mu 

ist,  die  wir  also  schon  unter  C  bestimmt  haben.  Sie  hat  danach  die 
Form : 

(15)  a?!  =  mPx,    2/i  ==  W+^y. 

Unsere  Gruppe  (14)  enthält  also  unter  anderen  diese  cx)^  Transfor- 
mationen (15),  in  denen  c  eine  bestimmte  Zahl  bedeutet.  Andererseits 
betrachten  wir  alle  diejenigen  oo^  Transformationen  unserer  Gruppe, 
welche  nur  den  Strahl  w  =  oo  invariant  lassen,  für  die  also 

u^=  u  -\-  n 

oder  m  =  1  ist.  Dieselben  bilden  eine  eingliedrige  Untergruppe  mit 
paarweis  inversen  Transformationen,  die  wir  unter  B  bestimmt  haben : 

(16)  ,  Xi  =  e^"x,    «/i  =  e^''(y  -j-  wa?) 

(wo  jetzt  n  statt  des  dortigen  m,  a  statt  c  gesetzt  ist).  Hierin  be- 
deutet a  eine  bestimmte  Zahl. 

Nun  muss  die  gesuchte  Gruppe  auch  jede  Transformation  ent- 
halten, die  durch  Aufeinanderfolge  der  Transformation  (16)  und  einer 
Transformation  von  der  Form  (15),  etwa  dieser: 

x^  =  m'Xi,    y^  =  nf+'^y^, 

hervorgeht.     Es  kommt: 

(17)  x^  =  nfe'^'^x,     «/g  =  m''+V"(2/ -f  wa;), 

m  und  n  sind  hierin  willkürlich.  Diese  Gleichungen  stellen  immer, 
ob  nun  a  und  c  Null  sind  oder  nicht,  oo^  und  nicht  nur  cx)^  Trans- 
formationen dar,  denn  sie  umfassen  ja  sicher  die  oo^  Transformationen 
(15),  wie  auch  die  oo^  davon  verschiedenen  Transformationen  (16). 
Daher  müssen  die  Gleichungen  (17)  alle  c»^  Transformationen  der  ge- 
suchten Gruppe  darstellen.  Führen  wir  nun  zwei  Transformationen 
von  der  Form  (17)  nach  einander  aus: 

x^  =  wP^'^Xy       2/i  =  m'^+^e«"(«/  -\-  nx)] 

0    an,  .    c4- 1    an,  /  ,  n 

X.2  =  Wie    'Xi,    2/2  =  *^i      «     (^1  +  >«i^i), 
so  ergiebt  sich  die  Transformation: 
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Dieselbe  muss  ebenfalls  der  Gruppe  angehören,  also  die  Form  haben: 

x^  =  M^ef^x,    2/2  =  M'+'^^^iy  +  Nx). 
Es  muss  folglich  möglich  sein,  M  und  N  so  zu  bestimmen,  dass: 

ist.     Division  der  zweiten  Gleichung  durch  die  erste  giebt: 

M  =  mm^, 
sodass  sich  die  Gleichungen  reducieren  auf: 

^NJ^  ^  Qa{n  +  n,)  ^^  +    j)  * 

Aus  diesen  aber  folgt: 

'     m 
und 

a\n-\ — ')  a(re-|-n,) 

e\     "'  /  ==  e 

Da  n,  n^  und  m  völlig  willkürlich  sind,  so  kann  diese  Gleichung  nur 
dann  bestehen,  wenn  a  =  0  ist.  Folglich  lauten  die  Gleichungen  der 
gesuchten  Gruppe,  die  wir  oben  in  der  Form  (17)  geschrieben  hatten, 
nunmehr  so: 

x^  =  mPx,    y^  ==  m^+^^y  -\-  nx). 
Auch  enthält  diese  Gruppe  zu  jeder  ihrer  Transformationen  die  inverse. 
Indem  man  m  =  1  -\-  adt,  n  ==  hdt  setzt,   findet  man  die  allgemeine 
infinitesimale  Transformation  der  Gruppe: 

a(cxp  +  (c  +  l)yq)  +  hxq, 
die  linear  ableitbar  ist  aus 


cxp  +  (c  +  l)yq     xq 


Wir  fügen  hinzu :  Diese  Gruppe  enthält  die  00^  Transformationen  (16), 
welche  nur  den  Strahl  w  =  00  in  Ruhe  lassen  und,  da  a  =  0  ist,  die 
Form  haben : 

Xi  =  x,    y^=y-\-nx. 

Die  Determinante  dieser  Transformationen  ist  gleich  1. 

Dasselbe  gilt  natürlich  für  jede  mit  dieser  Gruppe  gleichberechtigte: 
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Jede  zweigliedrige  Gruppe,  welche  einen  Strahl  invariant  lässt,  enthält 
oo^  Transformationen  mit  der  Determinante  1,  welche  nur  diesen  einen 
Strahl  in  Ruhe  lassen. 

i/)  Wir  kommen  jetzt  zur  letzten  Annahme:  ^^if' 


M,  = 


oder 

welche  liefert: 


cu  •\-  d 


y^  ^^  ay  -f-  hx 

Xi        cy  -\-  dx^ 


Im  Gegensatz  zu  den  obigen  Fällen  bedeuten  hier  a,  b,  «,  d  will- 
kürliche Parameter,  von  denen  übrigens,  da  es  nur  auf  ihre  Verhält- 
nisse ankommt,  etwa  d  =  1  angenommen  werden  kann : 

^1  =  Q{cy  +  ^)»   Vi  =  Q{ay  +  ^^)- 

Entweder  ist  nun  auch  q  völlig  willkürlich.  Diese  Annahme  liefert 
die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe: 


xp     yp     xq    yq 


Oder  aber  q  ist  eine  Function  von  a,  h,  c: 

Alsdann  ist  die  gesuchte  Gruppe  nur  dreigliedrig.  Betrachten  wir 
unter  ihren  oo^  Transformationen  diejenigen  oo^,  bei  denen  ein  be- 
liebig aber  bestimmt  ausgewählter  Strahl  u  invariant  bleibt.  Dieselben 
müssen  offenbar  eine  zweigliedrige  Untergruppe  mit  paarweis  inversen 
Transformationen  bilden,  und,  da  bei  ihnen  ein  Strahl  invariant  bleibt, 
eine  zweigliedrige  Gruppe,  die  gleichberechtigt  ist  mit  der  unter  D 
bestimmten  zweigliedrigen  Gruppe.  Aus  der  Schlussbemerkung  zu  D 
folgt  demnach:  Die  jetzt  gesuchte  Gruppe  enthält  oo^  Transforma- 
tionen mit  der  Determinante  1,  welche  einen  beliebig  gewählten  be- 
stimmten Strahl  u  und  nur  diesen  invariant  lassen.  Also  umfasst  sie, 
da  es  cx>^  solche  Strahlen  giebt,  oo^  Transformationen  mit  der  Deter- 
minante 1,  deren  jede  nur  einen  (doppeltzählenden)  Strahl  in  sich 
überführt.  Diese  oo^  Transformationen  sind  zu  einander  paarweis 
invers,  bilden  aber  doch  keine  zweigliedrige  Gruppe,  denn  weder  unter 
D  noch  unter  C  haben  wir  eine  zweigliedrige  Gruppe  gefunden,  deren 
sämtliche  Transformationen  je  nur  einen  Strahl  in  sich  überführen. 
Es  giebt  also  factisch  keine  solche  zweigliedrige  Gruppe!  Mit  anderen 
Worten :  Führt  man  nach  einer  jener  oo^  Transformationen  eine 
andere    derselben    aus,   so    kann   man   nicht   stets   wieder   eine  jener 
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oo^  Transformationen  erhalten.  Es  müssen  sich  so  vielmehr  mindestens 
oo^  Transformationen  ergeben.  Jene  oo^  Transformationen  aber  haben 
die  Determinante  1.  Nach  Satz  2,  §  1  des  4,  Kap.,  aber  ist  ihre  Auf- 
einanderfolge äquivalent  mit  einer  Transformation,  die  ebenfalls  die 
Determinante  1  besitzt.  Somit  folgt :  Die  gesuchte  Gruppe  enthält 
oo^  Transformationen  mit  der  Determinante  1.  Andererseits  giebt  es 
unter  den  oo*  Transformationen : 

Xi  =  ax  -\-  by,    y^  =  ex  -\-  dy   , 
gerade  oo^,  deren  Determinante 

ad  —  hc  =  1 
ist  und  dieselben  bilden  nach  jenem  citierten  Satz  für  sich  eine  Gruppe 
mit  offenbar  paarweis  inversen  Transformationen.  Also  ist  unser 
Ergebnis:  Die  gesuchte  Untergruppe  ist  identisch  mit  der  dreiglied- 
m^^T'mit'"'^^^  Grippe  aller  linearen  homogenen  Transformationen  mit  der  Deter- 
nant*e^  eSI's  *^***^*^^^  i^ms.  Nach  §  2  des  4.  Kap.  folgt  auch  noch  unmittelbar,  dass 
die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  derselben  linear  aus 


xq    xp  —  yq    yp 


ableitbar  ist.  — 

Hiermit  ist  die  Bestimmung  der  Untergruppen  der  linearen  homo- 
genen Gruppe  zu  Ende.  Bei  der  unter  B  bestimmten  eingliedrigen 
Gruppe 

ajj  ==  e''"'x,     y^  =  e'"^y  -j-  me'^'^x 

ist  noch  zu  bemerken,  dass  c  durch  Ausführung  einer  passenden  linearen 
homogenen  Transformation  —  welche  diese  Gruppe  in  eine  gleich- 
berechtigte überführt  —  gleich  1  gemacht  werden  kann,  sobald  es 
nicht  gleich  0  ist.     Denn  führt  man  vermöge 

neue  Variabein  ein,  indem  man  analog 

r  X^  , 

setzt,  so  kommt:  '* 

x^=eP'"'X,     y^=  e'^'^y-^- cm^'^x', 

oder,  wenn  man  cm  mit  m  bezeichnet  und  die  nun  unnötigen  Accentc 
streicht : 

x^  ==  e?^x,    2/1  =  e'^y  -j-  m&^x. 

Es  ist  dies  die  obige  Gruppe,  in  der  aber  c  =  1  gesetzt  ist,  Ihre 
infinitesimale  l'ransformation  ist: 

xq  +  xp  +  yq    I . 
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Die  für  c  =  0  hervorgehende  Gruppe 

^1  =  ^>    yi  =  y  -^^x 
hat  die  infinitesimale  Transformation :  * 


xq 


Diese  beiden  Gruppen  lassen  sich  nicht  durch  lineare  homogene  Trans- 
formation in  einander  überführen.  Die  letzte  nämlich  enthält  im  Gegen- 
satz zur  ersten  nur  Transformationen  S  mit  der  Determinante  1,  die 
immer  wieder  in  Transformationen  mit  der  Determinante  1  übergehen, 
wenn  man  vermöge  einer  linearen  homogenen  Transformation  T  neue 
Variabein  überführt.  Denn  dann  kommt  T~^8T  (nach  Satz  6,  §  2 
des  Kap.  3),  und  diese  hat,  wenn  T  die  Determinante  d  besitzt,  nach 
Satz  2,  §  1  des  Kap.  4,  die  Determinante : 

^.1.^  =  1. 

Es  liegt  femer  in  der  Natur  der  Sache,  dass  überhaupt  keine  zwei 
der  obenbestimmten  Gruppentypen  in  einander  durch  lineare  homogene 
Transformation  übergeführt  werden  können,  da  stets  zwei  gleichviel- 
gliedrige  ein  verschiedenes  Verhalten  hinsichtlich  der  Transformation 
des  Büschels  u  ==  Const.  zeigen,  das  nicht  durch  lineare  Transformation 
auszugleichen  ist. 

Theorem  16:     Jede  continuierliche  lineare  homogene  Gruppe^^^^^^^^- 
in  zwei  Veränderlichen  x,  y  mit   paarweis  inversen  Transfor-^^^^^^^- 

}    17  -tr  I  homogenen 

mationen    ist    durch    Ausführung    einer    geeigneten    linearen  Gruppen. 

homogenen    Transformation    auf    einen    der    folgenden    Typen 

zurüclcführhar y  in  denen  t,  t^,  t^  •  •  die  willkürlichen  Parameter 

bezeichnen: 

4-gliedrig:    1)  x^  =  t^x  +  t^y,     «/,  =  t^x  -f  t^y, 
3-gliedrig:   2)  x^  =  t^x -{-  t^y,    y^  =  t^x  +  t^y, 

wo    t^t^  ^2^3  =  1    is^* 

3)  x^  ==  t^x,    y^  =  t^y  +  t^x, 
2-gliedrig :    4)  x^  =  t^x,     yi  =  t^y  -\-  t^Xy 

5)  x^  =  t^x,  2/i  =  t2y, 

6)  Xi  =tlx,     t/i  =  tV^^iy  +  t^x), 
1-gliedrig :    7)  x-i^  =  tx,      yi  =  ty, 

8)       Xy^     =     e^Xy  yi     =     ^y     -\-     t^Xy 

9)  a^i  =  a;,       «/i  =  «/  +  tXy 
10)  iCi  =  fXy     y^  =  P+^y. 

Lie,  Continoierliche  Gruppen.  10 
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Die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  der  betreffen- 
den Gruppe  ist  jedesmal  linear  ableitbar  aus  den  folgenden: 


4 


xp    yp     xq   yq 


2) 


xq   xp  —  yq   yp 


3) 


xp     yq     xq 


4) 


xq    xp  +  yq 


5) 


xp    yq 


6) 


cxp-\-{c-\-\)yq    xq 


7)    xp-\-yq     8)     xq  +  xp  +  yq     9) 


xq 


10) 


cxp-\-  (c+  1)1/5' 


Die  in  6)  und  10)  auftretenden  Constanten  c  lassen  sich,  wie  eine 
nähere  Untersuchung  zeigt,  nicht  weiter  specialisieren. 

Wir  bemerken  noch,  dass  wir  später  diese  Untergruppen  der  all- 
gemeinen linearen  homogenen  Gruppen  an  der  Hand  einer  allgemeinen 
Methode  auf  kürzerem  Wege  bestimmen  werden. 

Die  dreigliedrige  Untergruppe: 

x^  =  ax-\-  by,    y^  =  cx-{-  dy, 

ad  —  bc  =  \, 

Specieiie  führt   den    Namen    der   speciellen    linearen   homogenen    Gruppe.     Wir 
Gruppe,    können   uns   die  Aufgabe   stellen,    die   Typen  von  Untergruppen   der- 
selben   zu  bestimmen.     Dabei  werden   wir   zwei   solche  Untergruppen 
Gleich-    derselben  als  gleichberechtigt  innerhalb  der  speciellen  linearen  homogenen 

berechtigte  .    '^  ^  ,  ,      -^  ^ 

Unter-    Gruppc  bezeichnen,  welche  durch  eine   lineare  homogene .  Transforma- 

gruppen  ,  .  „         . 

derselben,  tiou  mit  dcr  Determinante  1  in  einander  überführbar  sind,  und  für  jede 
Schar  gleichberechtigter  einen  Typus  aufsuchen. 

Dabei  ist  Folgendes  zu  beachten:  Ist  T  irgend  eine  Transforma- 
tion der  linearen  homogenen  Gruppe  mit  der  Determinante  ^,  und  be- 
zeichnet man  die  Transformation 

x,  =  y^x,     y,==y^y, 

welche  die  Determinante  d  hat,  mit  Tq,  so  ist  offenbar  TTq~^  eine 
Transformation  mit  der  Determinante  1,  die  T  heissen  möge.  Auch 
ist  Tq  wie  Tq~^  mit  jeder  linearen  homogenen  Transformation  vertausch- 
bar. Wenn  nun  die  Transformationen  einer  Untergruppe  der  speciellen 
Gruppe  mit  8  bezeichnet  werden,  und  wenn  diese  Untergruppe  inner- 
halb der  allgemeinen  Gruppe  gleichberechtigt  ist  mit  der  Untergruppe 
Zlf  etwa  dadurch,  dass  die  Ausführung  der  linearen  homogenen  Trans- 
formation T  mit  Determinante  z/  auf  die  8  die  2  liefert: 


so  ist  wegen: 
auch 
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T-'-ST=  E, 


TTq-^  =  T  oderT^TTo 


(TT,)-^STT,=^2. 
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Aus    T=JTq    folgt    aber    1  =  T T^T-^   daher    T^-^  J-^  =  T^-"^ 
=  {TTq)~^,  sodass  sich  ergiebt: 

Hierin  kann  Tq  mit  allen  vorkommenden  Transformationen  in  der 
Reihenfolge  vertauscht,  also  an  die  zweite  Stelle  gesetzt  werden.  Da 
1  ist,  so  bleibt  dann  nur  übrig: 


aber  T^-^  T^, 


in  Worten:  Auch  T  führt  die  Gruppe  der  S  in  die  der  2J  über.   T  aber 
ist  eine  Transformation  der  speciellen  Gruppe. 
Mithin: 

Satz  10 :  Sind  zwei  Untergruppen  der  speciellen  linearen  homo- 
genen Gruppe  der  Ebene  mit  einander  gleichberechtigt  innerhalb  der  all- 
gemeinen linearen  homogenen  Gruppe,  so  sind  sie  auch  mit  einander 
gleichberechtigt  innerhalb  der  speciellen  Gruppe. 

Demnach  ergeben  sich  alle  Typen  von  Untergruppen  der  speciellen 
Gruppe,  indem  man  die  Typen  von  Untergruppen  der  allgemeinen  aus- 
wählt,   die  zugleich  der   speciellen  Gruppe  ganz   angehören.     Hierher 

gehören  die  Typen  2),  6)   für  c  =  —  -^,    9),  10)  für  c  ==  —  —  des 

Theorems  16.     Wir  sagen  daher: 

Theorem  17:     Jede  continuierliche  lineare  homogene  Gruppe '^^^^^'^  ^^^ 
in  zwei  Veränderlichen  x,  y  mit  paarweis  inversen  Transforma-s^vv^Ta.eieT 

1  ••       ±1  •    T  m  f  speciellen 

tionen ,    deren   sämtliche   Iransformationen    die   Determinante  iia.hom. 
Eins    haben,    lässt    sich    durch    Ausführung    einer    geeigneten 
linearen  homogenen   Transformation,  die  ebenfalls  die  Deter- 
minante   Eins    hat,    auf  einen    der   folgenden    Typen    zurück- 
führen : 


xq     xp  —  yq     yp 


xp  —  yq    xq 


xq 


xp  —  yq 


10' 
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Sie  besteht  also  entweder  aus  allen  Transformationen  mit  der 
Determinante  Eins  oder  aus  denen,  welche  sämtlich  ein  und 
denselben  Strahl  durch  den  Anfangspunkt,  oder  aus  denen,  deren 
jede  nur  diesen  einen  Strahl,  oder  endlich  aus  denen,  welche 
sämtlich  dieselben  zwei  Strahlen  durch  den  Anfangspunkt  in 
sich  transformieren. 

Beziehung  Zwischcn    der   specielleu   linearen    homogenen    Gruppe    der    (xy)- 

dwTinf    Ebene  und  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  einfachen  Mannig- 
faltigkeit, faltigkeit  u  =  —  besteht  ein  enger  Zusammenhang: 
Zu  jeder  Transformation 

x^  =  ax  -\-  by,    y^  =  ex  -{-  dy,     ad  —  bc  =  1 

der  ersteren  ist  eine  Transformation  der  Strahlen  u 

c  -\-  du 

^        a  -\-  hu 

zugeordnet.  Bezeichnen  wir  die  Transformationen  der  einen  Gruppe  mit 
Sa,  Sß...,  die  entsprechenden  der  anderen  mit  T«,  Tß.  .  .,  so  folgt 
aus  der  geometrischen  Beziehung,  dass  mit 

SaSß==  S(aß) 

auch 

Ta  Tß  =  T^aß), 

d.  h.  der  der  Aufeinanderfolge  von  Sa  und  Sß  äquivalenten  Transforma- 
tion S(aß)  ist  eben  die  Transformation  T^aß)  der  Strahlen  des  Büschels 
zugeordnet,  die  der  Aufeinanderfolge  von  Ta  und  Tß  äquivalent  ist. 
Eine  ähnliche  Beziehung  haben  wir  schon  oben  bei  der  allgemeinen 
linearen  homogenen  Gruppe  angedeutet.  Während  dort  aber  umgekehrt 
zu  einer  vorgelegten  Transformation  der  Strahlen: 

c  4-  du 
^        a  -\-  bu 

oo^  Transformationen  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  construiert 
werden  können,  welche  die  Strahlen  in  der  vorgeschriebenen  Weise 
vertauschen,  nämlich  diese: 

Xi  =  Q{ax-\-  by),    y^  ^  q(cx -\-  dy), 

so  ist  doch  unter  diesen  nur  eine  discrete  Anzahl  von  Transformationen 
vorhanden,  die  der  specielleu  Gruppe  angehören.  Es  sind  dies  die 
beiden,  in  denen  q  gemäss  der  Bedingung: 

QC  Qd 
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oder  also  in  der  Form 

+  1 


yad—bc 

anzunehmen  ist.  Jeder  projectiven  Transformation  der  einfachen 
Mannigfaltigkeit  u  entsprechen  also  in  der  speciellen  linearen  homo- 
genen Gruppe  nur  zwei  —  nicht  unendlich  viele  —  Transformationen. 
Man  nennt  diese  enge  Beziehung  zwischen  beiden  Gruppen  den  holo- 
edrischen Isomorphismus,  während  man  die  Beziehung  zwischen  der ^^°^°^p^^ 
Gruppe  in  u  und  der  allgemeinen  linearen  Gruppe,  bei  der  jeder  Trans- 
formation der  ersteren  oo^  Transformationen  der  letzteren  zugehören, 
als  meroedrischen  Isomorphismus  bezeichnet.  Doch  wollen  wir  hiermit 
den  in  der  Gruppentheorie  sehr  wichtigen  Begriff  des  Isomorphismus 
nur  flüchtig  angedeutet  haben. 

Wir  bemerken  nur  noch,  dass  die  zu 

7/=  {ax  +  hy)p  +  {ex  —  ay)  q, 

der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  der  speciellen  linearen 
homogenen    Gruppe,    gehörige    infinitesimale    Transformation    Uf  der 

Grösse  w  =  —  leicht  berechnet  werden  kann.     Es  ist  ia: 

s,  xdy  —  y8x 

x^ 

und  daher  erföhrt  u  das  Increment: 

\         X  X         / 

=  (c  —  2au  —  lvF)dt, 


sodass 


ist. 


Uf=(c-2au  —  bu')4^ 

'         ^  ■'du 


Abteilung  IL 
Theorie  der  projectiven  Gruppen  in  der  Ebene. 

Wir  beginnen  in  dieser  Abteilung  mit  der  eigentlichen  Gruppen- 
theorie, indem  wir  zunächst  den  Begriff  einer  endlichen  continuierlichen 
Transformationsgruppe  in  der  Ebene  feststellen  und  darauf  einige  all- 
gemeine Sätze  über  beliebige  derartige  Gruppen  entwickeln.  Unter 
anderem  werden  wir  finden,  dass  sich  die  Transformationen  einer 
Gruppe  in  Scharen  anordnen  lassen,  deren  jede  eine  von  einer  infini- 
tesimalen Transformation  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  darstellt.  Darauf 
wenden  wir  uns  insbesondere  zur  Betrachtung  der  projectiven  Gruben 
der  Ebene,  die  hiernach  in  lauter  eingliedrige  projective  Gruppen  zer- 
fallen. Wir  werden  einen  sehr  wichtigen  Satz  über  die  Klammeraus- 
drücke der  infinitesimalen  Transformationen  der  betreffenden  eingliedrigen 
Gruppen  beweisen  und  schliesslich  durch  verhältnismässig  einfache 
Rechnungen  das  wichtige  Problem  der  Bestimmung  aller  projectiven 
Gruppen  der  Ebene  erledigen. 

Hierbei  bemerken  wir  vorweg,  dass  wir  uns  die  vorkommenden 
allgemeinen  Functionen  immer  als  analytische  Functionen  denken,  als 
Functionen  also,  die  sich  in  der  Umgebung  der  in  Betracht  kommen- 
den Wertsysteme  nach  dem  Taylor'schen  Satze  in  Fotenzreihen  ent- 
wickeln lassen. 


Kapitel  6. 

Endliche  continnierliche  Transformationsgrnppen  in  der  Ebene. 

Indem  wir  uns  vornehmen,  in  diesem  Kapitel  den  Begriff  einer 
endlichen  continuierlichen  Transformationsgruppe  der  Ebene  allgemein 
zu  entwickeln,  bemerken  wir  vorweg,  dass  die  in  der  ersten  Abteilung 
betrachteten  Gruppen  von  besonderer  Beschaffenheit  viele  Beispiele  für 
die  folgenden  Theorien  liefern.  Dennoch  werden  wir  noch  öfters  neue 
Beispiele  da  angeben,  wo   dies   besonders  erwünscht  erscheinen  muss. 
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§  1.    Sohar  von  Transformationen. 

Zwei  Gleichungen  von  der  Form  foraatiJn 

(1)  a?!  =  <p(x,  y,  a^'  ••  ar),       y^  =  ^{x,  y,  a^---  ar), 

von  denen  vorausgesetzt  wird,  dass  sie  auch  nach  x,  y  auflösbar  seien, 
stellen,  wenn  in  ihnen  den  Grössen  a^-  •  ■  ür  bestimmte  Zahlenwerte 
gegeben  werden,  eine  bestimmte  Transformation  dar,  die  alle  Punkte 
{x,  y)  der  Ebene  in  neue  Punkte  (a;,,  y^)  überführt.  Geben  wir  den 
Grössen  a^  •  •  •  «^  alle  möglichen  bestimmten  Zahlen  werte,  so  erhalten 
wir  eine  Schar  von  Transformationen  mit  den  Parametern  a^  •  •  a-r.  Tr^amfor- 
Erteilen  wir  den  Parametern  a,  •  •  •  a^  auf  zwei  verschiedene  Arten  „ 

^  Parameter. 

bestimmte  Zahlenwerte,  so  sind  zwei  Möglichkeiten  denkbar:  Entweder 
sind  dann  die  beiden  zugehörigen  Transformationen  von  einander  ver- 
schieden, oder  aber  sie  stimmen  überein,  d.  h.  sie  ordnen  beide  einem 
beliebigen  Punkte  {x,  y)  allgemeiner  Lage  denselben  Punkt  (rCj,  y^  zu. 
Wir  wollen  einmal  den  Parametern  a^-  •  ttr  gewisse  bestimmte, 
aber  allgemein  gewählte  Werte  a^  •  •  ar^  beilegen,  sodass  wir  die  Trans- 
formation erhalten: 

(2)  x^  =  q>{x,  y,  <  .  •  a"),     y^  =  t(x,  y,  a/  •  •  al). 

Wenn  wir  uns  dann  fragen,  ob  es  noch  andere  Wertsysteme  der 
a^  • '  ttr  giebt,  für  welche  die  Transformation  (1)  mit  dieser  überein- 
stimmt, so  werden  wir  für  a^  •  •  •  a^  solche  Zahlen  zu  bestimmen 
suchen,  dass 

q}{x,  y,  %  •  •  ar)  =  <p{x,  y,  a^^  -  ■  a^), 

tl)(x,  y,  a^'-  ar)  =  ip{x,  y,  a^^  -  •  at) 

wird  und  zwar  für  alle  Werte  x,  y.  Ist  dies  nicht  zu  erreichen,  so 
liegt  die  erste  der  angegebenen  Möglichkeiten  vor.  Lassen  sich  aber 
derartige  Werte  angeben,  so  sind  wieder  zwei  Fälle  denkbar:  Entweder 
giebt  es  nur  eine  discrete  (endliche  oder  unendlich  grosse)  Anzahl 
solcher  Wertsysteme,  oder  aber  es  sind  unendlich  viele  continuierlich 
auf  einander  folgende  vorhanden. 

Z.  B.  wenn  die  Transformationen  vorliegen:  Boigpieie. 

(3)  X^=X-\-a^,      y^  =  y-\-  «2,  ♦ 

so  geben  verschiedene  Wertsysteme  der  o^,  «2  auch  stets  verschiedene 
Transformationen.     Dagegen  in  der  Schar  der  Transformationen: 

(4)  x^  =  x-{-  aj^,     yi^y  +  a^ 

stimmt  die  Transformation  (a^,  a^)  mit  der  Transformation  (— «i,  «g) 
überein.     In  der  Schar 
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(5)  Xi=x-]-  tg«!,    yt==y  -\-a^ 

stimmt  mit  der  Transformation  (a^,  a^  jede  Transformation  (5)  über- 
ein,  in  der  für  a^  ein  Wert  a^  -\-  21c  %  gesetzt  wird,  wo  h  eine  ganze 
Zahl  bedeuten  soll.     Wenn  endlich  die  Schar  vorliegt: 

(6)  a?i  =  a;  +  Ol  +  ag,     t/i  =  2/  +  «2» 

so  stimmt  die  Transformation  («i,  «g?  %)  ^^  jeder  Transformation  (6) 
überein,  in  der  statt  %  und  «g  die  Grössen  a^  -}~  ^;  ^z  —  ^  stehen, 
wie  auch  die  Zahl  l  gewählt  sein  mag.  In  diesem  Beispiele  können 
wir,  ohne  aus  der  Schar  der  Transformationen  (6)  eine,  mehrere  oder 
gar  unendlich  viele  auszuschliessen,  von  vornherein  die  Constante 
«3  =  0  annehmen,  da  sie  offenbar  zur  Allgemeinheit  der  Schar  nichts 
beiträgt,  oder  auch  wir  können  a^  -\-  a^  anstatt  a^  als  den  einen  Para- 
meter betrachten,  wobei  sicli  dann  zeigt,  dass  die  Schar  (6)  sich 
eigentlich  —  wie  auch  die  Schar  (4)  und  (5)  —  vollkommen  mit  der 
Schar  (3)  deckt.  In  dem  Beispiel  (6)  ist  also  einer  der  drei  Para- 
meter «1,  %)  ^3  überflüssig.  Nicht  so  in  den  Scharen  (4)  und  (5). 
Hier  würde  eine  specielle  Annahme  von  a^  oder  «3  ^i^  Anzahl  der  in 
den  Gleichungen  (4)  oder  (5)  enthaltenen  Transformationen  wesentlich 
beschränken.  Wir  sagen  daher,  dass  in  den  Fällen  (3),  (4),  (5)  die 
beiden  Parameter  a^,  a^  ivesmÜich  sind,  dass  dagegen  im  Fall  (6)  ein 
unwesentlicher  Parameter  auftritt. 

Eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  können  wir  bei  jeder  Schar  von 
Transformationen  (1)  anstellen.  Denken  wir  uns,  es  wäre  möglich, 
ihre  Parameter  a^-  •  Ur  durch  weniger,  also  durch  nur  r  —  1  Para- 
meter «1  •  •  Ur—i  zu  ersetzen,  wodurch  die  Gleichungen  (1)  in  neue 
übergingen : 

^1  =  ^ip^,    2/;    «1  •  •  «r-l),       Vi  =  t(x,    y,    «1   •  •  CCr-l), 

so  müssten  sich  diese  mit  den  Gleichungen  (1)  decken;  es  müsste  also 
möglich  sein,  für  alle  Wertsysteme  x,  y  und  bei  beliebiger  bestimmter 
Wahl  von  %  •  •  «r  solche  Constanten  a^  •  •  a^— 1  anzugeben,  dass 

(p{x,  y,  a^--  ür)  =  (p{x,  y,  a^- '  «r-i), 

^(x,  y,  «1  •  •  «r)  =  t(x,  y,  «1  •  •  «r-l) 

würde.  Zunächst  dürften  dann  diese  Gleichungen  x  und  y  nur  schein- 
bar enthalten:  Sie  müssten  sich  auf  Gleichungen  zwischen  tti  •  •  ür  und 
a,  •  •  ccr—i  allein  reducieren.  Da  sich  ferner  zu  beliebigem  Wertsystem 
tti  •  •  ttr  immer  ein  Wertsystem  «j  •  •  Ur-i  angeben  lassen  müsste,  so 
müssten  sie  sich  dadurch  befriedigen  lassen,  dass  man  a^  •  •  «r— 1  gleich 
gewissen  Functionen  von  a^  ■  •  ür  setzte: 
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CC^  ==  G)^(ai  •  •  ttr),       •  •  CCr  —  l  =  Or— l(«i  "  '  «r)- 

Dann  aber  ist  es  klar,  dass,  wenn  «^  •  •  a^— i  in  irgend  einer  Weise  be- 
stimmt angenommen  werden,  damit  unmöglich  auch  die  r  Constanten 
a^-  •  ttr  sämtlich  durch  diese  Gleichungen  bestimmt  sind,  denn  es  sind 
dies  ja  nur  r  —  1  Gleichungen.  Vielmehr  existieren  dann  unendlich 
viele  eine  continuierliche  Reihe  bildende  Wertsysteme  %  •  •  a^  zu  einem 
bestimmten  Wertsystem  aj^-'Ur—i.  Mit  anderen  Worten:  Unendlich 
viele  eine  continuierliche  Reihe  bildende  Wertsysteme  «^  •  •  Or  geben 
dieselbe  Transformation  (1). 

Wenn  umgekehrt  je  unendlich  viele  eine  continuierliche  Schar 
bildende  Wertsysteme  a^  •  •  a^  dieselbe  Transformation  (1)  ergeben,  so 
werden  diese  Scharen  von  Wertsystemen  durch  gewisse  Gleichungen 
zwischen  a^^-  '  ttr  definiert  sein  und  zwar  durch  höchstens  r  —  1  von 
einander  unabhängige: 

a)i(ai  ■  ■  ttr)  =  CCi,        •  •  •  (Or-i(Oi  '  •  ttr-l)  =  CCr-l, 

welche  eine  Anzahl  Constanten  «j  •  •  ccr—i  enthalten,  so  zwar,  dass  sie 
bei  bestimmter  Wahl  derselben  eine  Schar  von  Wertsystemen  «^  •  •  a^ 
definieren,  die  sämtlich  dieselbe  Transformation  (1)  liefern.  Diese 
Gleichungen  werden  aber  höchstens  r  —  1  der  Constanten  a^  •  ■  ttr  be- 
bestimmen, etwa  a^'-ar—i,  während  eine,  Ur,  ganz  beliebig  bleibt. 
Das  Einsetzen  dieser  Werte  wird  die  Gleichungen  (1)  auf  eine  solche 
Form 

bringen,  dass,  wie  auch  ür  gewählt  sein  mag,  stets  diese  Gleichungen 
dieselbe  Transformation  darstellen,  sie  also  in  Wirklichkeit  ar  gar  nicht 
enthalten.  Damit  wird  dann  erreicht,  dass  die  Schar  (1)  durch  diese 
neuen  Gleichungen  mit  höchstens  r  —  1  Parametern  «^  •  •  «r— i  dar- 
gestellt werden  kann.     Den  Parameter  ar  bezeichnen  wir  hier  als  un-  unwesent- 

<^  lieber 

wesentlich,  da  es  für  die  Allgemeinheit  der  Schar  (1),  für  ihren  Um-  Parameter. 
fang,  gleichgültig  ist,  ob  er  etwa  einer  bestimmten  Zahl  gleich  gesetzt 
wird  oder  willkürlich  bleibt. 

Die  Zahl  der  Parameter  a^-ar  der  Schar  (1)  lässt  sich  somit 
dann  und  nur  dann  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  er- 
niedrigen, wenn  sich  alle  möglichen  Wertsysteme  a^  ■  '  ür  in  Scharen 
von  je  unendlich  vielen  continuierlich  aufeinanderfolgenden  derart  an- 
ordnen lassen,  dass  zwei  Wertsysteme  derselben  Schar  von  Systemen 
stets  die  gleiche  Transformation  (1)  ergeben.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so 
sagen  wir,  dass  alle  r  Parameter  a^—ttr  ivesentlich  sind.  Wenn  a^--ar 
wesentlich  sind,   so   giebt  es  nicht  unendlich  viele  continuierlich  auf- 
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einanderfolgende  derartige  Wertsysteme.  Da  es  nun  oo''  verschiedene 
Wertsysteme  a^^'  •  ttr  giebt,  so  sind  dann  auch  in  der  Form  (1)  cx)'* 
verschiedene  Transformationen  vorhanden. 

Ableitung  Wir  wollen  nun  ein  analytisches  Criterium  entwickeln,  mit  dessen 

eines  , 

criteriums  Hülfe  wir  in  jedem  gegebenen  Falle  entscheiden  können,  ob  die  r  Para- 

für  die  .  .  .    , 

wesent-    mctcr  wescntlich  sind  oder  nicht. 

liehen  Para- 
meter. Nehmen   wir   zunächst   an,   die   r  Parameter   «^  •  •  a^   seien   nicht 

sämtlich   wesentlich.     Dann   existieren   gewisse   Functionen   cc^  •  •  ar—m 

von  a^  ■  •  ttr  derart,  dass  die  Gleichungen  (1)  durch  gewisse  andere: 

^1  =  9^(^,   y,    «1  •  •  «r-rr),       Vi  =  ^{x,   V,    CC^  '  ■  <Xr-m) 

ersetzbar  sind,  sodass  q)  mit  cp  und  ip  mit  ijj  identisch  ist.  Dabei  ist 
die  Zahl  r  —  m  der  Functionen  a^  •  •  ccr—m  höchstens  gleich  r — 1,  also 
r^l.  Nun  existiert  bekanntlich  stets  eine  lineare  partielle  Differential- 
gleichung : 

—  und,  wenn  w>  1  ist,  sogar  unendlich  viele  — ,  der  irgend  welche 
angenommene  Functionen  a^  •  •  Ur—m  von  r  Grössen  a^-  •  ar  genügen. 
Diese  Gleichung  wird  alsdann  auch  von  jeder  Function  der  Lösungen 
«1  •  •  Kr—m  erfüllt,  insbondere  also  auch  von  g?  und  ^  oder  endlich  von 
(p  und  ip. 

Wenn  umgekehrt  <p  und  ^  Lösungen  einer  solchen  partiellen 
Differentialgleichung  Äf=  0  sind,  so  sind  sie  Functionen  gewisser 
r —  1  von  einander  unabhängiger  Lösungen  ß^{a^'-ar)--- ßr—iip.x-'(it) 
derselben.     Sie  können  also  dann  auf  die  Form 

9  =  <Pl(.^,    y,    ßl-'  ßr-l),        ^  =  ^1  (X,   y,    ßi--  ßr~l) 

gebracht  werden,  d.  h.  in  (1)  können  die  r  Parameter  a^-  •  ar  durch 
nur  r — 1,  nämlich  ß^-'ßr—u  ersetzt  werden:  Es  sind  dann  nicht 
alle  Parameter  wesentlich. 

Wir  haben  damit  bewiesen: 

Criterium.  Satz  \\     Die  nacJi  X,  y  außösharen  Gleichungen 

^1  =  <Pi^,  «/>  «1  •  •  «r),    «/i  =  t(x,  y,  a^-  a,) 

stellen  dann  und  nur  dann  oo*"  verschiedene  Transformationen  dar,  d.  h. 
ihre  r  Parameter  a^'  •  ar  sind  dann  und  nur  dann  sämtlich  wesentlich, 
wenn  es  unmöglich  ist,  r  nicht  sämtlich  verschwindende  von  x,  y  freie 
Functionen  Xi    '  Xr  "^on  o^  ■  •  ar  so  m  bestimmen,  dass  identisch 


Schar 

von 

Transformationen. 

+  • 

••  + 

0; 

dtj, 

+  • 

••  + 

0 

155 


wird. 

Zu  diesem  Criterium  können  wir  auch  durch  folgende  Überlegung  A^bieitu'ng 
gelangen :  Wenn  die  r  Parameter  a^  • .  a^  nicht  sämtlich  wesentlich  derselben. 
sind,  so  giebt  es  zu  jedem  Parameter  System  %  •  •  a^  unendlich  viele 
andere,  welche  dieselbe  Transformation  (1)  liefern;  Da  diese  Para- 
metersysteme eine  continuierliche  Schar  bilden,  so  muss  folglich  wenig- 
stens ein  dem  System  «^  •  •  «^  beliebig  nahe  benachbartes  Wertsystem 
^1  "h  *i  >  '  •  ctr  -\-  ^r  existieren,  welches  dieselbe  Transformation  (1) 
liefert,  sodass  also: 

ffix,  y,  a^"  ttr)  =  (p(x,  y,  a^  -\-  s^,     •  •  a^  +  fr), 

wird.  Hier  können  wir  rechts  die  Taylor'sche  Entwickelung  nach 
s^- '  Br  ausführen,  die  bei  hinreichend  wenig  von  Null  verschiedenen 
Werten  der  a  convergieren,  sodass  sich  ergiebt: 

o  =  ^?^'<^^^^^.  +  i^'^,-^. .  +  ••■•, 

1  •  1 

1  1 

Wir  dividieren  beide  Entwickelungen  durch  eines  der  £,  etwa  e^. 
Lassen  wir  dann  das  Wertsystem  (a  -f-  e)  in  einer  gewissen  Weise 
gegen  das  Wertsystem  (a)  convergieren,  so  convergieren  die  Quotienten 

—  gegen   gewisse  Functionen  von  a^  •  •  «r  und  die  Glieder  der  Reihe 

von  den  Doppelsummen  an  gegen  Null,  sodass  sich  also  ergiebt: 

1 
d.   h.    g)   und    ^  erfüllen    eine    gewisse    lineare    partielle    Differential- 
gleichung 

r 
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Wenn  umgekehrt  die  Functionen  cp  und  t[f  eine  solche  Differential- 
gleichung erfüllen,  so  schliessen  wir  rückwärts,  dass  das  Wertsystem 

dieselbe  Transformation  wie  das  Wertsystem  a^-  -ttr  liefert,  dabei  unter 
dt  eine  gegen  Null  convergierende  Grösse  verstanden.  Zu  jedem  Wert- 
system (a)  existiert  also  dann  ein  unendlich  benachbartes,  das  dieselbe 
Transformation  liefert.  Zu  diesem  ist  wieder  ein  gewisses  Wertsystem 
mit  derselben  Transformation  unendlich  benachbart  u.  s.  w.,  sodass 
sich  so  aus  jedem  Wertsystem  %  •  •  a^  eine  continuierliche  Schar  von 
Wertsystemen  ergiebt,  denen  dieselbe  Transformation  (1)  zugehört. 
BogriffiicherDies  ist  also  der  begriffliche  Sinn  unseres  Criteriums.     Allerdings   ist 

Sinn  des        ,  ^  °  ^ 

Criteriums.  die   socbcn   entwickelte  Umkehrung  nicht  ganz   streng   formuliert,   sie 
sollte  aber  auch  nur  diese  begriffliche  Deutung  klarmachen. 

^du^J^der  ^^''  Anwendung  des  Criteriums  unseres  Satzes  wird  man  bei  einer 
Criteriums.  vorgelegten  Schar  (1)  so  verfahren:  Man  bestimmt  zunächst  die  Func- 
tionen Xi  '  ■  Xr  in  irgend  einer  Weise  so,  dass  cp  und  ^  jene  lineare 
partielle  Differentialgleichung  erfüllen.  Alsdann  berechnet  man  r — 1 
von  einander  unabhängige  Lösungen  co^  •  •  cor—i  dieser  Gleichung  und 
führt  vermöge  der  Gleichungen 

a)i(ai  •  •  «r)  =  «1,       •  •  •  0>r— 1  («1  •  •  ttr)  =^  OCr—l 

an  Stelle  von  r —  1  der  Parameter  a^  •  •  ttr  die  Parameter  «^  •  •  «r— i  in 
(1)  ein.  Dadurch  muss  von  selbst  der  noch  übrige  r'*  der  Parameter 
a^  ■  •  ttr  aus  den  Transformationsgleichungen  herausfallen,  sodass  die 
neuen  Gleichungen  der  Transformation  nur  die  r  —  1  Parameter 
«^  •  •  «r— 1  enthalten.  Sind  auch  diese  noch  nicht  sämtlich  wesentlich, 
so  kann  man  dasselbe  Verfahren  noch  einmal  anwenden  u.  s.  w.  Es 
ist  auch  nicht  schwer,  gleich  auf  einen  Schlag  mehr  als  einen  un- 
wesentlichen Parameter  zu  entfernen.  Doch  gehen  wir  darauf  nicht 
näher  ein,  da  sich  in  der  Praxis  meist  auch  ohne  Benutzung  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  Af=  0  etwa  vorhandene  überzählige  Para- 
meter als  solche  sofort  herausstellen.  Es  genügt  für  die  Theorie,  das 
obige  Criterium  aufgestellt  zu  haben. 

Für  den  Fall,  dass  die  Schar  nur  zwei  Parameter  enthält,  ist  die 
Entscheidung  leicht:  Die  beiden  Parameter  sind  offenbar  dann  und 
nur  dann  wesentlich,  wenn  sich  die  beiden  Gleichungen  nach  ihnen  auf- 
lösen lassen. 

Beispiele.  1,  Beispiel.'     Sei  die  Schar  von  Transformationen  vorgelegt: 

a?!  =  ic  cos  cc  —  y8ina-{-Ä-\-B,     y^=xsma-\-ycosa-]-C-{-D. 
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Sie  enthält  zunächst  die  fünf  Parameter  a,  A,  B,  C,  D.  Hier  sieht 
mau  von  vornherein,  dass  sich  Ä -\- B  und  C -{- I)  durch  je  einen 
Parameter  a,  b  ersetzen  lassen : 

Xi  =  X  cos  a  —  y  sin  a.-{-  a,     «/j  =  a;  sin  a  -f"  2/  cos  a  -\-  b. 

Es  ist  hier  ferner  augenscheinlich,  dass  zwei  solche  Transformationen 
nur  dann  übereinstimmen,  wenn  a  und  b  in  beiden  dieselben  Werte 
haben,  während  a  in  beiden  um  ein  Vielfaches  von  2jt  variieren  kann. 
Es  sind  also  alle  drei  Parameter  a,  a,  b  wesentlich.  Um  aber  auch 
das  Criterium  des  Satzes  1  anzuwenden,  haben  wir  zur  Bestimmung 
der  X  die  Gleichungen  aufzustellen : 

Xi(—  xsina  —  ycosa.)-{-  %^  =  0, 
l^{x  cosa  —  y  sin  a)  -{-  Xs  =  0. 
Sie  zerfallen,  da  die  x  von  x  und  y  frei  sein  sollen,  in  vier  einzelne 
Forderungen,  denen  nur  von  Xi^Xi^  Xb^^  geiiügt  wird. 

3.  Beispiel:     Es  wird  gefragt,  ob  in  der  Schar  von  Transforma- 
tionen : 

ajj  ==  xa}«''  +  ft^«"  +  c,    yi  =  xya}«^ 

alle  drei  Parameter  a,  b,  c  wesentlich  sind.  Hier  liefert  Satz  1  die 
Gleichungen  zur  Bestimmung  der  %: 

X.ixa'^'-'  Igt  +  &^««lg&  \)  +  X2  (^«'«'  lg«  I  +  ^'^""-^  lg«)  +  Xz  =  0, 

Xi  (a;y  ai86-i  lg  6  +  ^^^  ^«/«'^*  lg«  \)=  0, 
die  aber,  da  sie  für  alle  x,  y  bestehen  sollen,  in  diese  zerfallen: 

Xiai«*-Mg&  +  ;K2«'«*lg«|  =  0, 

Xx  ^'^'^  lg&  \  +  X^  ^'"-'  lg«  +  «3  =  0, 

XiO}«'-'\gb-\-x,a'«^\gal=^0. 

Die  erste  giebt: 

=  _  6^1g& 
^2  a  ]ga  ^1  • 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  zweite  ein,  so  kommt 

Xz  =  0, 
während  die  dritte  durch  diese  Substitution  erfüllt  wird.    Somit  können 
wir,  da  es  nur  auf  die  Verhältnisse  der  x  zu  einander  ankommt, 

Xi=«lg«,     X2  =  —  ^^g^,     X3  =  ^ 
setzen.    Dies  liefert  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  in  a,b,c: 
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alga|{-&lg&|{  =  0, 

die  lga-lg6  und  c  zu  Lösungen  hat.     Also  wird  bei  Einführung  von 

a  =  Iga  •  lg& 

und  Beibehaltung  von  c  aus  den  Transformationsgleichungen  a  und  b 
herausfallen.     In  der  That,  es  ist 

a 

a  =  e^ 

d.  h.  a}«'>  ==  e«,    6^8«  =  e«,  und  es  kommt : 

x^  =  xef*  +  e"  +  c,     2/i  =  xye"*. 

Statt  a  können  wir  e*,  statt  e"  +  ^  direct  c  als  Parameter  benutzen 
und  erhalten  so  die  bequemere  Form : 

Xi==  ax  -\-  c,    2/i  =  axy. 

Hier  sind  a,  c  wesentliche  Parameter. 

§  2.     Gruppe  von  Transformationen. 

Es  sei  wiederum  eine  Schar  von  Transformationen  vorgelegt: 

(1)  x^  =  <p{x,  y,  a^--  ar),    yi  =  t^(a:,  y,  a^--  ür) 

und  vorausgesetzt,  dass  %  •  •  a^  sämtlich  wesentliche  Parameter  seien, 
d.  h,  dass  die  Gleichungen  (1)  wirklich  oo''  von  einander  verschiedene 
Transformationen  darstellen. 

Jetzt  soll  aber  überdies  angenommen  werden,  die  Schar  (1)  be- 
Gruppen- sitze  die  Gruppeneigenschaft:  Es  soll  die  Aufeinanderfolge  irgend  zweier 
Transformationen  dieser  Schar  stets  einer  einzigen  Transformation  der 
Schar  äquivalent  sein. 

Bezeichn-en  wir  die  zum  Wertsystem  a^'  •  ar  gehörige  Transforma- 
tion der  Schar  (1)  symbolisch  mit  jT«,  so  soll  also  vorausgesetzt 
werden,  dass,  wie  auch  a^  •  •  ar,  &i  •  •  &r  gewählt  sein  mögen,  stets  ein 
Wertsystem  c^  •  •  c^  existiere  derart,  dass 

TaTi,  =>  Te 

ist.     Analytisch  drückt  sich  dies  so  aus: 
AnaiytiBche         Führen  wir  zuerst  die  Transformation  Ta  aus,  so  kommt: 

Darstellung. 

(7)  Xi  =  (p(x,  y,  a^"  ar\    y^  =  ^{x,  y,  a^--  ar). 

Tb  ferner  führt  die  Punkte  (Xi,  y^)  in  neue  Punkte  (a^g,  y^)  über: 

(8)  x^  =  cp{x,,  y„  &j  . .  &,),     y^  =  ^(a^^,  y,,  ft,  ■  •  &,). 
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Die  Aufeinanderfolge  Ta  Tb  ist  nun  derjenigen  Transformation  äqui- 
valent, die  durch  Elimination  der  Zwischen  werte  x^,  y^  aus  (7)  und 
(8)  hervorgeht: 


(9) 

1^2  =  ^i^Pi^,  y>  «);    tix,  y,  d),     \  ■  •  hr). 

Hierin  ist  q)(x,  y,  a^  •  ■  ür)  kurz  mit  g)(x,  y,  d),  ^{x,  y,  a^  •  •  a,)  kurz 
mit  "^{x,  y,  a)  bezeichnet.  Dieser  Transformation  (9)  soll  nun  eine 
Transformation  der  Schar  (1)  äquivalent  sein,  d.  h.  es  sollen  sich 
solche  Werte  c^-'Cr  angeben  lassen,  dass  (9)  identisch  wird  mit: 

x^  =  (p(x,  y,  Ci'-  Cr),    t/2  =  ^(^»  y,  f^i'-  O, 

dass  also  die  Gleichungen 

g)i(p{x,  y,  a),    i>{x,  y,  a),    \  •  •  &r)  =  fp{^,  V,  c^  • '  «r), 
ipi(p(x,  y,  d),    iIj{x,  y,  a),     \  ■  •  h'r)  =  t{x,  tj,  c^  ■  ■  Cr) 

identisch  bestehen  für  alle  Werte  von  x  und  y.  Dabei  sind  die  Con- 
stanten a^  •  •  ar,  \'  '  hr  willkürlich  wählbar,  also  die  Constanten  c^-  -Cr 
notwendig  gewisse  Functionen  ^{a^'-üry  \--ir),  •  •  Xriß^'-Ur,  b^'-hr) 
der  a  und  h  allein. 

Die  Schar  (1)  stellt  somit  dann  und  nur  dann  eine  Gruppe  dar, 
wenn  es  gewisse  Functionen  l^ia,  h),  •  •  Ar(a,  h)  giebt,  die  frei  von 
X  und  y  sind,  derart,  dass  für  alle  Werte  von  x,  y,  %  •  •  ür,  &i  •  •  hr,  die 
Identitäten  bestehen: 

^Qs  (qpCg'C^,  «/;  «)^    ^{x,y,a),    \--'br)  =  <p{x,y,}^^{a,h),    .•A^(a,  &)), 
\^{(p{x,  y,  d),    t(x,  y,  a),    h,  ■  •  &,.)  =  ^  {x,  y,  ly{a,  h),    ■  •  A,.(a,  &)). 


Alsdann  nennen  wir  die  Schar  (1),  da  sie  überdies  nach  Voraus- 
setzung aus  oo''  verschiedenen  Transformationen  besteht,  eine  r-gliedrige  r-guedrige 

°  '  ^  ^    Gruppe  Ton 

Gruppe  von  Transformationen.  Transform. 


Aber  noch  einige  weitere  Voraussetzungen  wollen  wir  hier  ein  für  sonstige 

o  /    \  .  •  Voraus- 

allemal  über  die  Schar  (1)  machen:  Zunächst  setzen  wir  voraus,  dass  Setzungen. 
(p  und  ip  solche  Functionen  von  a^  •  •  ar  seien,  dass  eine  unendlich 
kleine  Änderung  der  Parameter  a^-  •  ar  die  Transformationen  (1)  auch 
nur  unendlich  wenig  ändert,  dass  also  alle  oo*"  Transformationen,  die 
in  (1)  enthalten  sind,  eine  continuierliche  Schar  bilden.  Insofern  nennen 
wir  dann  die  Schar  eine  continuierliche  Transformationsgruppe.  Die  er- continuieri. 
wähnte  Voraussetzung  ist  insbesondere  erfüllt,  wenn  (p  und  ^  ana- 
lytische Functionen  ihrer  Arytimente  sind.  Wir  werden  uns  in  diesem 
Werke  stets  auf  diesen  Fall  beschränken,  ohne  es  immer  ausdrücklich 
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hervorzuheben.      Dadurch    werden    fremdartige    functionentbeoretische 

Untersuchungen  von  vornherein  abgeschnitten. 

TrWorma-         Fcmcr  wcrdcu   wir  voraussetzen,  die  Schar  (1)  enthalte  zu  jeder 

tionen.    ^'^ygy  Transformationen  auch  die  inverse.     Die    zur  Transformation  (1) 

inverse  Transformation,  die  man  bekanntlich  dadurch  erhält,  dass  man 

(I)  nach  X,  y  auflöst  und  dann,  um  bei  gewohnter  Darstellungsweise 
zu  bleiben,  x,  y  mit  x^,  y^  und  umgekehrt  x^,  y^  mit  x,  y  bezeichnet, 
soll  also  auch  dadurch  aus  (1)  hergestellt  werden  können,  dass  man 
darin  a^  •  •  ar  gewisse  andere  Werte  ä^  •  •  är  erteilt.  Da  zu  jeder  Trans- 
formation eine  invetse  zugeordnet  ist,  so  müssen  ä^-  -är  gewisse  Func- 
tionen der  ursprünglichen  Parameter  a^  •  '  ttr  sein. 

Beispiele  hierzu  brauchen  wir  nicht  zu  geben,  da  Abteilung  I  ge- 
nügend viele  enthält. 

Aus  der  letzten  Voraussetzung  können  wir  einen  wichtigen  Schluss 
^TrWor-^  Ziehen:    Führen  wir  nach  irgend  einer  Transformation  der  Gruppe  die 
mation.    inyerse  aus,  so  ergiebt  sich  die  identische  Transformation: 

Da  nun  die  inverse  auch  in  der  Gruppe  enthalten  und  die  Aufeinander- 
folge zweier  Transformationen  der  Gruppe  wieder  einer  Transformation 
der  Gruppe  äquivalent  ist,  so  folgt,  dass  die  Gruppe  auch  die  iden- 
tische Transformation  enthält,  dass  es  also  solche  Werte  %''  •  •  aj^  der 
Parameter  geben  muss,  für  die  sich  (1)  auf  die  identische  Transforma- 
tion reduciert,  sodass  für  alle  Werte  von  x  und  y 

(II)  (p(x,  y,  «1«  •  •  a^«j  =  X,    ip{x,  y,  a/  •  •  a,P)  =  y 

ist. 

Satz  2 :     Jede  r-gliedrige  Transformationsgruppe  mit  paarweis  in- 
versen  Transformationen  entMlt  die  identische  Transformation. 


§  3.     Die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe. 

Wenn  wir  in  den  Transformationsgleichungen  (1)  der  Gruppe  den 

Parametern  a^  •  •  «^  Werte  geben,  die  unendlich  wenig  von  denjenigen 

Werten  a^  ■  •  aj^  abweichen,  welche  die  identische  Transformation  liefern, 

so  ergiebt  sich  .—  wegen  der  vorausgesetzten  Continuität  —  eine  von 

infinitesi-  der  idcntischcn  nur  unendlich  wenig  verschiedene,  also  eine  infinitesi- 
male 1     m         y 

Tranafor-  malc  Transformation  der  Gruppe. 

mation.  ^-^ 

Erste  Wir  werden  also  setzen: 

Ableitung. 

«1  ==  «1°  +  ö'a, ,    -  •  ■  ttr  •=  aj^  -\-  dar, 
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indem  öa^  ■  *dar  gegen  Null  convergierende  Grössen  bedeuten  sollen. 
Alsdann  giebt  die  erste  Gleichung  (1) : 

Xi  =  <p{x,  y,  a^  -j-  ^«1,     •  •  «r"  +  ^«r) 

oder,  da  die  rechte  Seite  nach  dem  Taylor'schen  Satze  nach  Potenzen 
von  d«!  •  •  dar  entwickelt  werden  kann  in  eine  unendliche  Reihe,  die 
bei  hinreichend  Icleinen  Werten  von  8a^  •  •  dar  convergiert: 

^. = 9(^,  y.  <  ■  ■  «r")  +  ^^(--y:---°)  *«,  +  •• 

-1 a^T ö«. +  •'. 

Die  nicht  geschriebenen  Glieder  sind  von  höherer  Ordnung  hinsicht- 
lich öa^'öar.    Eigentlich  ist  die  Schreibweise 

dcpjx,  y,  ai°-  •  or'') 

sinnlos,  da  ja  a^  •  •  Or°  ganz  bestimmte  Zahlen  bedeuten.  Wir  meinen 
aber  damit  natürlich  den  Ausdruck: 

dtpjx,  y,  tti  '  •  ar) 

dar  ' 

in  dem  nach  ausgeführter  Differentiation  %  =  a^^^  ••«,.  =  ttr^  gesetzt 
werden  soll.  Wegen  (11)  kann  für  das  erste  Glied  rechts  einfach  x 
gesetzt  werden,  sodass  kommt: 

_  dq>{x,  y,  a")  .      4_  .  .  4_  aqp(a;,  y,  a°)  x „      ,    .  . 

Analog  wird : 


(12) 


yi  =  y-i 377^ 0«!  H 1 ^— ö dar  + 


da^^  ^    '  '  da. 

Hierin  ist  zur  Abkürzung  g)(x,  y,  a^  •  ■  aj^)  mit  <p{x,  y,  a°)  bezeichnet. 
Diese  Gleichungen  stellen  eine  infinitesimale  Transformation  unserer 
Gruppe  dar,  denn  sie  erteilen  x,  y  die  unendlich  kleinen  Zuwüchse: 

{8x  =  x,  -  X  ^^-^^^y^da,  +  . .  _|_^^|.4^)  sar  +  •  • , 

I  *                               dt}}{x,  y,  a")  js        ,  ,    ai/'(a;,  y,  a°)  «,        , 

dy^y,—y=^    "^'J^l     '  da^  -\ h    ^g;y       d«,  +  •  • . 

Die  Incremente  da;,  8y  stellen  sich  als  unendliche  Reihen  nach 
ganzen  Potenzen  von  da^'  •  dar  dar.  Ist  nun  keines  der  r  Paare  von 
Differentialquotienten 

ä^T       '  ä^;^  (,»  —  1,  ^  •  •  r; 

für  alle  Werte  von  x,  y  identisch  Null,  so  kommen  wenigstens  in  einer 

Lie,  Contiuuiurliche  Gruppen.  11 
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der  Reihen  (12')  stets  unendlich  kleine  Glieder  erster  Ordnung  in  den 
da  vor,  wie  auch  diese  infinitesimalen  Grössen  da  gewählt  sein  mögen. 
Diesen  gegenüber  kommen  dann  die  unendlich  kleinen  Glieder  höherer 
Ordnung  nicht  in  Betracht. 
Nachteile  ^uu  kann  es  aber  unter  Umständen  vorkommen,  dass  unter  den 

der  Methode-  ' 

r  Paaren  von  Difi'erentialquotienten 

8(p(x,y,a'>)        dil^jx,  y,  a")      (^  ^  ^     2  -  ■  r) 

eines,  einige  oder  auch  alle  identisch  für  alle  Werte  von  x,  y  ver- 
schwinden. In  diesem  Falle  dürfen  die  höheren  Potenzen  von  da,-  etwa 
nicht  vernachlässigt  werden,  da  die  erste  gar  nicht  in  (12')  auftritt 
Wir  werden  dann,  wenn  in  (12)  die  Zahl  dui  etwa  erst  in  der  ¥*^ 
Potenz  wirklich  auftritt,  anstatt  da,-  diese  Potenz  da,*  als  infinitesi- 
male Zahl  benutzen.  Dann  aber  ist  es  von  vornherein  noch  keines- 
wegs sicher,  ob  auch  die  Entwickelungen  (12')  nur  nach  ganzen 
Potenzen  derselben  fortschreiten,  denn  es  könnte  ja  z.  ß.  auch  da/*  +  ^ 
mit  nicht  verschwindendem  Coefficienten  behaftet  sein. 

Zweite  Um  diesen  Übelstand  zu  vermeiden,  sowie  um  die  Frage  zu  ent- 

der  infinit,  scheidcn,  wic  viele  infinitesimale  Transformationen  die  Gruppe  enthält, 

Transform.  .,  ■,  ...,.,  ,..  ,,  .. 

insbesondere  wie  sie  mit  einander  zusammenhangen,  schlagen  wir  ein 
neues  Verfahren  ein: 

Irgend  eine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  wird  die 
Punkte  p{x,  y)  der  Ebene  in  neue  Punkte  p  {x,  y)  derselben  über- 
führen, die  den  Punkten  p  unendlich  benachbart  sind.  Wir  können 
den  Übergang  zu  den  p  auch  so  bewerkstelligen:  Zunächst  führen 
wir  irgend  eine  Transformation  der  Gruppe  aus,  etwa  die  zu  den  Para- 
metern E^-  •  •  Er  gehörige  T^.  Dieselbe  geleitet  die  Punkte  p  in  neue 
Lagen  Piix^,  y.^.   (Fig.  24.)     Nun  existiert  eine  Transformation  S  der 

Gruppe,  welche  die  Punkte  p^  in  die  Lagen 
p  überführt,  denn  diese  Transformation  ist 
äquivalent  der  Aufeinanderfolge  der  zu  T«  in- 
versen  Transformation  IV;  welche  die  p^  in 
die  p  verwandelt,  und  der  infinitesimalen, 
welche  die  p  an  die  Stellen  p'  führt.  Diese 
Transformation  S  ist  also  unendlich  wenig 
verschieden  von  der  zu  T,  inversen  IV,  deren 
Parameter  £i  •  •  «r  gewisse  Functionen  von 
£i  •  •  Er  sind.  Ihre  Parameter'  weichen  daher 
unendlich  wenig  von  «^  •  •  £r  ab,  haben  also 
etwa  die  Werte: 
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in  denen  ds^^  •  ■  dsr  infinitesimale  Zahlen  bedeuten.  Wie  wir  auch 
dsj^  ■  •  dsr  wählen  mögen,  immer  ergiebt  sich  als  der  Aufeinanderfolge 
T,S  äquivalent  eine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe.  Diese 
Aufeinanderfolge  liefert  mithin  alle  überhaupt  in  der  Gruppe  vorhan- 
denen infinitesimalen  Transformationen. 

Wir   wollen    diese   Überlegung   ins    Analytische    umsetzen:     Di^^^Yen^'n* 
Transformation  T,  hat  die  Gleichungen :  derselben. 

(13)  Xi  =  <p(x,  y,  «1  •  •  Sr),     t/i  =  fix,  y,  s^  ■  -  Sr). 

Die  Transformation  S,  welche  die  Punkte  (x^,  y^)  weiterhin  in  die 
Lagen  {x,  y)  überführt,  und  die  auch  mit  Ti+rf«  bezeichnet  werden 
könnte,  wird  dargestellt  durch : 

(14)  x  =  <p(x^,yi,£i-\-dSj^,     ■■Sr  +  dSr), 

y  =  t{Xi,  yi,  £i  -f-  ÖBi,       •'£r  +  dSr). 

Die  Aufeinanderfolge  beider  ist  nun  die  gesuchte  infinitesimale  Trans- 
formation der  (x,  y)  in  die  {x',  y).  Sie  wird  berechnet  durch  Elimi- 
nation der  Zwischenwerte  Xj^,  y^  aus  (13)  und  (14).  Diese  Elimination 
liefert : 

x'=  (p{q>{x,  y,  s),  ^(a?,  y,  e),  8  +  de), 

y  =  il^{(p(x,  y,  f),  t{x,  y,  £),   s  -f  de). 

Hierin  sind  zur  Abkürzung  die  £i  •  •  Sr  einfach  durch  £,  die  e^  -f-  ds^ 
••£r  +  ^«r  durch  £  +  de  markiert.  In  dieser  Form  tritt  nicht  deut- 
lich hervor,  dass  die  Gleichungen  eine  infinitesimale  Transformation 
darstellen.  Dies  wird  aber  durch  Reihenentwickelung  augenscheinlich. 
Da  nämlich  de^^  •  •  dsr  gegen  Null  convergieren  sollen,  so  dürfen  wir 
die  Gleichungen  nach  Potenzen  von  ds^  •  •  dsr  entwickeln: 
x'=  (p{(p(x,  y,  «),    tlj(x,  y,  e),   a)  + 


,^  gqp(«p(a;,  y,  t),  il^jx,  y,  Q,  g) 


+  2 

1 

y'=t{(pix,  y,  £),  ^(^,  y,  «),  «) 

1 

Da  nun  die  Transformation  Tf  zur  Transformation  Te  invers  ist,  d.  h. 
die  Aufeinanderfolge  von 

Xi  =  (p(x,    y,    £i  .  .  Sr),       yt  =  t{x,    y,    S^  .  .  Sr) 

und 

11* 
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die  identische  x^  =  x,     Pi  =  y  liefern  muss,  so  ist 

(pi<p(x,  y,  s),  ip{x,  y,  e),  e)=x, 

t{(p{3c,  y,  s),  rl^ipc,  y,  e),  £)=y, 
sodass  sich  die  gefundenen  Reihenentwickelungen  reducieren  auf  diese: 

1 
y  =y-\-  2u^^' Wi '       • 

1 
Jede   infinitesimale  Transformation   der   Gruppe   lässt   sich   somit  bei 
geeigneter  Wahl  der  infinitesimalen  Zahlen  öe^  . .  8sr  in  dieser  Weise 
schreiben.     Sie  erteilt  x  und  y  die  Incremente: 


(15) 


1 


Wohlbemerkt  dürfen  die  s^  .  .  Er  in  irgend  welcher  Weise  bestimmt  ge- 
wählt werden.  Die  e^  .  .  'ir  sind  als  Functionen  der  e^  . .  Er  alsdann 
auch  gegeben. 

Nichtver-  Die  £■. . .  Er  können  immer  so  angenommen  werden,  dass  keines  der 

schwinden  -r\- n> 

der  Glieder  r  Paarc  von  Diiierentialquotienten 

1.  Ordnung. 

n  (\\  aqp(y(a-,  y,  g),  tpjx,  y,  e),  s)      g^(()p(a:,  y,  s),  tpjx,  y,  f),  t) 

^^^^  8si  '  dsi 

(»  =  1,  2  .  .  r) 

identisch  verschwindet  für  alle  Werte  von  x,  y.  Denn  wir  können 
diese  Paare,  da  (x^,  y^)  die  Punkte  sind,  in  welche  die  Punkte  (x,  y) 
bei  der  Transformation  T,  übergehen,  und  also: 

X^  =  (p{x,   y,    Si'  £r),       «/i  =  i>(.X,    y,    £i  .  .  Er) 

ist,  auch  so  schreiben: 

SYi  >       -     Sei  (.»  -  1,  ^  •  .  r). 

Hierin  sind  (x^^,  y^)  alle  Punkte  der  Ebene,  und  das  Verschwinden 
beider  Differentialquotienten  würde  daher  aussagen,  dass  g)  und  ^  beide 
den  Parameter  ?,•  nicht  enthalten,  dass  also  —  wenn  dies  eintritt,  wie 
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auch  die  «  oder  die  e  gewählt  sein  mögen  —  die  allgemeinen 
Gleichungen 

a?i  =  (p{x,  y,  «1  . .  ttr),    yi  =  t{x,  y,  a^..  Ur) 

frei  von  a,-  sind  und  die  Gruppe  folglich  gegen  die  Voraussetzung 
weniger  als  r-gliedrig  ist. 

Demnach  dürfen  wir  annehmen,  die  s^  .  .'Sr  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  die  s^  . .  Sr  seien  in  bestimmter  Weise  als  solche 
Zahlen  gewählt,  dass  in  wenigstens  einer  der  Gleichungen  (15)  stets 
unendlich  kleine  Glieder  erster  Ordnung  in  den  dsi  vorkommen,  wie 
auch  die  dsi  gewählt  sein  mögen.  Bezeichnen  wir  dann  die  Ausdrücke 
(16)  —  da  sie  als  veränderliche  Grössen  nur  noch  x,  y  enthalten  — 
mit  ^i(x,  y),  7]i(x,  y),  so  folgt: 

Satz  3:  Jede  infinitesimale  Transformation  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
mit  paarweis  inversen  Transformationen  lässt  sich  in  der  Form  schreiben  : 

r  r 

8x  ^  ^  l{x,  y)dSi-\ ,     dy  ==  ^i  r]i(x,  y)dei  +  ■  ■  ■, 

1  1 

in  der  die  dsi  irgend  welche  nicht  sämtlich  verschtvindende,  aber  gegen 
Null  convergierende  Zahlen  bedeuten  und  ferner  §,•  und  r^i  nicht  beide  iden- 
tisch Null  sind  für  irgend  einen  der  r  Werte  von  i. 

Hiermit  sind  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  ent- 
wickelt in  Reihen  nach  ganzen  Potenzen  unendlich  kleiner  Grössen  und 
zwar  so,  dass  die  unendlich  kleinen  Glieder  erster  Ordnung  nicht  sämt- 
lich absolut  verschwinden. 

Das  jetzige  Verfahren  leistet  demnach  mehr  als  das  frühere, 
das  zu  den  infinitesimalen  Transformationen  (12')  führte.  In  der  That 
ist  die  frühere  Methode  nur  ein  besonderer  Fall  der  jetzigen,  die  sich 
ja  auf  jene  reduciert,  wenn  s^  =  a^y  . .  f ^  =  a/  gesetzt  wird. 

Wir  können  uns  die  8si  gegeben  denken  als  Potenzreihen  einer 
gegen  Null  convergierenden  Grösse  8t,  indem  wir  etwa  setzen ; 

8£i=^eidt-\ (^•=  1,  2  ••/•). 

Die  hier  nicht  geschriebenen  Glieder  sollen  also  von  höherer  Potenz 
XTo.  8t  sein,  während  die  e,-  nunmehr  irgend  welche  endliche  Zahlen  be- 
deuten. Nun  hat  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  der 
Gruppe  die  Form : 

r  r 

Sx  =  ^ Ci  li{x,  y)8t-\-  '■,    8y  ^  ^ Ci rii(x,  y)8t -\ . 

1  1 

Dieselbe  erteilt  einer  beliebigen  Function  f{x,  y)  das  Increment: 
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Führen  wir  nun  die  Bezeichnung  ein: 

r  r 

(17)  Uf=  l^{x,  y)p  +  V{^>  y)a  =  ^ei^i{x,  y)^-\-  ^»e^x,  y) ^ 

1  1 

oder  also: 

r 

(17')      Uf=  i(x,  y)p  +  ri{x,  y)q  =  ^  ^liH^,  y)P  +  Vii^^  2/)s), 

1 
so  erfährt  /  das  Increment: 

df=  Uf8t-\ . 

Uf  setzt  sich  aber  linear  mit  irgend  welchen  constanten  Coefficienten 
e^  . .  ßr  zusammen  aus  den  r  einzelnen  Symbolen : 

(18)  üif=iip^ni<l    (i  =  l,  2..r), 

was  wir  bekanntlich  so  ausdrücken:  Uflässt  sich  linear  aus  TJ{f  ...Urf 
ableiten. 

Diese  r  einzelnen  Symbole  üif..Urf  sind  von  einander  unab- 
hängig, d.  h.  es  giebt  keine  Constanten  Cj  . .  Cr,  die  nicht  sämtlich 
verschwinden  und  für  die,  wie  auch  x,  y,  f  gewählt  seien,  der  Aus- 
druck 

C,ÜJ  +  -  •  •  +  CrUrf 

identisch  Null  wäre.  In  der  That  würde  das  Verschwinden  dieses  Aus- 
druckes nach  sich  ziehen,  dass  einzeln 

cJiH |-Crlr  =  0, 

wäre.     Da  nun 

^'—         'dti         '   ^'—  dh 

war,  so  käme  dann: 

Bei  anderer  Wahl  der  \  . .  ir  hätten  wir  andere  Constanten  c^  . .  Cr. 
Diese  letzteren  wären  also  gewisse  Functionen  Xiißi  . .  £r);  •  •  Xr(ßi  --^r), 
und  es  würde  sich  somit,  wenn  die  beliebigen  «^  . .  ?r  durch  «j  . .  «r; 
die  Xy,  2/i  durch  x,  y  ersetzt  werden,  ergeben: 
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XM  '-^^%f^  +  ■  ■  •  +  Xr(a)  '-^^%^  ^  0. 

Nach  Satz  (1)  des  §  1  wären  somit  nicht  alle  r  Parameter  a^  . .  ttr  der 
Gruppe  wesentlich,  was  der  Voraussetzung  zuwiderläuft. 

Mithin  erteilt  jede  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  einer 
nicht  gerade  speciell  gewählten,  sondern  beliebigen  Function  f  der 
Veränderlichen  x,  y  ein  Increment: 

in  dem  das  Glied  erster  Ordnung  nicht  identisch  verschwindet.  Diesem 
nicht  verschwindenden  Gliede  gegenüber  können  aber  die  höheren  Po- 
tenzen von  dt  vernachlässigt  werden,  und  daher  dürfen  wir  nun  all- 
gemein als  infinitesimale  Transformation 

r  r 

dx  =  ^  ei  ^i{x,  y)8t,     dy  =  ^  d r}i(x,  y)dt 
annehmen,  also  als  ihr  Symbol: 

r 

i 
das  sich  linear  aus   Uif.  .  ürf  ableiten  lässt. 

Wir  sind  zu  diesem  Gesamtergebnis  gelangt: 

Theorem  18:     Jede  r-qliedriqe  continuierliche   Gruppe    der  oesamt- 

^  ^  ^^  ergebms. 

Ebene  mit  paarweis  inversen  Transformationen  enthält  gerade 
und  nur  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen und  gleichzeitig  alle,  die  sich  aus  ihnen  linear  ab- 
leiten lassen. 

1.  Beispiel:     Die  Gleichungen  Beispiele 

Xi  =  ax-\-b,     y^=ay  -\-c 

stellen  oo^  Transformationen  dar,  die  eine  Gruppe  bilden,  denn  hieraus 
und  aus 

folgt  durch  Elimination  von  x^,  y^: 

x^  =  aa^x  +  («!&  +  h),    Vz  =  ««1^  +  (%c  +  Ci), 
und   dies   ist    wieder   eine   Transformation  jener   Schar.     Hier    liefert 
schon  die  einfache  erste  Methode  alle  infinitesimalen  Transformationen. 
Es  giebt  nämlich  die  Annahme  a=  1,  h  =  c  =  0  die  identische,  folg- 
lich die  Annahme 
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a  =  1  +  8a,     h  =  8h,     c  ==  de 
die  infinitesimale  Transformation : 

Xi  =  X  -{-  x8a  -\-  81),    yi  =  y  -\-  y8a  +  8c. 

Da  diese  Entwickelungen  nach  8a,  8b,  8c  mit  den  Gliedern  erster 
Ordnung  schon  abbrechen,  so  tritt  der  Übelstand,  den  die  erste 
Methode,  wie  bemerkt,  mit  sich  führen  konnte,  nicht  auf.  Wir  er- 
halten als  allgemeinste  infinitesimale  Transformation,  wenn  8a  =  a8tf 
dl)  =  ßdt,  8c  =  y8t  gesetzt  wird,  diese: 

(ax  +  ß)p  +  {ccy  +  y)q, 

die  linear  aus  xp  +  yq,  p,  q  ableitbar  ist. 

2.  Beispiel:     Die  Gleichungen 

Xi  =  ax  -\-  W,    yi  =  ay  -{-  c 

stellen  offenbar  auch  die  dreigliedrige  Gruppe  dar,  die  im  vorigen 
Beispiel  betrachtet  wurde.  Nur  steht  anstatt  des  Parameters  h  der 
Parameter  h^.  Dieser  rein  äusserliche  Unterschied  bewirkt,  dass  hier 
die  erste  Methode  Reihen  liefert,  in  denen  die  Glieder  erster  Ordnung 
sämtlich  verschwinden  können.  Da  nämlich  a  =  1,  &  =  c  =  0  die 
identische  Transformation  liefert,  so  setzen  wir 

a  =  1  -\-  8a,     b  =  8b,    c  =  8c 
und  erhalten: 

Xj^  =  X  -\-  x8a  -\-  8¥,     yt  =  y  -{-  y8a  -{■  8c 
oder 

8x  =  x8a-\-  8b^,     8y=^y8a  +  8c. 

Nehmen  wir  hierin  8a  =  8c  ^  0  an,  so  verschwinden  alle  Glieder 
erster  Ordnung.  Die  Glieder  erster  Ordnung  liefern  also  nur  zwei  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen  xp  -{-  yq,  q  der  Gruppe, 
aber  nicht  auch  p.  Da  aber  die  Entwickelungen  nach  8a,  8h,  8c 
auch  hier  abbrechen,  so  liefert  das  unendlich  kleine  Glied  zw.eiter 
Ordnung,  indem  8h^  durch  8b  ersetzt  werden  kann,  doch  noch  die  in- 
finitesimale Transformation  p. 

3.  Beispiel:     Auch  die  Gleichungen: 

x^  =  ax  -\-yh,  yi  =  ay  -\-  c 
stellen  die  im  ersten  Beispiel  betrachtete  dreigliedrige  Gruppe  dar. 
Der  rein  äusserliche  Unterschied  besteht  darin,  dass  "j/fe  für  h  ge- 
setzt ist,  und  bewirkt,  dass  die  erste  Methode  zur  Bestimmung  der 
infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  undurchführbar  wird. 
Setzen  wir  nämlich 


1 
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a  =  l  -\-  da,     b  =  db,     c  =  de, 
so  kommt  die  infinitesimale  Transformation: 

dx==xda  +  ydb,     8y  =  y8a-\-  de. 
Aber  ]/d&  kann  nicht  nach  Potenzen   von  8a   entwickelt   werden,   da 
|/m  an  der  Stelle  u  =  0  singulär  ist.     Die  zweite  Methode  aber  führt 
zum  Ziel.     Es  lautet  nämlich  die  Auflösung  der  Transformation 

nach  iCj,  y^: 

i_       yv^       _  i     _  fs 
^="p^i      „>    y  —  f  Vi     -' 

d.  h.  zur  Transformation  Tg  mit  den  Parametern 

ist  invers  die  mit  den  Parametern: 

^1  "^^  7" '      *2  "^^  7^ ;      *3  ^^         T  ' 
Wir  setzen  also : 

wo 

ist.     Es  kommt: 

Analog  kommt,  da  hier 

^(^1;   Vi,    h  •  .  «r)  =  £i«/i  +  £3 

ist : 

8y  =  yi86i  +  8ss. 
Noch  ist  in  da;  und  8y 


und 


«2  —  c 


ZU  setzen.  Wir  können  aber  vorher  f^,  s^,  £3  irgendwie  specialisieren,  nur 
nicht  so,  dass  eines  der  Differentialquotientenpaare  -^ ,  ^r-  verschwindet. 
Wir  setzen  also  etwa: 

«1  =  1>     «2  =  1,     «3  ==  0, 
somit  £2=1  und  erhalten  Xi  =  x  -}-  1,  yi  =  y  und  daher: 

8x  =  (x+l)8s,-}-^8a„     8y  =  y8e, -\- 8a,. 
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Hierin  verschwinden  die  Glieder  erster  Ordnung  nicht,  es  sei  denn, 
dass  die  ds  alle  drei  gleich  Null  gesetzt  werden.  Die  allgemeine  in- 
finitesimale Transformation  der  Gruppe  ist  daher: 

i{x  +  l)e,  +  I  e,)p  +  iye,  +  e,)q, 

also  linear  ableitbar  aus 

(x  +  l)p  +  yq,    p,     q 

oder  aus  xp  -\-  yq,    pj    q. 

4.  Beispiel:     Wir  wollen  die  zweite  Methode  auf  die  dreigliedrige 

Gruppe : 

ax  -\-  b 

^^~ cx  +  1'  y^^^y 

anwenden,  deren  infinitesimale  Transformationen  wir  schon  in  §  1 
des  5.  Kap.  in  der  Form  p,  xp,  x^p^mii  Hülfe  der  ersten  Methode 
fanden.     Die  zu 

inverse  Transformation  wird  durch  Auflösung  nach  ic,  y  erhalten: 

1  f2 


Es  ist  also: 


Setzen  wir 


-'-^x^-^-l 


-       1  -      fg  -       fg 


wobei 


ist,  so  kommt; 


9'(^.,2/i,^)  =  |^^ 


da;  =  ,    ^\  ,  df,  +  z r—  dfg  —   f '  ^'   |  ^»  a:.  da« 

Sjo;,  +  1       1  ^  SaiCi  -f  1       2         (f3  a?!  +  1)*     ^      » 

und,  da  hier  V(^i>  2/i>  ^)  ^  ^i  ist: 

d«/  =  0. 

Setzen  wir  insbesondere  etwa  £j  =  £3  ==  1  >    ^3  =  0,  also  £,  =  1, 
f 2  =  —  1 ;   ^3  =  0  und  Xi  =  X  -{-  1,  so  ergiebt  sich : 

dx  =  (x  -{-  l)df,  +  d«2  —  a^^dfs,     d?/  =  0, 

also  als  allgemeinste  infinitesimale  Transformation 
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{(x  +  l)e,  +  63  —  x^es)p. 

Sie  ist  linear  ableitbar  aus  (x  +  1)^,  p  und  —  x^p  oder  also  aus  p, 
xp,  x^p.  Die  Annahme  «1  =  1,  f^  =  £3  =  0  hätte  die  erste  Methode 
geliefert. 

§  4.     Einführung  neuer  Veränderliclier  in  eine  Gruppe. 

Es  sei  wieder  eine  r-gliedrige  Gruppe  vorgelegt: 

(19)  x^  =  (p{x,  y,  üy..  ür),    2/1  =  t(x,  y,  a^..  «;•). 

Jede  ihrer  Transformationen  führt  die  Punkte  {x,  y)  der  Ebene  in 
neue  Punkte  (Xi,  y^  über.  Dabei  können  wir  unter  x,  y  bez.  x^,  y^ 
gewöhnliche  rechtwinklige  Coordinaten  mit  Cartesischem  Axenkreuz 
verstehen  oder  auch  irgend  welche  durch  ein  anderes  Coordinaten- 
system  definierte  Variabein. 

Wir  wollen  nun  durch  eine  Transformation:  ^Xlton-'' 

(20)  l=-K^,y),     ^  =  i^{x,y) 

neue  Veränderliche  in  die  Gruppe  einführen.  Wir  können  dies  so  auf- 
fassen, als  ob  die  Punkte  nunmehr  statt  durch  die  Coordinaten  x,  y 
durch  gewisse  Coordinaten  j,  t)  in  einem  anderen  zu  Grunde  gelegten 
Coordinatensystem  bestimmt  werden  sollen,  z.  B.,  wenn  die  Gleichungen 
(20)  diese  sind: 

l  =  yx^  -\-y\     ^==arctg|, 

statt  durch  die  rechtwinkligen  x,  y  durch  die  Polarcoordinaten  J,  ^. 
Der  Punkt  (x,  y)  ist  in  dieser  Auffassung  identisch  mit  dem  Punkte 
(g,  ^).  Entsprechend  werden  wir  auch  die  transformierten  Punkte 
(^n  Vx)  *uf  ^^^  ^6ue  Coordinatensystem  beziehen,  indem  wir  analog 

(20)  setzen: 

(20')  5i  =  A(a;i,  y,),    9^  =  ii{x„  y,). 

Wenn  wir  vermöge  (20)  und  (20')  die  Veränderlichen  j,  5;  j^,  ^1  an- 
statt X,  y;  fl?!,  y^  in  die  Gleichungen  (19)  der  Gruppe  einführen,  so 
erhalten  wir  gewisse  Gleichungen,  deren  Auflösung  nach  j^,  ^^  etwa 
ergiebt : 

(21)  5i  =  ^{i,  t),  «1 . .  ar),     9i  =  W{i,  9,  «1 . .  ar). 

Dass  sie  nach  j^,  ^^  —  wie  auch  g,  ^  —  auflösbar  sind,  ist  sofort 
einzusehen,  da  (19)  und  (20)  nach  x,  y  auflösbar  sind.  Diese  neuen 
Gleichungen  (21)  stellen  dann  nichts  anderes  dar  als  die  Transforma- 
tion (19),  nur  freilich  ausgedrückt  in  einem  anderen  Coordinaten- 
system, was  natürlich  an  dem  geometrischen  Sinn  der  Transformation 
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nichts  ändern  kann.  Da  nun  die  cx)'"  durch  (19)  dargestellten  Trans- 
formationen eine  Gruppe  bilden,  also  die  Aufeinanderfolge  zweier  jener 
Transformationen  durch  eine  jener  Transformationen  ersetzt  werden 
kann,  und  da  diese  Eigenschaft  einen  rein  geometrischen  Sinn  hat, 
so  müssen  unsere  oo'"  Transformationen  auch  in  der  neuen  Form  (21) 
die  Gruppeneigenschaft  haben. 

Die  neuen  Gleichungen  (21)  stellen  also  ebenfalls  eine  r-gliedrige 
Gruppe  dar.  Aus  unserer  Überlegung  folgt  somit  das  analytisch  zwar 
auch  ableitbare,  aber  doch  nicht  so  evidente  Ergebnis,  dass,  wenn 
man  (21)  und 

(21')  £2  =   0(ji,    t)„    h,  .  .  hr),       t)2  =   ^(Jl,    tlu    h  ■  ■  M 

t 

ansetzt  und  hieraus  g^,  t)^  eliminiert,  die  hervorgehenden  Gleichungen 
die  Form  haben  müssen: 

£2  =  ^(£,  t),  Ai(a,  b)  . .  kr{a,  6)),     t)^  =  W{ic,  t),  k,{a,  b) . .  A,(a,  &)). 

Satz  4:     Führt  man  in  eine  r-gliedrige  Gruppe 

Xi  =  (p{x,  y,  a^. .  ür),    2/1  =  tioo,  y,  a^..  ar) 

neue  Veränderliche  j,  ^  und  i^,  \)^  ein,  indem  man  gleichzeitig 

l  =  K^,  y),    9  =  ^{x,  y) 
tmd 

£1  =  ^(^1,  Vi),  tii  =  f*(^u  yi) 

setzt,  so  stellen  die  so  erhaltenen  neuen  Gleichungen 

h  =  ^(£,  t),  a,..  ar),    t)i  =  ^(£,  Q,  «i  • .  «r) 
wieder  eine  r-gliedrige  Gruppe  dar. 

Neue  ver-  Nachdcm  wir  dies  eingesehen  haben,  steht  es   uns  nun  frei,  die 

anderlicn»  ^  '  ' 

ib  n^c^or  Gflöichungen  (20)  und  (20')  in  anderer  Weise  aufzufassen.    Wir  können 
"l^^tem     ^^^  vorstellen,  g,  t)  und  j^,  ^^  seien  Coordinaten  in  demselben  System 
wie  X,  y  und  Xi,  y^.     Alsdann  sind  nicht  mehr  wie  früher  {x,  y)  und 
(j,  \))  identische  Punkte,    ausgedrückt   in   verschiedenen  Coordinaten- 
systemen,    sondern    verschiedene    Punkte,    ausgedrückt    in    demselben 
Transform.  Systcm.     Mit  andcrcu  Worten :    Wir  fassen  (20)  als  die  Gleichungen 
Gruppe,  einer  Transformation  S  auf,  welche  die  Punkte  (x,  y)  in  neue  Lagen 
(j,  t)),  also  die  Punkte  (iCj,  y^)  in  neue  Lagen  (j^,  t)^)  überführt.     In 
dieser  Auffassung  stellen  die  Gleichungen  (21)  diejenigen  Transforma- 
tionen Ja,  Tfr . .  dar,  welche  aus  den  Transformationen  T«,  Tb . . .  der 
Gruppe  (19)  hervorgehen,  wenn   man    sowohl   die  ursprünglichen   als 
auch  die  transformierten  Punkte  (x,  y)  und  (a;, ,  y^)  der  Transformation 
S  unterwirft.     Es  ist  also,  wie  wir  es  schon  in  Satz  5,  §  2  des  3.  Kap. 
gelegentlich  ausgesprochen  haben,  allgemein 
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Dass  Ja,  also  die  Transformationen  (21),  wirklich  eine  Gruppe  bilden, 
ist  zwar  schon  bewiesen,  kann  aber  auch  so  eingesehen  werden:   Ist: 

Ta  Ti  =  Ici 

so  ist,  weil 

ist: 

T,J,  =  S--"  TaS S-^  ToS  =  S-^  TaT.S  ^  S-'  TeS  =  Je 

Dies  aber  ist  der  symbolische  Ausdruck  der  Gruppeneigenschaft. 

Jeder  Transformation  Ta  der  ursprünglichen  Gruppe  (19)  entspricht 
also  eine  ganz  bestimmte  Transformation 

Ja  =  S-'TaS 

der  neuen  Gruppe  (21)  derart,  dass  mit 

auch 

Ja  Jb  =  Je 

ist.     Ja  und  Jb  sind  nur  dann  identisch,  wenn 

S-'TaS=S-'ToS, 

d.  h.  wie  durch  Ausführung  von  S  beiderseits  links   und  Ausführung 
von  S~^  beiderseits  rechts  folgt,  wenn 

Ta  =  Tb 

ist.  Unter  den  T  sind  also  genau  so  viele  verschiedene  enthalten  wie 
unter  den  T.  Die  neue  Gruppe  (21)  ist  demnach  auch  r-gliedrig.  Ist 
Tb  zu  Ta  invers,  so  ist  offenbar  auch  Tj  zu  T«  invers,  und  aus  Ta  =  l 
folgt  Ta  =  1;  d.  h.  diejenigen  Werte  a^^  .  .  a/^  der  Parameter  a^  . .  a^, 
für  welche  die  Gleichungen  (19)  die  identische  Transformation  dar- 
stellen, geben  auch  bei  der  Gruppe  (21)  die  identische  Transformation. 
Satz  5 :  Führt  man  auf  eine  r-gliedrige  Gruppe  Ta,  T^ . . .  mit 
paarweis  inversen  Transformationen  eine  Transformation  S  aus,  so  erhält 
man  wieder  eine  r-gliedrige  Gruppe  T«,  T6 . . .  mit  paarweis  inversen 
Transformationen.    Es  ist  allgemein 

Ja  =  S-'TaS. 

Wenn  ferner  TaTb=To  ist,  so  ist  au/Ji  TaT6  =  Tc.  Die  identische 
Transformation  der  neuen  Gruppe  gehört  zu  demselben  Wertsystem  der 
Parameter  der  Gruppe  wie  in  der  ursprünglichen  Gruppe. 

Zwei  solche  Gruppen  Ta,  Tb . .  und  Ta,  T^  . . .,  deren  eine  aus  der  ßr^^gn® 
anderen  durch  Ausführung  einer  Transformation  S  hervorgeht,  nennen 
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wir  einander  ähnlich.  Unserer  ersten  Auffassung  nach  können  zwei 
ähnliche  Gruppen  auch  als  geometrisch  einander  gleich,  wenn  auch 
analytisch  verschieden  eingekleidet,  betrachtet  werden.  Wir  sprachen 
früher  öfters  von  gleichberechtigten  Untergruppen  gewisser  projectiver 
Gruppen,  z.  B.  von  denen  der  linearen  homogenen  Gruppe  (in  §  4  des 
5.  Kap.).  Es  ist  klar,  dass  diese  innerhalb  der  linearen  homogenen 
Gruppe  gleichberechtigten  Untergruppen  mit  einander  ähnlich  sind  und 
zwar  vermöge  einer  linearen  homogenen  Transformation  S. 
Transfonn.  Wählt  man  als  Transformation  S  eine  Transformation  der  Gruppe 

einer  ^ ^ 

^^"sid^ '"  "^"'  ^6  • . .  selbst,  so  geht  diese  Gruppe  in  sich  über,  denn  ist  z.  B. 
so  ist 

Die  rechte  Seite  ist  aber  die  Aufeinanderfolge  von  drei  Transforma- 
tionen der  ursprünglichen  Gruppe,  also  einer  Transformation  dieser 
Gruppe  äquivalent.  Tj  gehört  daher  dann  der  alten  Gruppe  an.  Ins- 
besondere ist  dann  auch  T«  =  T„. 

Satz  6 :  Führt  man  auf  eine  r-gliedrige  Grwppe  Ta,  Tb . .  .  mit 
paarweis  inversen  Transformationen  eine  Transformation  T  der  Gruppe 
aus,  so  geht  die  Gruppe  in  sich  über,  indem  T  ihre  Transformationen 
unter  einander  vertauscht. 

Es  kann  aber   auch,   wenn  S  keine   Transformation   der   Gruppe 
Ta,  Tb .  . .  ist,  der  Fall  eintreten,  dass  die  neue  Gruppe  Ja,  Tt . .  .  mit 
der  ursprünglichen  Gruppe  identisch  ist.     Hierfür  ein  Beispiel : 
Beispiel.  Beispiel :     Die  Gleichungen : 

x^  =  x-\-  a,     y^=y  -\-b 

stellen  die  zweigliedrige  Gruppe  der  Translationen  dar.  Wir  wollen  auf 
dieselbe  die  Rotation: 

^  ==  X  cos  a  —  y  sin  a,     t)  =  x  sin  a  -\-  y  cos  a 

ausüben,  setzen  also  noch 

Ji  =  Xi  cos  a  —  yi  sin  «,     ^^  =  x^  sin  a  -\-  y^  cos  a. 

Elimination  von  x,  y  und  x^,  y^  giebt: 

j^  =  (j  cos  a  +  t)  sin  a  -{-  a)Q,os  a  —  ( —  j  sin  a  -j"  9  cos  a  -j-  h)  sin  a, 
^j  =  (g  cos  «  +  ^  sin  a  +  a)  sin  a  +  (—  £  sin  a  -|-  9  cos  «  +  &)  cos  a, 

oder: 

l^  =  l  -\-  a  cos  a  —  h  sm  a,      \)^  =  t)  -\-  a  sin  a  -\- h  cos  a. 

Diese  neue  Gruppe  ist  in  den  rechtwinkligen  Coordinaten  j,  ^  wieder 
die  Gruppe  aller  Translationen.  Man  kann  nämlich  die  hierin  auftreten- 
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den  Parameter  a,  h  auch  durch  a  cos  a  —  6  sin  a  und  a  sin  a  -\-  h  cos  a 
ersetzen : 

Dass  die  Rotation  jede  Translation  wieder  in  eine  Translation  ver- 
wandelt, liegt  offenbar  darin,  dass  sie  parallele  und  gleichlange 
Strecken  wieder  in  parallele  und  gleichlange  Strecken  überführt.  (Siehe 
Fig.  25.) 

Es  sei  nun  /•-..  ^^^S" 

Uf=  l(x,  y)p  4-  7i{x,  y)q 
das  Symbol  irgend  einer  infinitesimalen 
Transformation   der   Gruppe   (19).     Die 
Gleichungen  dieser  infinitesimalen  Trans- 
formation sind  dann  von  der  Fotm: 
{22)x,  =  x  +  ^t-{-'-,  y^=y  +  vi-\---,  o 

in  der  t  einen  gegen  Null  convergieren-  Fig.  25. 

den  Parameter  bezeichnet  und  die  nicht 

geschriebenen  Glieder  convergente  Reihen  nach  ganzen  Potenzen  von  t 
darstellen.  Auch  in  diese  Transformation  (22)  unserer  Gruppe  führen 
wir  die  neuen  Veränderlichen  j,  t)  und  j^,  t)i  vermöge  (20)  und  (20') 
ein.     Es  kommt  zunächst: 

IC,  =  X(x -\- ^t -\ ,    y  +  vH ) 

also  nach  (20) : 

h  —  i  +  \   Q^    l  +  — 8^ n}t-\ 

und  entsprechend 

Demnach  hat  die  infinitesimale  Transformation  TJf,  geschrieben  in  den 
neuen  Veränderlichen  j,  ^,  das  Symbol: 

Rechts  sind  natürlich  noch  statt  x  und  y  vermöge  (20)  j  und  t)  ein- 
geführt zu  denken,  p  und  q  sollen  die  Differentialquotienten  von  f 
nach  j  und  ^  vorstellen.    Wir  können  offenbar  Vif  kürzer  so  schreiben: 
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oder  auch 

Wenn  wir  direct  in  das  Symbol 

die  neuen  Yeränderliclien  g,  \)  einführen,    indem   wir  f  als  Function 
von  j,  t)  auffassen  und  daher 

^  =  K  =  ^/^  4.  If^A  ^  iE  j,  ,  ai 

^       dx        di^dx*^  d\)  dx       dx^    *^  dx^ 
sowie 

setzen,  so  geht  üf  über  in 

oder 

also  in  das  soeben  erhaltene  Vif.     Daher  gilt 

Satz  7:  Fuhrt  man  in  die  Gleichungen  einer  Gruppe  in  x,  y  neue 
Veränderliche  g,  \)  ein,  so  kamt  man  das  Symbol  Vif  derjenigen  infinite- 
simalen Transformation  der  neuen  Gruppe,  in  welche  eine  infinitesimale 
Transformation  Uf  der  ursprünglichen  Gruppe  übergeht,  direct  durch  Ein- 
führung der  neuen  Veränderlichen  £,  ^  in  das  Symbol  üf  berechnen.  Es 
liommt 

Vf=UiV-^U\)C(, 

wenn  man  hierin  noch   CTj  und  U\)  durch  x,  y  allein  ausdrückt. 

In  §  2  des  3.  Kap.  haben  wir  schon  diesen  Satz  kurz  angedeutet 
und  ihn  in  der  Folge  bei  den  Beispielen  der  ersten  Abteilung  einige 
Male  benutzt. 
Beispiel.  Beispiel:     Das  obige  Beispiel  der  Gruppe: 

x^  =  x  +  a,     y^=y^h, 

die  der  Transformation 

5  ==  a;  cos  a  —  y  sia  a,     y  =  x  sin  cc  -\-  y  cos  a 

unterworfen  wurde,  wollen  wir  hier  ausführen.    Die  allgemeinste  infini- 
tesimale Transformation  der  Gruppe  ist 

üf^  mp  -\-  nq     (m,  n  =  Const.), 
also 
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TT  ^E       I  ^E 

.    Ut  ^  m  TT^  -\-  n  ^  =  m  cos  a  —  w  sin  a, 
^  ex    '        oy  ' 

U\)  ^  in  ~  -\-  n  T7^  =  m  Sin  a  -\-  n  cos  a, 

^  ex    '       cy  ' 

daher  das  neue  Symbol: 

U/"  ^  {m  cos  a  —  n  sin  a)  p  -\-  (m  sin  a  -f-  **  cos  a)  q . 

Die  Coefficienten  von  p  und  q  hierin  sind  Constanten.  Vif  ist  daher 
wieder,  v^ie  es  nach  den  früher  zu  diesem  Beispiel  gemachten  Be- 
merkungen sein  muss,  eine  infinitesimale  Translation  in  j,  t). 


Kapitel  7. 
Erzeugung  eiuer  Gruppe  aus  ihren  infinitesimalen  Transformationen. 

Im  vorigen  Kapitel  haben  wir  nachgewiessen,  dass  jede  Gruppe 
mit  paarweis  inversen  Transformationen  gewisse  infinitesimale  Trans- 
formationen besitzt.  Nunmehr  werden  wir  umgekehrt  erkennen,  wie 
man  ausgehend  von  den  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe 
wieder  zu  den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  gelangt. 

§  1.     Die  von  den  inflnitesimalen  Transformationen  der  Gruppe 
erzeugten  eingliedrigen  Untergruppen. 

Wir  wissen,  dass  sich  das  Symbol  der  allgemeinsten  infinitesi- 
malen Transformation  Uf  einer  r-gliedrigen  Gruppe  mit  paar  weis  in- 
versen Transformationen: 

(1)  Xi  =  <p{x,  y,  tti  .  .ttr),     yi=tl;{x,  tj,  ai..Or) 

linear  aus  gewissen  r  von  einander  unabhängigen  Symbolen 

Uif=  h(x,  y)p  +  rii(x,  y)q     (^•  =  1,  2  .  .  r) 

ableiten  lässt: 

Uf=  e,  UJ-j-  e,UJ-\-'--  +  erUrf. 

Die  Grössen  ey,e^..er  sind  hierin  ganz  beliebig  wählbare  Constanten. 
Da  es  bei  einer  infinitesimalen  Transformation  Uf  auf  einen  constanten 
Factor  nicht  ankommt,  so  sind  nur  die  Verhältnisse  von  e^,  e^ . .  er  zu 
einander  von  Belang.  Die  Gruppe  enthält  daher  oo*""^  verschiedene 
infinitesimale  Transformationen.  Jede  derselben  erzeugt  eine  eingliedrige 
Gruppe  von  endlichen  Transformationen,  und   es  erhebt  sich  nun  die 
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Frage,   oh  alle  diese  endlichen  Transformationen  der  r-gliedrigen  Gruppe 

(1)  angehören  oder  nicht. 

^d&srtrp  ^^  ^^^^  ^^  entscheiden,  sei  vorausgesetzt,  dass 

Transform.  tT-T i-  -»     l  „ 

der  Gruppe  Uf:=^p-\-r}q 

erzeugt. 

irgend  eine  infinitesimale  Transformation  der  r-gliedrigen  Gruppe  ist. 
Wir  wählen  alsdann  eine  Function  j  von  x,  y  so,  dass  identisch 

wird,  d.  h,  wir  wählen  J   als  Integral   der  Difi'erentialgleichung  ersten 

Grades 

dx        dy 

zwischen  x  und  y.     Darauf  nehmen  wir  \)   so   als  Function  von  x,  y 
an,  dass  identisch 

wird.     Es  giebt  stets,  wie   man  leicht  einsieht,   eine   solche  Function 
t),  und  zwar  ist  sie  von  der  Function  j  unabhängig. 
Neue  Nunmehr  benutzen   wir  r  und  Ü   als   neue  Veränderliche.     Durch 

Variabein  ,  . 

vermöge  f^/Einführung  derselben  geht  unsere  r-gliedrige  Gruppe  (1)  nach  Satz  (4), 
§4  des  6.  Kap.,  wieder  in  eine  r-gliedrige  Gruppe  über,  etwa  in  diese: 

(2)  j,  =  0(£,  ^,  a,  .  .  ar),     t)i  =  W{i,  \),a^..  a,). 

Nach  Satz  7,  §  4  des  6.  Kap.,  geht  ihre  infinitesimale  Transformation 
Uf  in  die  infinitesimale  Transformation 

der  neuen  Gruppe  (2)  über.     Wegen   ZJj  ^  0,    Z7^  ^  1  wird  aber 

^1  —  dt) 
Die  neue  Gruppe  enthält  demnach  die  infinitesimale  Transformation 

in  der  die  nicht  geschriebenen  Glieder  von  zweiter  und  höherer  Ord- 
nung in  der  gegen  Null  con vergierenden  Grösse  dt  sind. 

Folge  einer         Nach    einer    allgemeinen   Transformation  (2)   der   neuen    Gröppe 
inf.  Transf.  wollen  wir  jetzt  diese  infinitesimale  ausüben.  Wir  haben  also  zu  setzen: 

und  Ji,  t)i  hieraus  vermittelst  (2)  zu  eliminieren.     So  kommt: 
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(3)  j.,  =  ^{l,  i),  a,  ■  .  a,.)-i ,     t)2  =  ^{l^,  9;  «X  •  •  cir)-\-  dt-\ . 

Diese  Transformation  muss  wieder  der  Gruppe  (2)  angehören  und  also, 
da  sie  nur  unendlich  wenig  von  der  Transformation  mit  den  bestimmt 
gewählten  Parametern  a^  .  .  «^  abweicht,  aus  (2)  dadurch  hervorgehen, 
dass  darin  für  a^  . .  ür  gewisse  von  diesen  Werten  nur  unendlich  wenig 
abweichende  Werte 

a^  -f"  (¥%,     •  •  ■  ar  -\-  dttr 

gesetzt  werden,  sodass  (3)  äquivalent  sein  muss  mit: 

J2  =  0(x,\),a^-\-dai,  --ar-j-dar),     %  =  ^(£>  9,  %  + ^«i, ••«,••  ^a,) 

oder  mit: 


h 


^(E,  9,  «.•••«.)+>/ ^%^^-<  + 


j^         dm 


1 


1 

Es  ist  also:     - 


(4) 


1 

r 

2 


3  W(ic,  t),  Ol  •  •  ar) 


da,-] =  di  + 


1 

Hier  sind  die  durch  Punkte  angedeuteten  Glieder  von  zweiter  oder 
höherer  Ordnung  in  den  da  links  und  in  dt  rechts.  Da  die  Trans- 
formation mit  den  Parameterwerten  «/  +  da,-  der  Aufeinanderfolge  der 
Transformation  mit  den  Parameterwerten  da,  und  der  infinitesimalen 
Transformation,  die  dt  enthält,  äquivalent  ist,  wie  auch  j,  t)  gewählt 
sein  mögen,  so  sind  die  a^  +  ^<*»  oder  also  auch  die  dat  selbst  ge- 
wisse Functionen  der  a,-  und  von  dt  allein. 

Wenn  für  die  dat  eben  diese  Functionen  der  a,  und  von  dt  einge- 
setzt werden,  so  müssen  die  Gleichungen  (4)  Identitäten  werden  für 
alle  Werte  von  J,  ^.  Umgekehrt  werden  wir  nun  die  Gleichungen  (4) 
benutzen,  um  daraus  die  Beziehungen  abzuleiten,  welche  die  dai  durch 
die  a,-  und  durch  dt  ausdrücken.  Wir  geben  nämlich  etwa  in  der 
zweiten  Relation  (4)  den  Veränderlichen  j,  ^  auf  r  verschiedene  Weisen 
bestimmte,  aber  irgendwie  gewählte  Zahlenwerte.  Alsdann  erhalten 
wir  r  Gleichungen  zwischen  den  a,-,  düi  und  dt  und  zwar  r  Gleichungen, 
die  von  den  a,-,  dai  und  dt  nicht  nur  an  den  bestimmten  Stellen  j,  t), 
sondern  in  der  ganzen  Ebene  erfüllt  sein  müssen,  da  die  dai  Func- 
tionen der  cii  und  von  dt,  aber  frei  von  j  und  t)  sind. 

12* 
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Es  mögen  O^,  O^ . 
0  bez.  W  bei  diesen  r 
die  Matrix: 


Or  und  W^,  W^  . . 
Annahmen   für  j, 


Wr  die  Werte  sein,  welche 
t)   erhält.     Bilden   wir  nun 


dWr 

dtti 


dar 


dar 

dar 


dWr 

dar 


Wichtige 
Kelation«n. 


SO  ist  leicht  einzusehen,  dass  nicht  alle  r- reihigen  Determinanten  der- 
selben identisch  verschwinden  für  alle  r  Wertepaare  j,  t).  Nehmen 
wir  nämlich  sogleich  in  allgemeinster  Weise  an,  dass  alle  p- reihigen 
Determinanten,  nicht  aber  alle  {q  —  l)-reihigen  verschwinden,  so  können 
wir  in  einer  der  ersteren,  in  der  nicht  alle  (p—1)- reihigen  Unterdeter- 
minanten Null  sind,  in  einer  Zeile  für  das  betreffende  Wertepaar  der 
Veränderlichen  eben  J,  ^  selbst  setzen  und  haben  alsdann  eine  homo- 
gene lineare  partielle  Differentialgleichung  in  a^  . .  ür  mit  nicht  ver- 
schwindenden Coefficienten,  die  von  0(jß,  ^,  ai..ar)  bez.  5^(5,  t),  a^..a,) 
erfüllt  wird.  Da  nun  alle  (»-reihigen  Determinanten  verschwinden,  so 
wird  die  Gleichung  auch  dann  bestehen,  wenn  in  ihr  die  Function  <& 
bez.  W  durch  W  bez.  ^  ersetzt  wird.  Nach  Satz  1,  §  1  des  6.  Kap., 
sind  also  %  . .  «r  nicht  sämtlich  wesentliche  Parameter  der  Gruppe  (2). 
Dies  aber  widerspricht  der  Voraussetzung.  Es  verschwinden  demnach 
auch  nicht  alle  r-reihigen  Determinanten  der  Matrix.  Sicher  können 
wir  folglich  aus  den  Gleichungen,  die  aus  (4)  durch  besondere  Wahl 
von  J,  t)  hervorgehen,  passende  r  herausgreifen  von  der  Form: 

M,l  ^«1  +  **«2  ^^2  +  •  •  +  Wir  Sür  -{-•..==..., 

{i  =  l,2..r-6,j=l,2..6) 

und  zwar  bedeuten  darin  die  u  und  v  gewisse  Functionen  von  a^  .  .  a^, 
deren  Determinante  nicht  verschwindet.  Die  Glieder  höherer  Ordnung 
in  den  dai  und  in  8  t  sind  nur  angedeutet.  Die  Coefficienten  auch 
dieser  Glieder  sind  Functionen  von  a^.  .ür  allein. 

Nun    aber   folgt   aus   Binem  Satze    der  Theorie    der   unendlichen 
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Potenzreihen,  dass  wir  hieraus  düi  .  .  dur  nach  ganzen  Potenzen  von 
dt  entwickeln  können  in  der  Form 

(5)  dai  =  iüi(aj^.  .ar)dt-{-  '  ■■     (i  =  1,  2  . .  r), 

in  der  keines  der  Wi  identisch  verschwindet.  Denn  eines  der  Wi  ver- 
schwindet nur  dann,  wenn  unter  den  obigen  r  Gleichungen  solche  der 
zweiten  Art  gar  nicht  vorkommen,  wenn  also  6  =  0  ist.  Dann  aber 
verschwinden  alle  Wi,  und  die  Substitution  der  Werte  (5)  in  die  letzte 
Gleichung  (4)  würde  zu  dem  Widerspruch  führen,  dass  links  dt  nur 
in  höheren  Potenzen  auftritt,  während  rechts  auch  dt^  vorkommt. 

Dies  ist  ein  sehr  wichtiges  Ergebnis.  Um  es  zu  verwerten,  kehren 
wir  wieder  zu  den  Gleichungen  (4)  zurück,  in  denen  j,  t)  wieder  die 
veränderlichen  Grössen  sein  sollen.  Wir  bemerkten  schon,  dass  auch 
für  willkürliche  £,  t)  diese  Gleichungen  (4)  durch  die  gefundenen 
Werte  (5)  identisch  erfüllt  werden  müssen.  Die  Substitution  der 
Werte  (5)  liefert  demnach  die  Identitäten: 
/ 

r 

2T3#(r,  ti,  a,  ■  ■  ar)       /              \*i    i  - 

.• ^-^ Wi{aj^  .  .  ar)8t  H =  •  •  •; 

1 

^dWiX^^-a^  ^,(a;.  .  ar)8t  +  .  .  .  =  d^  +  .  .  .. 
1 
Hierin  sind  rechts  und  links  die  nur  angedeuteten  Glieder  mit  höheren 
ganzen  Potenzen  von  dt  behaftet. 

Wir  dividieren  beiderseits  durch  8t  und   gehen  dann  zur  Grenze 
Null  für  8t  über.     Dadurch  ergiebt  sich: 

(      r 


(6) 


1 


und  hierin  sind  w^.  .Wr  sämtlich  nicht  identisch  Null. 

Um   hieraus   Schlüsse   über   die  Form   von  O  und  W  zu  ziehen, 
betrachten  wir  zunächst  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

(7)  ^»..(a...«,)|£=0. 

1 

Sie  besitzt  r— 1  von  einander  unabhängige  Lösungen  /",  etwa  a^{a^..a^, 
.  .  ttr  —  iia^  .  .ttr),  welche  Integrale  des  simultanen  Systems 
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düi  da^         dar 

sind.  Jede  andere  Lösung  f  von  (7)  muss  eine  Function  von  «^ . .  «r—i 
sein  und  darf  ausserdem  die  in  (7)  als  Variabein  auftretenden  a^  .  .  «v- 
nicht  enthalten.  Die  erste  Identität  (6)  aber  sagt  aus,  dass  (P  eine 
Lösung  von  (7)  ist.  Demnach  lässt  sich  0  sicher  darstellen  als 
Function  von  «i  . .  «r— i  und  von  den  in  (7)  gar  nicht  auftretenden, 
also  bei  der  Integration  von  (7)  die  Rolle  willkürlicher  Constanten 
spielenden  Veränderlichen  J,  ^: 

(8)  ^(£,  \),  a^..  ür)  =  0(1,  t),  a^..  Ur-i). 
Ferner  ist  nach  (6)   ^  Lösung  der  Differentialgleichung: 

r 

(9)  ^iWi{a,..ar)-^,=l. 

1 

Wenn  «(a^  .  .  ar)  irgend  eine  particulare  Lösung  derselben  bedeutet,  so 
wird  also  offenbar  ^(j,  t),  a^  . .  ar)  —  «(«i  . .  ür)  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung  (7),  d.  h.  eine  Function  von  a^  .  .  ccr-i  und  von 
j,  ^,  die  in  (7)  nicht  auftreten,  etwa  die  Function  W{i,  \),  a^  , .  Ur—i), 
sodass 

(10)  W{i,  t),  aj  .  .  ar)  =  "^(X,  t),  «1  .  .  Kr-i)  +  a(ai  .  .  ar) 

ist. 

Wir  haben  also  erkannt;  dass  die  Gleichungen  (2)  der  in  j,  ^ 
geschriebenen  Gruppe  sich  wegen  (8)  und  (10)  auch  so  darstellen 
lassen : 

(11)  Ji  =  ^(j,  9,  «1  .  .  «r-l),     t)i  =^(£,  t),  «1  .  .  ar-i)  +  «. 

Sind  nun  Oj^  . .  a^"  die  Werte  der  Parameter  a^  . .  ar,  für  die  sich  (1) 
und  also  auch  nach  Satz  5  des  §  4,  6.  Kap.,  die  Gleichungen  (2)  auf 
die  identische  Transformation  reducieren,  und  setzt  man  diese  Werte 
in  «1  .  .  «r— 1,  «  ein,  wodurch  diese  etwa  in  a^^  . .  a°r— i,  a®  übergehen, 
so  muss  sich  (11)  auf 

reducieren.     Es  ist  also : 

(12)  Ö(E,  ^,  «,»  .  .  a^_0  =  j,     ^(j,  9,  «,0  .  .  a",_i)  +  ««  =  9- 
Wählen  wir  weiterhin  a^  . .  ar  so,  dass  nur 

wird,  aber  «  einen  beliebigen  Wert  annimmt,  was  immer  angeht,  da 
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a^  . .  ccr—i,  a  unabhängige  Functionen  von  %  .  .  «r  sind,  so  folgt  wegen 
(12),  dass  die  Gruppe  alle  Translationen  von  der  Form 

(13)  £i  =  J,     t)i  =  t)  +  Const. 

enthält.  — 

Kehren  wir  schliesslich  zum  Ausgangspunkt  zurück:  Wir  hatten 
in  die  Gruppe  (1)  solche  Veränderliche  J,  t)  eingeführt,  dass  eine  ge- 
wisse, aber  beliebig  ausgewählte  infinitesimale  Transformation  Uf  der 
Gruppe  (1)  die  Form  einer  infinitesimalen  Translation  in  g,  t) : 

^'  —  d\) 

annahm.  Jetzt  haben  wir  bewiesen,  dass  alsdann  die  neue  Gruppe 
auch  alle  endlichen  Translationen  (13)  enthält,  alle  endlichen  Trans- 
formationen also,  die  von  Vif  erzeugt  werden,  kurz  die  eingliedrige 
Gruppe  Vif.  Führen  wir  schliesslich  wieder  die  ursprünglichen  Ver- 
änderlichen Xy  y  ein,  so  kommen  wir  zu  dem 

Satz  1 :  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen 
Transformationen  die  infinitesimale  Transformation 

'        ^  ex    *       dy' 

so  enthält  sie  auch  alle  endlichen  Transformationen  der  von  Uf  erzeugten 
eingliedrigen  Gruppe. 

Zusammen  mit  Theorem  18,  §  3  des  6.  Kap.,  giebt  dieser  Satz  das 
Theorem  19:  Jede  r-gliedrige  Gruppe  in  x,  y  mit  paarweis  Ergebnis. 
inversen  Transformationen  und  den  r  von  einander  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen  TJ^f .  .  TJrf  enthält 
alle  endlichen  Transformationen  aller  (xf~'^  eingliedrigen 
Gruppen  e^  TJ^f  -\-  •  -  -\-  Cr  TJrf 

Bei  den  in  der  ersten  Abteilung  betrachteten  projectiven  Gruppen  Beispiele. 
haben  wir  dieses  Theorem  jedesmal  besonders  bewiesen.    Jene  Gruppen 
liefern   daher  viele  Beispiele  zu   unserem  Theorem.     Um  auch  einmal 
eine  nicht- projective  Gruppe  zu  betrachten,   geben  wir  noch  das  fol- 
gende Beispiel. 

Beispiel:     Die  dreigliedrige  Gruppe 

x^  =  x-^  a-\-  hy^,     y^  =  cy 

besitzt  die  drei  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transfor- 
mationen : 
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Die    endlichen  Gleichungen    der   von    der    allgemeinen    infinitesimalen 
Transformation  der  Gruppe 

üf=  (<3i  +  e^y')p  +  hV^ 
erzeugten   eingliedrigen   Gruppe   gehen   hervor   durch   Integration    des 
simultanen  Systems: 


mit   den   Anfangswerten   x^  =  x,  y^  =  y  für  ^  =  0.     Es    kommt   zu- 
nächst 

^  (lg  «/i  —  lg  y)  =  i^ 


oder 


yi  =  ye''\ 


daher 

dx^  =  (ci  +  e^y^e^'''^*)dt. 

Diese  Gleichung  giebt  integriert,   indem  y  die  Rolle  einer  Constanten 
spielt: 

x^  —  x  =  e,t  ■\- -^^  (e^«.'  —  l)y^. 

In  der  That  haben  die  Gleichungen: 

x^  =  X -\- e^t  -\-  Yeic^'^'  —  l)y^    yx  =  e''*y 

die  Form 

Xi  =  x  +  a  -\-  by\    y^  =  cy. 


§  2.    Erzeugung  einer  Gruppe  durch  ihre  infinitesimalen 
Transformationen. 

Die  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  haben  gezeigt,  dass 
eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  den  r  von  einander  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen  TJ^f . .  CTr/"  sicher  alle  endlichen  Transfor- 
mationen enthält,  welche  die  eingliedrige  Gruppe  GiU^f  -\-  •  •  -{•  er Urf 
besitzt. 

Es  giebt  gerade  oo'"~^  solche  eingliedrige  Gruppen,  jede  hat  cx>* 

endliche  Transformationen.     Wir  werden  nun  darthun,  dass  alle  diese 

endlichen  Transformationen  aller  dieser  eingliedrigen  Gruppen  wirklich 

auch  eine  Schar  von  oo'"  und  nicht  weniger  verschiedenen  Transfor- 

veraUge-  matiouen  bilden.     Wir  finden   es    jedoch    zweckmässig,    zunächst   ein 

ineinerte  .  " 

Trage,    etwas  allgemeineres  Theorem  zu  beweisen. 

Es  mögen  nämlich   U^f. ,  Urf  die  Symbole  von   irgend   welchen 
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r  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  in  Xj  y 
sein,  während  wir  es  dahingestellt  sein  lassen,  ob  sie  einer  r-gliedrigen'^^^^^^^ß^ 
Grv/ppe  angehören  oder  nicht     Die   r  infinitesimalen  Transformationen  Transform. 
bestimmen,    da  sie  von  einander  unabhängig  sein   sollen,    also  keine 
lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  zwischen  ihnen   besteht, 
eine  Schar  von  oo'"— ^  infinitesimalen  Transformationen 

üf=e,U,f-{-e,U,f+--^erUrf. 

Hier  bedeuten  e^,  e^..er  irgend  welche  r  Constanten,  auf  deren  Ver- 
hältnisse allein  es  ankommt.  Jede  dieser  cx)'"—^  infinitesimalen  Trans- 
formationen erzeugt  in  bekannter  Weise  eine  eingliedrige  Gruppe  von 
endlichen  Transformationen,  Die  Gleichungen  der  zur  obigen  Uf  ge- 
hörigen eingliedrigen  Gruppe  ergeben  sich  leicht  in  Form  von  Reihen-  ^^^ig„'' 
entwickelungen : 


(14) 


x,  =  x-\-^Ux  +  ^UUx  + 


Wir  werden  direct  zeigen,  dass  dies  die  Integralgleichungen  des  simul- 
tanen Systems : 
(15)  p=^pi  =  dt 

sind,  dessen  Integration  die  endlichen  Gleichungen  der  eingliedrigen 
Gruppe  ?7/"  liefert.  Aus  (14)  folgt  zunächst,  dass  aj^,  y^  sich  für  ^  =  0 
auf  X,  y  reducieren.     Ferner  folgt: 

^  =  Cra:  +  {c7C/-^  +  j^  UÜUx  -f  •  •  • 
und,  indem  wir  Ux^  nach  (14)  bilden: 

Ux,=  ü{x  +  {Ux  +  ^^VÜx  +  - .) 

=  tTx-f  \uUx-\-~UUUx+---. 
Also  ist  in  der  That 

wie  es  von  (15)  verlangt  wird.  Damit  ist  der  Nachweis  erbracht*). 
Die  Gleichungen  (14),  die  bei  hinreichend  kleinem  Wert  des  Para- 
meters t  convergieren,  stellen  also,  wenn  t  variiert  wird,  die  oo^  end- 
lichen Transformationen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 
üf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  dar.     Setzen  wir  darin 

*)  Eine  ausfuhrliche  Herleitung  der  Formeln  (14)  findet  man  in  den  „Diffgln. 
mit  inf.  Trf.",  §  3  des  3.  Kap. 
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r 

1 

ein,  so  folgt,  da  allgemein,  wenn   Uf,  Vf,  Wf  solche  Dififerentiations- 
processe  sind,  wie  die  Symbole  der  infinitesimalen  Transformationen,  auch 

u{yf-\-  Wf)  =  uvf-\-  uwf 

ist: 

r 

üUx  =  ^^^  ^i^k  Ui  UkX 
i 
u.  s.  w.,  sodass  kommt : 

r  r 


(16) 


y 


r  r 


Lassen  wir  nun  ausser  t  auch  e^  . .  er  variieren,  so  gelangen  wir 
zu  allen  endlichen  Transformationen  aller  eingliedrigen  Gruppen  Uf, 
die  aus  U^f .  .  Urf  linear  ableitbar  sind.  Es  kommen  in  ihnen  r  -{-  1 
willkürliche  Constanten  e^  .  .  Cr  und  t  vor.  Sie  treten  aber  nur  in  den 
r  Verbindungen  e^t,  e^t .  .  ßrt  auf,  d.  h.  wir  dürfen,  ohne  den  Umfang 
der  Schar  (16)  zu  verringern,  t=\  setzen.  Dass  eine  Constante  über- 
zählig ist,  folgt  auch  schon  daraus,  dass  bei  Uf^  2  eiüif  nur  die 
Verhältnisse  von  e^  .  .  er  in  Betracht  kommen.  Setzen  wir  also  in 
(16)  ^=1: 


(17) 


0Ci=x-\-  ^  ei  UiX  +  Y7^ 
1 

r 

yi  =  y  +  yj  eiUiy -{- :^^ 


1 


*  ei  ejc  UiXJkX  -\- 


feiekUillky  + 


Alle  endi.  Jetzt  geben  die  Gleichungen  (17)  alle  endlichen  Transformationen 

Tranaform.,  "^  o  \       y 

^^^^*'.^^  aller    c»*"""^    eingliedrigen    Gruppen    Uf,    wenn    man   e^  . .  Sr    beliebig 
Transfer-  variieren  lässt.     Wir  behaupten  nun,  dass  in  dieser  Schar  (17)  e,  ..C;. 

sämtlich  wesentliche  Parameter  sind,  d.  h.  dass  (17)  wirklich  cx)'"  von 

einander  verschiedene  Transformationen  darstellt. 

SpecieUer  Dies  ZU  beweisen,  betrachten  wir  zur  Vorbereitung  den  einfachen 

Fall,  dass  die  Zahl  r  =  2  ist  —  dass  also  von  nur  zwei  von  einander 
unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  Uif  U^f  die  Rede  ist  — , 
und  dass   überdies   U^f  und    U^f  einem  beliebigen  Punkte  (x,  y)  ver- 
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schiedene  Fortschreitungsrichtungen  zuordnen,  d.  h.  dass  auch  keine 
Relation  von  der  Form    ü^f  ==  fp(x,  i/)  C^/"  besteht,  dass  also  stets 

ist.     Dies  letztere  kommt,  wenn 

U,f=  |,(a;,  y)p  +  ri.ix,  y)q, 

uj=  laC^,  y)p  +  V2i^7  y)a 

angenommen  wird,  darauf  hinaus,  dass  die  Determinante 
ist.     Alsdann  bilden  wir  die  Determinante 

Dieselbe  ist  sicher  nicht  identisch  Null,  denn  wenn  man  nach  ihrer 
Bildung  6^  =  e.2  =  0  setzt,  so  reduciert  sie  sich  wegen  (17)  gerade 
auf  Iji^g  —  ^2%'  ^^^  können  daher  aus  den  Qleichungen  (17),  in 
denen  sich  jetzt  wohlbemerkt  jede  Summe  nur  auf  zwei  Zahlen  er- 
streckt, e^  und  ^2  berechnen  als  Functionen  von  x,  y  und  x^,  y^.  Ist 
aber  dies  möglich,  so  sind  offenbar  e^,  e^  beide  wesentliche  Parameter 
in  (17).  Die  Schar  (17)  definiert  deshalb  wirklich  oo^  verschiedene 
Transformationen.  Für  den  vorliegenden  Fall  ist  also  die  Behauptung 
bewiesen. 

Wir  kehren  nun  zu  dem  allgemeinen  Fall  zurück,  dass  r  von-^^^""®' 
einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  Uif .  .  Urf  vor- 
gelegt sind.  Wir  geben  den  Coordinaten  x,  y  in  (17)  auf  r  verschie- 
dene Weisen  bestimmte,  aber  allgemein  gewählte  Werte  xf-'^\  «Z^^^; 
^(2)^  ^(2).  ^0)^  y{r)^  j)jg  zugehörigen  Werte  von  x^j  y^  seien  x^^^^j 
Vi^^^'i  ^x-^\  Vx-^'^i    '  •  Ä'/'■^  Vx-''^-     Ist  allgemein 

Uif=  li{x,  y)p  +  rii(x,  y)q, 
so  erfährt  der  Punkt  (x^\  y^^'^)  bei    Uif  die  Coordinatenincremente 

|(a;(^),  y^^'))dt,    ri(x^\  y^^)dt. 

Die  Transformation  Uif  hat  also,  ausgeübt  auf  das  Variabeinpaar  x^\ 
y^^\  das  Symbol 

Wf=  i(^'\  y^») ^  +  n{=^\  ^■')§jy 

Betrachten  wir  alle  2r  Wertpaare  x^^\  y^J^  auf  einmal,  so  wird  also 
die  Transformation    Uf  auf  dieselben  ausgeführt,  das  Symbol 
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F,/=C7,Y+  c/;y+--+  Uff 

haben,  denn  die  rechte  Seite  stellt,  mit  8t  multiplicirt,  das  Increment 
dar,  das  eine  beliebige  Function  f  von  x^'^\  y^^'^)  .  .  x^''\  y^''^  bei  der 
infinitesimalen  Transformation  erfährt. 

Zunächst  können  wir  zeigen,  dass  keine  r  linearen  Relationen  von 
der  Form 

9^  U,^f+  9,  Uif-\-  -'  +  9r  U/f'=  0     (i  =  1,  2  . .  r) 

identisch  bestehen  können,  in  denen  (pi,  cp^  .  .  tpr  gevrisse  Functionen 
der  2r  Veränderlichen  x^'^^,  «Z^^^;  . .  x^''^  «/^'"^  und  zwar  in  allen  r  Rela- 
tionen dieselben  Functionen,  also  unabhängig  von  j,  wären.  Beständen 
nämlich  r  solche  Relationen  identisch,  und  nähmen  (p^  ,  .  q>r  für  irgend 
ein  beliebiges  Wertsystem  x^'^'^,  y^^^\  .  .  x^'^\  y^^'^  die  Zahlenwerte  q  . .  c^ 
an,  so  würde  die  infinitesimale  Transformation 

C,UJ-\-"  +  CrUrf 

die  r  Punkte  (a;(^),  y^^'>), . .  {x^''\  y^^'^)  in  Ruhe  lassen.  Dies  aber  ist  un- 
möglich, denn  unter  den  <xf~'^  infinitesimalen  Transformationen 

giebt  es  höchstens  oo''"^,  welche  einen  beliebig  aber  bestimmt  ge- 
wählten Funkt  {x^^\  y^^^)  invariant  lassen.  Ihre  Coefficienten  ßj  . .  e^ 
bestimmen  sich  nämlich  aus  den  beiden  Gleichungen: 

e,riM'\  «/(^))  +  .  .  +  ernr{x^^\  y''')  =  0, 

die  sicher  nicht  beide  identisch  Null  sind  für  jedes  Wertsystem  x^^^,  y'-^^, 
weil  sonst  bei  den  Uf  alle  Punkte  der  Ebene  in  Ruhe  blieben.  Weiter 
schliessen  wir  ebenso,  dass  es  unter  den  höchstens  oo'— ^  infinitesi- 
'  malen  Transformationen,  die  den  Punkt  (x^'^'>,  y^^"*)  nicht  ändern,  höch- 
stens oo''~^  gieht,  die  auch  einen  zweiten  beliebig,  aber  bestimmt 
angenommenen  Punkt  (x^^\  y^^^)  in  Ruhe  lassen  u.  s.  w.  Schliessen 
wir  so  weiter,  so  folgt  endlich,  dass  es  keine  infinitesimale  Trans- 
formation Ueiüif  giebt,  welche  r  beliebig,  aber  bestimmt  gewählte 
Punkte  in  Ruhe  lässt. 

Hiernach  steht  fest,  dass  keine  r  Functionen  (p^  .  .  (pr  existieren, 
■für  die  gleichzeitig 


(18) 

0  =  1,  2..r) 
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wäre.     Hierin  sollen  natürlich  die  oberen  Indiees  j  bedeuten,  dass  für 
X,  y  die  Werte  x'^'^,  y^^^  eingesetzt  zu  denken  sind. 

Wenn  nun  alle  r-reihigeu  Determinanten  der  Matrix 

1/^^        ...       Ir(^> 


(19) 


1/'-^ 
1?/^) 


(1) 


n 


(r) 


_(r) 


identisch  Null  wären,  so  könnten  wir  offenbar  doch  solche  r  Functionen 
(fi  . .  (pr  angeben,  für  welche  die  2r  Identitäten  (18)  beständen.  Dann 
nämlich  würden  die  r  ersten  Relationen  (18)  die  r  letzten  ohne  wei- 
teres nach  sich  ziehen  und  es  brauchten  cp^  .  .  (pr  nur  so  bestimmt  zu 
werden,  dass  sie  die  r  ersten  erfüllten,  was  möglich  wäre,  da  die 
Determinante  dieser  r  Relationen  auch  identisch  Null  wäre. 

Also  schliessen  wir  umgekehrt,  dass  sicher  nicht  alle  r- reihigen 
Determinanten  der  Matrix  (19)  identisch  verschwinden. 

Die  r  Punkte  {x^^^,  V^^^))  •  •  i^^^\  V^"^^)  werden  bei  der  eingliedrigen 
Gruppe  üfEEi  2]eiUif  in  die  r  Punkte  {x^^  y^W)^ .  .  (a;^W,  y^(r)y  über- 
geführt, für  welche  in  Gemässheit  von  (17): 


(20) 


a;/^) 


.0) 


1 


keieklJJUk'x^'^  ■\- 


yu,  =  yU)  _}_  ^  ßi  Ui^  ?/(^)  +  ^2"  Ci  e,  U^J  W y^'^  -\ 

1  1 

(i=l,  2..r) 

ist.  Lassen  wir  hierin  e^  .  .  e^  variieren,  so  erhalten  wir  alle  endlichen 
Transformationen  aller  eingliedrigen  Gruppen  üf,  ausgeführt  auf  die 
r  Punkte.  Es  ist  nun  unmöglich,  aus  diesen  2r  Gleichungen  (20) 
mehr  als  r  von  e^  .  .  Cr  freie  abzuleiten,  denn  die  Gleichungen  sind 
nach  e^.-er  auflösbar,  da  nicht  alle  r-reihigen  Functionaldeterminanten 
der  Matrix 


de. 

der 

dx^ir) 

dx,{r) 

de. 

der 

ay,(i) 

dyiW 

de. 

der 

dy,(r) 

dy.ir) 

de. 


der 
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die  sich  ja  für  e^  =  Cg  =  "  '  =  ^>-  =  ^  ^^^  ^^^  Matrix  (19)  reduciert, 
identisch  verschwinden,  denn  sonst  müssten  auch  alle  r-reihigen  De- 
terminanten der  Matrix  (19)  identisch  Null  sein.  Es  lassen  sich  somit 
q  .  .  er  aus  (20)  als  Functionen  der  x^^\  y^^^  und  Xi^^\  y^^^'>  berechnen. 

Nehmen  wir  an ,  wir  hätten  den  e^  .  .  er  andere  Werte  e^  . ,  Cr  ge- 
geben und  verlangten,  dass  auch  die  zu  diesen  gehörige  Transfor- 
mation von  der  Form  (20)  die  r  Punkte  x^^\  y^^'>  in  die  r  Punkte 
^i'\  Vi^^  überführte,  so  würden  wir  für  e^  .  .  e^  dieselben  Functionen 
der  x^^\  y^^">  und  a;/-'^,  y^^^^  erhalten,  d.  h.  es  müsste  dann  doch  6^  =  6^, 
,  ,er  =  Cr  sein.  Also  stimmen  zwei  der  Transformationen  (20)  nur 
dann  überein,  wenn  in  ihnen  die  e  übereinstimmende  Werte  haben.  Es 
sind  aber  die  Transformationen  (20)  nichts  anderes  als  die  Trans- 
formationen (17),  ausgeführt  auf  r  Punkte  der  Ebene.  Es  folgt  daher 
umsomehr:  Zwei  Transformationen  (17)  sind  dann  und  nur  dann  in 
allen  Punkten  der  Ebene  äquivalent,  wenn  in  ihnen  e^  . .  er  überein- 
stimmende Werte  haben.  Mit  anderen  Worten :  (17)  stellt  wirklich 
oo*"  verschiedene  Transformationen  dar. 

Wir  fügen  noch  hinzu,  dass  zur  Transformation  (14)  diejenige 
invers  ist,  die  sich  ergiebt,  wenn  t  durch  —  t  ersetzt  wird.  Demnach 
enthält  auch  die  Schar  (16)  zu  jeder  ihrer  Transformationen  die  in- 
verse,  ebenso  die  Schar  (17).  Bei  dieser  erhalten  wir  die  inverse,  wenn 
wir  e^  .  .  er  mit  —  e^  . .  —  er  vertauschen. 
Gesamt-  Theoreiü  20:     Sind  die  r  infinitesimalen  Transformationen 

ergebnis. 

üif  =  iiix,  y)p  +  f]i(x,  y)ci     {i=l,2..r) 

von  einander  unabhängig,  und  sind  e^  . .  er  willkürliche  Para- 
meter, so  bildet  der  Inbegriff  aller  eingliedrigen  Gruppen 

e^UJ ■^- ■  • -^  erUrf 

eine  Schar  von  Transformationen: 

r  r 

Xi=x  -{-  ^ Ci UiX-\-  ^yl eiCk  Ui  UkX  +  •  •  •, 
1  1 

r  r 

yi  =  y -h^^eiUiy -j- ^^kaekUiUky-l , 

1  1 

in  welcher  die  r  Parameter  e^.-Cr  sämtlich  wesentlich  sind,  also 
eine  Schar  von  oo*"  verschiedenen  Transformationen.  Diese 
Schar  enthält  011  jeder  ihrer  Transformationen  auch  die  inverse. 
Künftig  werden  wir  diese  Schar  öfters  kurz  bezeichnen  als  die 
„oo'"  endlichen  Transformationen,  erzeugt  von  U^f . . .  Urf^. 
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1.  Beispiel:     Liegen  die    beiden   infinitesimalen  Transformationen  Beispiele. 

vor,  die  von  einander  unabhängig  sind,  so  lauten  die  endlichen  Glei- 
chungen der  eingliedrigen  Gruppe  ßiP  -\-  e-iOcq,  wie  man  durch  Inte- 
gration des  simultanen  Systems 


sofort  findet: 


C|  Co  *'vi 


6-1  e^ 


Xi=x  +  e^t,    yi  =  y  -j-e^xt-\-->^t^. 

Lässt  man  e^,  e^  variieren,  so  sind  dies  offenbar  oo^  verschiedene  end- 
liche Transformationen,  die  übrigens  keine  Gruppe  bilden. 
2.  Beispiel:     Sei 

üif  =  p,     U^f  =  xq,     UJ ~  yp , 
so  ergeben  sich  die  endlichen  Gleichungen  der  eingliedrigen  Gruppe 

W=e^P  +  e^xq-\-  e^yp 
z.  B.  auch  durch  Reihenentwickelung:    Es  ist 

Ux^e^-\-  e^y,  üy  =  e^x, 

UUx  =  e^e^x,  TJ Uy  ^  e^{e^ -\-  e^y), 

UÜUx  =  62^3(^1  +  e^y),         U  UUy  =  e^J^e^x, 
UUUÜx^e^-e^^x,  UüUUy^  e^e^ {e^  -|-  % 2/) > 


sodass  kommt: 

a^i  =  ^  +  ei  +  e^y  -f  -—  ^^263^  +  iT^Ts  ^2^3(^1  +  Hy) 

oder : 
analog : 

In  diesen  Gleichungen  sind,  wie  man  leicht  sieht,  e^,  e^,  e^  sämtlich 
wesentliche  Parameter,  wie  es  sein  muss.  Diese  Gleichungen  stellen 
keine  Gruppe  •  dar. 

Wir  wenden  nunmehr  endlich  unser  Theorem  20  auf  den  beson- Anwendung 

auf 

deren  Fall  an,   dass  die  r  vorgelegten  von  einander  unabhängigen  in-  Gruppen, 
finitesimalen  Transformationen   U^f . .  ürf,  über   die  wir  bisher   keine 
weiteren  Annahmen  machten,  einer  r-gliedrigen  Gruppe  angehören. 
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In  diesem  Falle  ergiebt  sich,  wenn  wir  noch  das  Theorem  19  des 
vorigen  Paragraphen  berücksichtigen,  Folgendes: 

Theorem  21:  Sind  U^f.  .  Urf  r  von  einander  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  inx,y, 
so  bildet  der  Inbegriff  aller  eingliedrigen  Gruppen 

eine  Schar  von  gerade  oo'"  verschiedenen  Transformationen : 

r  r 

Xy  =  X  -{■  ^  Ci  UiX  +  ^2  ^*^*  ^*  ^*^  +  •  •  •> 
1  1 

r  r 

«/i  =«/+  "^ eiUiy  -\- ^'^k eiCkUiXIky  -\ , 

1  1 

welche  der  r-gliedrigen  Gruppe  angehören  und  also  (jedenfalls 
in  einer  gewissen  Umgebung  der  identischen  Transformation) 
alle  Transformationen  der  Gruppe  und  keine  weiteren  um- 
fassen. 

Die  hierin  ausgesprochene  Beschränkung  auf  Transformationen, 
die  nicht  über  ein  gewisses  Mass  von  der  identischen  Transformation 
abweichen,  findet  ihren  Grund  darin,  dass  die  obigen  Reihenentwicke- 
lungen nur  innerhalb  gewisser  Grenzen  convergieren  werden.  Ihre 
weitere  Fortsetzung  über  dieses  zunächst  erlaubte  Gebiet  hinaus  er- 
fordert functionentheoretische  Überlegungen,  auf  die  wir  nicht  eingehen. 


§  3.     Zur  Berechnung  der  endlichen  Gleichungen  einer  Gruppe. 

Das  soeben  abgeleitete  Theorem  giebt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand, 
um  aus  r  vorgelegten  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen 

üif=  U^,  y)p  +  i?.(a;,  y)q    (z  =  1,  2  . .  r) 

einer  r-gliedrigen  Gruppe  die  endlichen  Gleichungen   der  Gruppe  ab- 
zuleiten. 
Erste  Diese  Berechnung  kommt  ja  nach  unserem  Theorem  darauf  hinaus, 

die  endlichen  Gleichungen  der  allgemeinen  eingliedrigen  Gruppe. 

Uf=^eiUif=\^e,h\p  +  i^e,n^ 

zu  finden.     Letzteres  verlangt  die  Integration  des  simultanen  Systems 
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(21) 


^ =       '^y^ =rf^ 


2  Ci  ii{x, ,  «/,)      ^  ei  riiix^ ,  y^) 


mit  der  Anfangsbedingung  x^^  =  x;yi  =  y  für  ^  =  0.  Durch  Integra- 
tion desselben  werden  x^,  y^  als  Functionen  von  x,  y  und  t  bestimmt. 
Doch  enthalten  diese  Functionen  e^  .  .  er  und  t  nur  in  den  r  Ver- 
bindungen e^t,  e^t . .  ert,  und  es  kann  daher  nachträglich  ^  =  1  gesetzt 
werden,  was  ja  darauf  hinauskommt,  dass  für  e-^t^  e^t . .  ert  neue  Para- 
meter eingeführt  werden.  Durch  Reihenentwickelung  ist  die  Integra- 
tion des  simultanen  Systems  (21)  durch  die  Formeln  des  Theorems  21 
geleistet. 

Wir  bemerken  aber,  dass  die  Integration  des  simultanen  Systems 

(21)  durch  endliche  geschlossene  Ausdrücke  schon  in  einfachen  Fällen 
deshalb  erhebliche  Schwierigkeiten  machen  wird,  weil  das  System  r 
willkürliche  Constanten  e^  .  .  Cr  enthält,  die  nicht  specialisiert  werden 
dürfen.  Es  empfiehlt  sich  deshalb,  den  folgenden  Weg  zur  Gewinnung 
der  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  zu  betreten: 

Zunächst    suchen   wir    die    endlichen    Gleichungen   der   von   leder    Zweite 

•     n     -i        •         1  m  P  .  />  •  •     1    •  Methode. 

emzemen  mnnitesimalen  Transformation  TJif  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe  durch  Integration  der  r  simultanen  Systeme: 

(22)  d^x  dy,       ^^^    (i=l,2..r) 

mit  den  Anfangs  werten  x,  y  von  x^,  y^  für  t  =  0\ 

X,  =  ipiix,  y,  t),    y^  =  ti{x,  y,  t)     {i=\,  2  ..r). 

Wir  wollen  alsdann  nach  einer  allgemeinen  Transformation  T^  der 
ersten  eingliedrigen  Gruppe  U^f  eine  allgemeine  Transformation  T^  der 
zweiten  U^f,  auf  diese  eine  Transformation  Tg  der  dritten  U^f  u,  s.  w. 
ausführen.  T^  wird  x,  y  in  x^,  y^,  T^  diese  in  iCg,  y^,  .  .  verwandeln, 
sodass  zu  setzen  ist: 

x^  ==  qPi(a:,  y,  ^i),  i/i  =  ^^{x,  y,  t^\ 

(23)  ^2  =  9^2(^1.  ^15  ^2),  y2  =  tA^v  Vi,  Q; 

\Xr  =  <Pr{Xr-l,    «/r-1,    tr),       yr  =  ^r{Xr-l,    Vr-l,    U)- 

t^,  t^  .  .  tr  sind  hierin  willkürliche  Parameter.  Durch  Elimination  von 
x^,  y^  .  .  Xr—i,  yr—\  ergeben  sich  gewisse  Gleichungen: 

Xr  =  0{x,  y,  t^.  .  tr),    yr  =  "^{x,  y,  t^  . .  tr) 

oder,  wenn  wir  die  transformierten  Veränderlichen  mit  x\  y  bezeich- 
nen, diese : 

liie,  Continuierliche  Gruppen.  1.3 
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(24)  x  =  ^{x,  y,  t^..  tr),    y=  ^(x,  y,  t^ . .  4). 

Dieselben  stellen,  wie  auch  t^.  .tr  gewählt  sein  mögen,  eine  Trans- 
formation dar,  welche  r  aufeinanderfolgenden  Transformationen  Tj, 
T^ .  .  Tr  der  r  einzelnen  eingliedrigen  Gruppen  äquivalent  ist,  also 
eine  Transformation  der  r-gliedrigen  Gruppe.  Die  in  ihnen  enthaltenen 
Parameter  t^  .  .  tr  sind  nun  aber  auch  sämtlich  wesentlich,  denn  die 
2r  Gleichungen  (23)  beginnen  ja  bekanntlich,  nach  t^  .  .  tr  ent- 
wickelt, so: 

^1  =  ^  +  ^ Ji  +  •  • ,  yt  =  y  +  h'ni  +  ---', 

^2  =  ^1  +  h  U^'^  +  •  • ,  y2'=yf  +  kn%^^^  +  •  •? 

Hierin  bedeutet  1^^'^  i?i^'^  dass  in  |i,  Tqu  für  x,  y  die  Variabein  x-,,  yi 
gesetzt  sind.  Eliminieren  wir  nun  x^,  y^  . .  Xr—i,  yr—i,  so  kommt  ge- 
nau bis  auf  Glieder  erster  Ordnung: 

Xr  ==  X  -jr  t^^l  -\ \-tr^r-\ ,       «/r  =  «/  +  ^1  »?1  H \-  tr^r  -{ , 

WO  nun  Ij  .  •  ^r,  Vi  •  •  Vr  sämtlich  x,  y  enthalten.  Daher  lauten  die 
Gleichungen  (24)  nach  t^  .  .tr  entwickelt : 

r  r 

(24')       x  =  x  +  ^if,UiX-^--,    y'=y  +  ^it,U^y-\---'. 
1  1 

Sie  stimmen  also  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  mit  den  Gleichungen 
(17)  des  vorigen  Paragraphen  überein,  nur  steht  hier  ti..tr  statt  Cj^-.er. 
Der  Nachweis,  dass  in  (17)  e^  .  .  Cr  wesentlich  sind,  wurde  damals  ge- 
führt mit  Hülfe,  der  Form  der  Glieder  erster  Ordnung  allein.  Wir 
können  daher  ohne  weiteres  auch  sagen,  dass  die  Gleichungen  (24) 
oder  (24')  alle  r  Parameter  t^  .  .tr  als  wesentlich  enthalten. 

Also  stellen  die  Gleichungen  (24)  oo''  verschiedene  endliche  Trans- 
formationen der  r-gliedrigen  Gruppe,  mithin  alle  Transformationen 
derselben  dar. 

Vorzüge  Diese  Methode*)  zur  Bestimmung  der  endlichen  Gleichungen  einer 

teile  beider  r-gliedrigen  Gruppe  hat  vor  der  ersten  Methode  den  Vorzug,  dass  die 

Methoden,  f  ,.  ,   .  .  .  .  ,  .  .  o   i      •  t    • 

Integration   hier  m  r  von   einander   unabhängigen   Schritten   geleistet 


*)  Die  oben  gegebene  zweite  Methode  teilte  Lie  dem  Herausgeber  im  An- 
fange des  Jahres  1891  mit.  Im  Laufe  des  Sommersemesters  desselben  Jahres 
brachte  er  sie  in  seinen  Vorlesungen.  Im  Herbst  endlich  und  unabhängig  davon 
veröffentlichte  Maurer  in  den  Math.  Annalen  Bd.  39  eine  Abhandlung,  in  der  er 
ebenfalls  diese  Methode  entwickelte. 
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wird  durch  die  Integration  der  r  Systeme  (22),  deren  keines  willkür- 
liche Constanten  enthält. 

Andererseits  leistet  sie  aber  doch  nicht  dasselbe  wie  die  frühere 
Methode,  denn  während  die  endliche  Transformation  (17)  (in  §  2)  ge- 
rade von  der  infinitesimalen  Transformation  e^üif -\- ••  ~\- er  Urf  er- 
zeugt wird,  welche  dieselben  Zahlen  e^  . .  e^  enthält,  ist  es  durchaus 
nicht  allgemein   richtig,   dass   die   endliche  Transformation  (24)   oder 

(24')  gerade  von  der  infinitesimalen  Transformation  t^U^^f-] \-t).ZT,f 

erzeugt  wird,  wie  man  zu  vermuten  geneigt  sein  könnte.  Die  Ent- 
wicklungen (17)  und  (24'),  die,  bis  auf  andere  Bezeichnung  der  Para- 
meter, in  den  Gliedern  erster  Ordnung  übereinstimmen,  sind  vielmehr 
in  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  schon  nicht  mehr  dieselben. 

Die  zweite  Methode  giebt  also  zwar  die  endlichen  Gleichungen 
der  r-gliedrigen  Gruppe  bequemer,  man  kann  aber  nicht  so  leicht 
einsehen,  welche  infinitesimale  Transformation  gerade  eine  der  ge- 
fundenen endlichen  Transformationen  erzeugt.  Es  ist  jedoch  zu  be- 
merken, dass  die  zweite  Methode  bei  gewissen  Fragen  der  Gruppen- 
theorie dennoch  den  Vorzug  verdient. 

Die  bisherigen  Betrachtungen  lehren,  dass  eine  r-gliedrige  Gruppe 
in  X,  y  mit  paarweis  inversen  Transformationen  vollständig  definiert 
ist  durch  die  Angabe  von  r  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen 
Transformationen  U^f .  .  Urf  der  Gruppe.  Daher  werden  wir  eine 
solche  Gruppe  häufig  kurz  als  „Gruppe,  erzeugt  von  TJ^f .  .  Urf"  oder  Gruppe 
kurz  als  „Gruppe  TJ^f .  .  Urf"  bezeichnen.  Dass  jedoch  nicht  beliebige 
r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  stets  eine 
Gruppe  erzeugen,  kann  man  aus  den  obigen  Beispielen  zu  Theorem  20 
entnehmen.  Im  übernächsten  Kapitel  werden  wir  das  Criterium  dafür 
aufstellen,  dass   U^f . .  Urf  eine  Gruppe  erzeugen. 

Wir  geben  zwei  Beispiele.  Beispiele. 

1.  Beispiel.  Man  soll  aus  den  acht  von  einander  unabhängigen  in- 
finitesimalen projectiven  Transformationen 

p,     q,     xp,     yp,     xq,     yq,     x^p  -f  xyq,    xyp  -f  y^q 

die  endlichen  Gleichungen  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  ableiten. 
(Vgl.  §  2  des  2.  Kap.) 

Wir  wenden  die  zweite  Methode  an,  indem  wir  die  von  den 
obigen  acht  infinitesimalen  Transformationen  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppen  bestimmen  und  die  Variabein  und  Parameter  wie  in  (23)  be- 
zeichnen ; 

13* 
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yp 

xq 

yQ 

x^p  +  xyq 

^yp  4-  y^a 


Xi  =  X  -\-  tif 
X^  =  Xi, 

iCg    =    X^6   *  f 

x^  =  x.j  -\-  y^t^f 


Xf. 


Xa 


Xq    


M.  *^R  vrj 


yi  =  y, 

?/2  ==  2/l  +  ^2, 

2/4  =  2/3; 

y6  =  y4  +  ^4^6» 


setzen  wir  noch  a;',  y'  statt 


y 


Eliminieren   wir  hieraus  x^,  y^  .  .x,j,  ^7, 

iCg,  2/8  "^^  bezeichnen  wir  e'»  und  e'«  mit  ^3  resp.  t^,  so  ergeben  sich 

die  endlichen  Gleichungen  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe: 

^/ h^  +  hy  +  ^1^3  +  ^»^4 

^3(*7  +  '5*6*8) «  —  («4*7  +  *6*8  +  hhhh)y  — 

H  'i  *7  *2  *G  *8  *1  H  *S  *6  *8  *2  *i  '5  '  C  *8 

Oef^a;  +  g  +  *4*5)y  +  *2  +  *i  '3*5  +  hhh)h 
-  *3(*7  +  *5*6*8)a;  —  (tj^  +  tßfg  +  hhhk)y  — 

l  *1  *»  *7    *ä  *4  *7    *2  *6  *8  *1  *S  *5  *6  *8  *2  *4  *5  *6  *8 

In  der  That  stellen  diese  Gleichungen  eine  allgemeine  projective  Trans- 
formation der  Ebene  dar,  denn  x',  y  sind  linear  gebrochene  Functionen 
von  X,  y  mit  demselben  Nenner.  Dass  ^1  .  .  ifg  sämtlich  wesentlich 
sind,  folgt  aus  unseren  theoretischen  Entwickelungen. 

2.  Beispiel.     Es  soll  bewiesen  werden,  dass  die  00^  infinitesimalen 
Transformationen 

W^  eiP  +  e.,q  +  e^yp 

eine  dreigliedrige  Gruppe  erzeugen. 

Wir  integrieren  das  simultane  System: 

d«ii        =  -?^  =  dt 
ej  +  632/1  «j 

Es  kommt  zunächst: 

yi  —  y='  ^2*' 

Setzen  wir  «/,  =  y  -\-  e^t  ein,  so  kommt  noch: 


dx^ 


d.h.: 


ei  +«3(2/  +  «»*) 


dt, 


^«  'a 


<^ 


a?!  —  X  =  (e^ -{- e^y)t -i-    ^ 
sodass  die  endlichen  Gleichungen  lauten: 

x^  =  X -i- (e^  i- e^y)t  +  ^-^  t\     yi=y-j-e,,t. 
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Man  kann  leicht  verificieren,  dass  sie  eine  dreigliedrige  Gruppe  dar- 
stellen. Natürlich  darf  hierin  t  =  1  gesetzt  werden,  da  t  überzählig 
ist.  Lassen  wir  t  variieren,  während  wir  e^,  62,  e^  bestimmte  Werte 
geben,  so  erhalten  wir  die  von  e^p  +  e^q  -{-  e^yp  erzeugte  einglie- 
drige Gruppe.  Die  Anwendung  der  zweiten  Methode  macht  keine 
Schwierigkeit. 

Schliesslich  heben  wir  noch  die  kleine,  aber  wichtige  Bemerkung-^^^^*'gl'^^°*f 
hervor,  die  keines  Beweises  bedarf:  derG^ade^^ 

Satz  2:  Die  Sätze  der  beiden  letzten  Kapitel  lassen  sich  sofort  auf 
die  Gruppen  der  Geraden  ausdehnen  ^  da  die  Gleichung  einer  solchen 
Gruppe : 

durch  Hinzufügung  der  Gleichung 

yi=y 

in  eine  Gruppe  der  Ebene  übergeht. 

Wir  werden  daher  künftig  ohne  weiteres  die  abgeleiteten  Sätze 
auch  für  Probleme  benutzen,   welche  Gruppen  der  Geraden  betreffen. 


Kapitel  8. 

Trausitivität,  Invarianten,  Primitivität. 

Nachdem  wir  in  den  beiden  vorhergehenden  Kapiteln  allgemeine 
Eigenschaften  der  endlichen  continuierlichen  Transformationsgruppen 
abgeleitet  haben,  gehen  wir  nun  dazu  über,  die  Gruppen  in  gewisse 
grosse  Klassen  zu  bringen,  indem  wir  die  Begriffe  der  Transitivität  und 
Primitivität  einführen,  zu  deren  ersterem  der  Begriff  der  Invarianten 
von  Gruppen  in  enger  Beziehung  steht. 

§  1.     Transitive  und  intransitive  Gruppen. 

Eine  r-gliedrige  Gruppe:  T^nsuive 

(1)  Xi  =  <p(x,  y,  a^..  ttr),    yi  =  fix,  y,  ai  . .  «r) 

nennen  wir  transitiv,  wenn  sich  stets  die  Parameter  «j . .  «r  so  annehmen 
lassen,  dass  die  Transformation  (1)  einen  bestimmt  gewählten  Punkt 
allgemeiner  Lage  {x,  y)  in  einen  beliebigen  anderen  bestimmt  ge- 
wählten Punkt  {x^,  i/i)  allgemeiner  Lage  überführt,  oder  genauer  ge- 


198  Kapitel  8,  §  1. 

sagt  —   um   functionentheoretische   Schwierigkeiten  zu  vermeiden   — ,  ' 
dass  sie  ihn  in  einen  beliehigen  anderen  bestimmt  gewählten  Punkt 
in  der  Umgebung  des  ersten  Punktes  überführt.    Ist  dagegen  der  Punkt 
(Xi,  yi)  an  eine  natürlich  durch  den  Punkt  {x,  y)  selbst  gehende  Curve 
gebunden,  so  bezeichnen  wir  die  Gruppe  als  intransitiv. 
So  z.  B.  ist  die  Gruppe 

x^=x-\-a,    y^  =  y-\-h  l'M 

transitiv,  denn  wählen  wir  x,  y  irgendwie  und  ebenso  x^,  t/^  irgend- 
wie, so  lassen  sich  a,  h  immer  so  berechnen,  dass  diese  Gleichungen 
erfüllt  werden.  Dies  ist  auch  geometrisch  einleuchtend,  denn  jene 
Gruppe  besteht  aus  allen  Translationen,  welche  eine  beliebig  gewählte 
Stelle  in  eine  andere  beliebig  gewählte  Stelle  überführen. 
Die  Gruppe 

x^==  X,    y^  =  y  -\-  ax  -\- h 

ist  dagegen  intransitiv,  denn  hier  kann  ein  Punkt  {x,  y)  stets  nur  i^ 
Punkte  (iCjt,  y^  mit  derselben  Abscisse,  also  nur  in  Punkte  der  durch 
ihn  gehenden  Parallelen  zur  y-Axe  übergeführt  werden.  Der  Punkt 
(x^,  y^)  beschreibt  also,  wenn  man  a,  h  in  allen  möglichen  Weisen 
wählt,  kein  Flächenstück,  sondern  nur  eine  Curve. 

Analytische  goU  die  Gruppc  (1)  transitiv  sein,  so  müssen  sich,  wenn  x,  y  be- 

lierung.  Hebig  uud  x^,  2/i  innerhalb  der  Umgebung  der  Stelle  {x,  y)  ebenfalls 
beliebig  gewählt  werden,  die  Gleichungen  (1)  dadurch  erfüllen  lassen, 
dass  man  den  Parametern  %  . .  a^  bestimmte  Werte  erteilt.  Lassen 
sich  die  Gleichungen  (1)  nach  zweien  der  Parameter,  etwa  a^  und  ag, 
auflösen,  so  ist  dies  offenbar  möglich,  denn  man  braucht  nur  a^ .  .Ur 
irgendwie  anzunehmen,  um  dann  durch  diese  Auflösung  auch  a^,  a^ 
zu  bestimmen.  Wenn  dagegen  die  Gleichungen  (1)  nicht  nach  zweien 
der  Parameter  auflösbar  sind,  so  lässt  sich  aus  ihnen  eine  Gleichung 
zwischen  x,  y  und  x^,  y^  allein  ableiten: 

Xix,  y,  x^,  yi)  =  0. 

Diese  aber  sagt  aus,  dass  der  transformierte  Punkt  {Xi,  t/J,  sobald 
X,  y  bestimmt  angenommen  sind,  an  eine  gewisse  Curve  gebunden, 
also  die  Gruppe  intransitiv  ist. 

Satz  1:     Eine  r-gliedrige  Gruppe  in  zwei  Veränderlichen 

Xi  =  q){x,  y,  a^..ar),    y^  =  ti^s,  y,  a^  .  .  ar) 

ist  transitiv,  sobald  sich  ihre  Gleichungen  na^h  zweien  der  Parameter 
a^  . .  ar  auflösen  lassen.     Anderenfalls  ist  sie  intransitiv. 

An  den  beiden  obigen  Beispielen  kann  man  dies  sofort  verificieren. 
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Die  intransitiven  Gruppen  unterscheiden  sich  also  dadurch  wesent-  ^^,^^^.6 
lieh  von  den  transitiven,  dass  ihre  Transformationen  einem  beliebigen ^^".  9^^^° 

'  o        bei  intrans. 

Punkte  p  nur  solche  Lagen  erteilen,  die  keine  Fläche,  sondern  bloss  ^^^pp«^- 
eine  Curve  c  erfüllen.  Eine  intransitive  Gruppe  ordnet  demnach  jedem 
Punkte  p  eine  Curve  c  zu,  die  durch  ihn  hindurchgeht,  da  die  Gruppe 
die  identische  und  infinitesimale  Transformationen  enthält.  Es  ist 
dann  leicht,  nachzuweisen,  dass  auch  jedem  anderen  Punkte  p^  auf  c 
eben  diese  Curve  durch  die  Gruppe  zugeordnet  wird.  Denn  es  existiert 
eine  Transformation  Ta  der  Gruppe,  die  den  Punkt  p  nach  der  Stelle 
Pi  führt: 

Führt  nun  eine  Transformation  Ti,  der  Gruppe  den  Punkt  p^  in  den 
Punkt  p.^  über : 

{p,)T,  =  (p,), 
so  kommt 

.    (p)T„T,  =  (p,). 

Aber  TaTi,  ist  einer  Transformation  T(a^b)  der  Gruppe  äquivalent,  also: 

{P)Tia,ö)={P2), 

d.  h.  P2  liegt  auf  der  p  zugeordneten  Curve  c,  oder:  dem  Punkt  p^  ist 
ebenfalls  die  Curve  c  zugeordnet. 

Eine  eingliedrige  Gruppe  ist  natürlich  stets  intransitiv,  denn  bei 
ihren  00^  Transformationen  beschreibt  jeder  Punkt  p  eben  nur  seine 
Bahncurve. 

Bei  einer  jeden  intransitiven  Gruppe  wird  allgemein  demnach  die 
Ebene  in  unendlich  viele  Curven  zerlegt  und  zwar,  da  allen  00*  Punkten 
einer  dieser  Curven  eben  diese  Curve  zugeordnet  ist,  gerade  in  00^ 
Curven.  Jede  dieser  00^  Curven  c  bleibt  nach  dem  Vorstehenden  in- 
variant gegenüber  den  Transformationen  der  Gruppe,  indem  jede  Trans- 
formation Tj  der  Gruppe  einen  Punkt  p^  einer  der  Curven  c  wieder 
in  einen  Punkt  p^  derselben  Curve  verwandelt.  Diese  00*  einzeln  in- 
varianten Curven  werden  dargestellt  durch  eine  Gleichung  von  der 
Form 

(o(x,  y)  =  Const., 
und  zwar  muss 

stets 

nach  sich  ziehen,  sobald  (x^,  y^)  der  Punkt  ist,  in  den  {x,  y)  durch 
irgend  eine  Transformation  der  Gruppe  (1)  übergeht.  Vermöge  der 
Gleichungen  (1)  muss  daher 
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«i^'i,  Vi)  =  "(^;  y) 

sein  und  zwar  identisch  für  alle  Werte  von  x,  y,  a^ .  .ar.     Die  Func- 
tion 03 (rr,  y)  ändert  also  ihren  Wert   nicht  bei  irgend  einer  Transfor- 
invariante  j^ation  der  Gruppc,  und  wir  nennen   sie  deshalb   eine  Invariante  der 

einer  •*■  ^     ' 

intransit.    GrUPPe. 
Gruppe.  ^^ 

Wenn  umgekehrt  die  Function  Sl  {x,  y)  bei  allen  Transforma- 
tionen einer  vorgelegten  Gruppe  (1)  invariant  bleibt,  also  vermöge  (1) 
identisch 

-^(^1,  ^i)  ='Si{x,  y) 

ist,  so  liegt  der  transformierte  Punkt  {x^ ,  y^  auf  der  Curve 

Sl{x,  y)  =■  Const., 

sobald  der  ursprüngliche  Punkt  (a?,  y)  auf  ihr  gelegen  ist,  d.  h.  er  ist 
an  eine  Curve  gebunden,  die  Gruppe  ist  intransitiv. 

Satz  2:  Transitive  Gruppen  der  Ebene  haben  keine  Invarianten; 
intransitive  dagegen  haben  eine  Invariante,  und  jede  ihrer  Invarianten 
lässt  sich  als  Function  irgend  einer  ihrer  Invarianten  darstellen. 

Das  Letztere  ist  evident,  denn  die  Gruppe  kann  dem  Punkte  {x,  y) 
nur  eine  Curve  c  zuordnen,  mit  anderen  Worten:  Ist  il{x,  y)  eine  In- 
variante der  Gruppe,  so  muss  die  Curvenschar 

Sl(x,  y)  =  Const. 
mit  der  obigen  Schar 

co(x,  y)  =  Const. 

übereinstimmen,  d.  h.  es  muss  Sl  eine  Function  von  a  allein  sein: 

ß  =  W{(o). 

Wir  werden  daher  auch  sagen,  dass  eine  intransitive  Gruppe  im 
Wesentlichen  nur  eine  Invariante  besitzt. 

Beispiele.  2.  Bcispicl :     Die  Gruppe: 

x^  =  X,     yi  =  y  -\-  ax  -\-  b 

besitzt  offenbar  die  Invariante  x.     Sie  ist  also  intransitiv  und  zerlegt 
die  Ebene  in  oo^  einzeln  invariante  Geraden  x  ==  Const. 
3.  Beispiel:     Die  dreigliedrige  Gruppe: 

^1  =  (1  +  «i)  ^  +  («2  —  1)  ^  +  «3.      2/l  =  «1  iK  +  «2  2/  +  «3 

ist  intransitiv,  denn  ihre  Gleichungen  lassen  sich  nicht  nach  zweien 
der  Parameter  aj,  aa,  %  auflösen.  In  der  That,  sie  lassen  sich  ja  so 
schreiben : 

Xi  =  x  —  y  -\-yi,     yi  =  aiX -j- a^y -\- ttä, 
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und  hier  tritt  es  in  Evidenz,  Es  existiert  eine  Relation  zwischen  x,  y 
und  a^i,  y^  allein: 

Die  Gruppe  zerlegt  also  die  Ebene  in  oo^  einzeln  invariante  Geraden 
X  —  y  =  Const.  Jede  Invariante  der  Gruppe  ist  eine  Function  von 
X  —  y  allein. 

3.  Beispiel:     Die  zweigliedrige  Gruppe: 

x^  =  X  -\-  a  -{- {x^  —  2y)hf 

y^^y  +  ax-\-"'^+{x  +  a){x'  -2y)h  +  {x'  -  2  yf  |* 

ist  intransitiv,  denn  ihre  Gleichungen  sind  nicht  nach  a,  b  auflösbar. 
Dies  kann  man  auf  verschiedenen  Wegen  einsehen.     Entweder  bildet 
man  die  Functionaldeterminante  der  rechten  Seiten  nach  a  und  6: 
1  x'  —  2y 

x-i-a-{-ix^  —  2y)h      {x  +  a)  {x^  —  2y)  +  {x^  —  2yfb 

Dieselbe  verschwindet  identisch.  Oder  man  berechnet  aus  der  ersten 
Gleichung 

a  =  Xi  —  X  {x^  —  2y)b 

und  setzt  diesen  Wert  in  die  zweite  ein.  Dann  kommt  nach  einiger 
Rechnung 

Xj^  —  2yi  =  x^  —  2y, 

d.  h.  x^  —  2y  ist  eine  Invariante.  Die  Gruppe  zerlegt  die  Ebene  in 
die  oo*  einzeln  invarianten  Kegelschnitte  a^  —  2y  =  Const. 


§  2,     Criterium  der  Transitivität. 

Auch  aus  den  infinitesimalen  Transformationen  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  kann  man  leicht  ersehen,  ob  die  betreffende  Gruppe  transitiv 
oder  intransitiv  ist.  Denn  sind  etwa  U^f . .  Urf  f  von  einander  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe,  so  besteht  die 
Gruppe  nach  Theorem  21,  §  2  des  7,  Kap,,  aus  den  oo'  endlichen 
Transformationen  der  oo'^""^  eingliedrigen  Gruppen 


r 


Jede  dieser  eingliedrigen  Gruppen  erteilt  einem  beliebigen  Punkte 
{x,  y)  oo^  Lagen,  indem  sie  ihn  auf  der  durch  ihn  gehenden  Bahn- 
curve  dieser  eingliedrigen  Gruppe  hinführt.  Die  r-gliedrige  Gruppe 
ist  alsdann  offenbar  intransitiv,  wenn  alle  jene  oo'"~^  durch  den  Punkt 
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{x,  y)  gehenden  Bahucarven  der  eingliedrigen  Gruppen  EeXJf  zu- 
sammenfallen, d.  h.  wenn  sich  alle  Summenausdrücke  UeUf  nur  um 
einen  Factor  von  einander  unterscheiden,  wenn  also  jedes 

ü,f^Q,{x,  y)UJ    (^•  =  2,  3  .  .  r) 
ist. 

Bestehen  keine  solche  Relationen,  so  giebt  es  infinitesimale  Trans- 
formationen Ulf  und  Ukf  der  Gruppe  mit  verschiedenen  durch  den 
Punkt  (x,  y)  gehenden  Bahncurven  d  und  c^.  Alsdann  bilden  die 
Bahncurven  der  oo^  eingliedrigen  Gruppen  dUif -\- ekUkf  va.  diesem 
Punkte  (x,  y)  ein  Büschel  von  Curven.  Der  Punkt  {x,  y)  wird  somit 
von  den  endlichen  Transformationen  der  cx)^  eingliedrigen  Gruppen 
et  Uif -j-  eic  Ukf  in  alle  Punkte  eines  Flächenstückes,  nicht  nur  in  alle 
Punkte  einer  Curve,  übergeführt,  d.  h.  die  r-gliedrige  Gruppe  ist 
transitiv. 
Erste  Form  gg^^g  3.  ^^-^^  v-gliedrige  Gruppe  der  Ebene,  welche  von  den  r  von 
cntenums.  ß^'j^^^^gy  unoNiängigen  infinitesimalen  Transformationen  TJ^f . .  Urf  erzeugt 
wird,  ist  dann  und  nur  dann  intransitiv,  wenn  sich  alle  Uif  nur  um 
einen  Factor  von  einander  unterscheiden: 

Uif~Q,{x,  y)UJ     (i=-2,  3..r). 

Betrachtet  man  nur  die  Fortschreitungen,  welche  der  Punkt  {x,  y) 
bei  den  infinitesimalen  Transformationen  Ueüf  der  r-gliedrigen  Gruppe 
erfährt,  und  bedenkt  man,  dass  Uif  und  Ukf  nur  dann  jedem  Punkte 
(x,  y)  gleiche  Fortschreitungsrichtungen  zuordnen,  wenn  sie  sich  nur 
um  einen, Factor  unterscheiden,  so  findet  man  unmittelbar: 

Satz  4:  Eine  r-gliedrige  Gruppe  Uif..Urf  der  Ebene  ist  dann 
und  nur  dann  intransitiv,  wenn  ihre  infinitesimalen  Transformationen 
einem  Punkte  allgemeiner  Lage  sämtlich  dieselbe  Fortschreitungsrichtung 
zuordnen. 

Abiluun  Wenn  die  r-gliedrige  Gruppe  intransitiv  ist,   so  besitzt    sie,  wie 

desselben,  ^jj.  wisseu,  ciuc  Invariante  io(x,  y),  und  (o(x,  y)  =  Const.  stellt  dann 
den  Ort  aller  Punkte  dar,  in  welche  ein  bestimmter  Punkt  {x,  y)  bei 
allen  Transformationen  der  Gruppe  verwandelt  wird.  Diese  Curve  ist 
also  auch  Bahncurve  jeder  eingliedrigen  Gruppe  SeUf,  welche  ja  der 
r-gliedrigen  Gruppe  angehört.  Mithin  ist  to{x,  y)  auch  Invariante 
jeder  eingliedrigen  Gruppe  2eUf,  d.  h.  es  ist 


^eiUi(o{x,  i/)  =  0 


für  alle  Werte  der  Constanten  c^  . .  Cr,  also  auch  einzeln 
f/,cö(a;,  y)  =  0     (i  =  l,  2..r). 


Criterium  der  Tranaitivität. 


203 


Die  Gleichungen 

müssen  also  eine  gemeinsame  Lösung  o  besitzen,  d.  h.  überein- 
stimmen. Dies  aber  thun  sie  dann  und  nur  dann,  wenn  ihre  linken 
Seiten  sich  nur  um  einen  unwesentlichen  Factor  unterscheiden,  wenn 
also  jedes 

ist.     Damit  sind  wir  wieder  zum  obigen  Criterium  zurückgelangt. 

Wir  können  das  Criterium  noch  etwas  anders  aussprechen:    Ist  j^^rm^des 
allgemein  bei  einer  intransitiven  Gruppe   U^f..Urf'-  cntenums. 

Uif=  ^i(x,  y)p  +  rji(x,  y)q     (i  =  1,  2  . .  r), 
so  ist  jedes 

d.  h.  alle  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix 


Sl 

Vi 

k 

V2 

%r 

Vr 

verschwinden  identisch.     Also: 

Satz  5:     Eine  r-gliedrige  Gruppe  U^f .  .Urf-,  in  der 
Uif=^iP  4-1^,2 

ist,   ist  transitiv  oder   besitzt  keine  Invariante,   sobald  nicht  alle   zwei- 
reihigen Determinanten  der  Matrix 


§1 

Vt 

I2 

V2 

Ir 

Vr 

identisch  verschwinden.  Verschtvinden  sie  sämtlich  identisch,  so  ist  die 
Gruppe  intransitiv  und  die  Lösung  der  Gleichung  U^f  =  0  ihre  In- 
variante. 

1.  Beispiel :    Die  oben  betrachteten  Gruppen 
\)  Xi=X-\-a,     y^=y-\-h-^ 

2)  x^  =  x,  y^  =  y  +  ax -\- b; 

3)  iCj  =  (1  +  a,)x  +  (a^  —  l)y  +  a^,     y,  ==  a^x  +  a^y  +  «3 ; 

4)  x^  =  X  -\-  a  -\-  (x^  —  2i/)&, 

y^=y^ax-\-^  +  {x-^a)  {x'  -  2y)b  +  (x'  -  2yy  |^  . 
besitzen  bez.  die  infinitesimalen  Transformationen : 


Beispiele. 
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1)  P,     Q. 

2)  q,     xci 

3)  xp  +  xq,     yp  +  yq,    p -\- q 

4)  |)  +  xq,     {x^  —  2y)  {p  +  xq). 

Nach  unserem  letzten  Satze  ist  die   erste  transitiv;   die   drei   übrigen 
dagegen  sind  nach  unserem  Satze  offenbar  intransitiv. 
3.  Beispiel:     Die  infinitesimalen  Transformationen 

q,     xq,     x^q,     x^q  -  •  •  x''~^q 

erzeugen  eine  r-gliedrige  Gruppe: 

X^=  X,       ^1  =  ^  +  «1  +  «2^  +  «3^^  +  •  •  ~f"  arX''~^. 

Dieselbe  ist  intransitiv,  wie  man  schon  aus  ihren  infinitesimalen  Trans- 
formationen ersehen  kann,  da  dieselben  sich  nur  um  eine  Potenz  von 
X  von  der  ersten,  q,  unterscheiden. 

voraiige-  Wir  heben  hervor,   dass  die  Betrachtungen  dieses  Paragraphen, 

meineriing      _  _  '  °  . 

der  Be-  nicht  SO  dic  der  vorhergehenden,  bei  denen  ja  von  der  Gruppeneigen- 
schaft TaTb^  T(ab)  Gebrauch  gemacht  wurde,  volle  Gültigkeit  be- 
halten, wenn  nur  irgend  welche  r  von  einander  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  Uif .  .  TJrf  vorgelegt  sind,  ohne  dass  vorausge- 
setzt wirdf  dass  dieselben  eine  Gruppe  erzeugen  sollen.  Wir  wissen  ja  aus 
Theorem  20,  §  2  des  7.  Kap.,  dass  die  oo''— ^  eingliedrigen  Gruppen 
EeiUif  oo''  verschiedene  endliche  Transformationen  erzeugen.  Die- 
selben führen  den  Punkt  {x,  y)  allgemeiner  Lage  in  alle  Punkte  einer 
Fläche  über  oder  nur  in  alle  Punkte  einer  Curve,  je  nachdem  die 
infinitesimalen  Transformationen  SeiUif  nicht  sämtlich  dieselben  oder 
doch  sämtlich  dieselben  Bahncurven  haben. 

Satz  6:     Die  Schar  der  ocf  endlichen  Transformationen  der  Ebene, 

welche  von  oo'"— ^  infinitesimalen  Transformationen  ^/  d  üjf  erzeugt  wer- 

1 
den,  wo  üif^.  ^,p  -f-  i^iq  sei,  ist  transitiv  oder  intransitiv,  d.  h.  sie  führt 
einen  Punkt  allgemeiner  Lage  in  alle  Punkte  eines  Flächenstückes  oder 
nur  in  die  Punkte  einer  Curve  über,  je   nachdem   von   den  zweireihigen 
Determinanten  der  Matrix 


§1 

Vi 

^! 

% 

gr 

Vr 

nicht  alle  oder  aber  alle  identisch  verschwinden. 
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§  3.     Primitivität  und  Imprimitivität. 

Im  §  1  und  §  2  haben  wir  die  Gruppen  der  Ebene  in  zwei  grosse 
Klassen  eingereiht,  in  die  der  transitiven  und  die  der  intransitiven 
Gruppen. 

Nunmehr  werden  wir  die  Klasse  der  transitiven  Gruppen  weiter- 
hin in  zwei  Abteilungen  zerfallen,  in  die  der  primitiven  und  die  der 
imprimitiven  Gruppen. 

Wir  wissen,  dass  eine  transitive  Gruppe  keine  Invariante  besitzt,  invariante 

_  '  ...  Schar  vou 

d.  h.  dass  es  keine  oo^  einzeln  invarianten  Curven  bei  einer  derartigen  =^'  t'iirven. 
Gruppe  giebt.  Nun  aber  ist  wohl  denkbar,  dass  hier  eine  Schar  von 
oo^  Curven  existiert  von  der  Beschaffenheit,  dass  jede  Transformation 
der  Gruppe  alle  Punkte  irgend  einer  dieser  oo^  Curven  in  alle  Punkte 
einer  anderen  dieser  Curven  überführt,  mit  anderen  Worten,  dass  die 
Gruppe  oo^  Curven  unter  einander  transformiert,  oder  dass  oo^  Curven 
eine  bei  der  Gruppe  invariante  Schar  bilden. 

Wir  nennen  eine  Gruppe  der  Ebene  primitiv,  sobald  es  keine  bei  Primitive, 

'  impriniitive 

ihr  invariante  Schar  von  oo^  Curven  giebt,  andernfalls  heisst  sie  im-  ^"»ppen- 
primitiv.  Hiernach  sind  alle  intransitiven  Gruppen  zu  den  imprimi- 
tiven zu  rechnen,  denn  jede  intransitive  Gruppe  besitzt  ja  eine  In- 
variante CO,  und  CO  =  Const.  stellt  eine  invariante  Curvenschar  dar, 
allerdings  eine  Schar  von  der  besonderen  Art,  dass  jede  Curve  der- 
selben für  sich  invariant  bleibt.  Die  transitiven  Gruppen  dagegen 
können  primitiv  oder  imprimitiv  sein,  wie  die  beiden  folgenden  Bei- 
spiele zeigen. 

1.  Beispiel:     Die  transitive  zweigliedrige  Gruppe  Beispiele. 

ist  imprimitiv,  denn  bei  ihr  bleibt  (unter  anderen  Scharen)  die  Ge- 
radenschar X  =  Const.  invariant.  In  der  That  wird  ja  jede  Gerade 
X  =  c  in  eine  Gerade  a^^  =  c  -{-  «  übergeführt. 

3.  Beispiel:  Die  transitive  sechsgliedrige  Gruppe  aller  linearen 
Transformationen 

Xi=-a-\-bx-\r  cy,    Vi  =  d  -^  ex  +  fy 

ist  primitiv.  Sie  enthält  nämlich  auch  die  Translationen  x  =  Const., 
y  =  Const.,  welche  doch  nur  eine  solche  Schar  von  oo^  Curven  in  sich 
überführen  können,  die  aus  einer  Curve  durch  alle  Verschiebungen 
hervorgehen.     Ist  diese  eine  Curve: 

(p(x,  y)  =  0, 
so  lautet  die  Schar 
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cp{x  -\-  Const.,     y  -j-  Const.)  =  0. 

Dies  sind  aber  nur  dann  bloss  oo^  Curven,  wenn  x  und  «/  in  g?  in 
additiver  Verbindung  auftreten,  wenn  also  die  Gleichung  der  ursprüng- 
lichen Curve  auch  so  geschrieben  werden  kann: 

ax-\-  ßy  -{-y  =  0, 

d.  h.  wenn  die  Schar  aus  lauter  parallelen  Geraden 

ax  -}-  ßy  =  Const. 

besteht.  Eine  solche  Parallelenschar  wird  nicht  bei  allen  linearen 
Transformationen  in  sich  übergeführt.  Es  giebt  demnach  keine  bei 
der  Gruppe  invariante  Schar  von  cx>^  Curven;  die  Gruppe  ist  primitiv. 

Zur  Ent-  Um  ZU  entscheiden,  ob  allgemein  eine  transitive  Gruppe  Uif..Urf 

der  Im-    prlmitiv  oder  imprimitiv  ist,  bedenken  wir,  dass  die  eventuell  vorhan- 
dene und  alsdann  gesuchte  invariante  Schar  von  Curven  in  der  Form 

£l{x,  y)  =  Const. 

sich  muss  schreiben  lassen.  Die  Function  Sl  muss  fernerhin  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  vermöge  einer  beliebigen  Transformation 

^1  =  9i^>  Vj  «1  •  •  «r),    yi  =  tix,  y,  ai. .  a^) 
die  Gruppe  ^{Xi,  «/,)  =  Const.  sein  muss,  sobald  il(x,  y)  =  Const.  ist, 
d.  h.  es  muss 

£l(<p(x,  y,  a^..  ür),     tp(x,  y,  a^  . .  ö,)) 

eine  Function  von  ^{x^  y)  allein  sein:  W{Si{x,  y))  und  zwar  für 
alle  Werte  der  Veränderlichen  x,  y  und  der  Parameter  a^  .  .  ür. 

Insbesondere  muss  dies  gelten  für  die  allgemeine  Transformation 
der  Gruppe : 

Xi  =  x-\-  ^i(a;,  y)ei  -\ 1-  ^r(,x,  y)er  +  •  • , 

yx  =  y-\-  nM  yX  -\ h  Vr(x,  y)er  +  •  • . 

Bilden  wir  ^{x-^y  y^  für  diese  Werte  und  entwickeln  wir  nach  Potenzen 
von  e^  . .  Cr,  so  kommt  die  Forderung: 

SI{X,  «/)  +  (liCi  H h  ^rBr)  ^  +  {tlxe^  -\ 1-  1^.6,)   g^  +  "  ' 

=  W{^{x,  y)). 

Diese  Bedingung  muss  für  alle  Werte  von  e^  . .  c^  erfüllt  sein.  Sie 
muss  also  auch  im  speciellen  für  alle  Glieder  erster  Ordnung  in  e^. .  er 
bestehen.     Daraus  folgt  die  Bedingung: 

(li^i  H h  Ire.)  J^  +  (i?ie,  H h  nrer)  -^  =  0(ß(a;,  t/)), 

die  sofort  in  die  r  einzelnen  zerfällt: 
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Sl  muss  demnach  sicher  die  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
erfüllen : 

Die  0j^  .  .  0r  können  dabei  irgend  welche  Functionen  von  £1  allein 
bedeuten. 

Man  kann  nun  so  verfahren,   dass   man   etwa  £1  aus   der  ersten 
Forderung : 

zu  bestimmen  sucht.  Bemerkt  man  nämlich,  dass  statt  lö  =  Const. 
auch  F(£l)  =  Const.  die  gesuchte  Schar  darstellt,  so  sieht  man  leicht 
ein,  dass  Sl  =  Const.  in  solcher  Form  gedacht  werden  kann,  dass 
entweder 

Uiil  =0  oder  U^il  =  1 

ist.  Hat  man  ß  so  bestimmt,  dass  sie  eine  dieser  beiden  Bedingungen 
erfüllt,  und  sind  alsdann  nicht  alle  JJgß .  .  ZJ^Ü  Functionen  von  £i 
allein,  so  ist  die  Gruppe  sicher  primitiv.  Wenn  jedoch  auchC/gÄ..  ?7rü 
als  Functionen  von  ü  allein  darstellbar  sind,  so  ist  nun  noch  nach- 
träglich zu  untersuchen,  ob  ß  =  Const.  auch  eine  bei  allen  endlichen 
Transformationen  der  Gruppe  invariante  Schar  darstellt.  Dazu  wäre 
also  zunächst  die  Kenntnis  der  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  er- 
forderlich. 

Dies  Verfahren  verlangt  die  Integration  der  Differentialgleichungen 
UiSl  =  0  oder  J^ü  =  1.  Um  diese  zu  vermeiden,  kann  man  einen 
anderen  Weg  einschlagen,  den  wir  aber  an  dieser  Stelle  nicht  er- 
schöpfend angeben  werden. 

Eine  Schar  von  cx>^  Curven  kann  durch  eine  Differentialgleichung   zweites 

o  °  Vorfahren 

erster  Ordnung  dazu. 

F(x,  y,  y')  =  0 

definiert  werden.  Um  also  zu  entscheiden,  ob  die  vorgelegte  Gruppe 
Ulf.  .  ürf  imprimitiv  ist,  können  wir  uns  auch  fragen,  ob  ihre  Trans- 
formationen eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  invariant  lassen. 
Zunächst  müsste  jede  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe 
diese  Gleichung  ungeändert  lassen.  Dies  kommt,  da  die  allgemeine 
infinitesimale  Transformation  linear  aus  ü^^f. .  TJrf  ableitbar  ist,  darauf 
hinaus,  dass  die  Differentialgleichung  insbesondere  U^f .  .  Urf  gestatten 
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müsste.  (Man  vgl.  hierzu  die  Ahnliclikeiten  darbietenden  Betrachtungen 
über  Differentialinvarianten  und  invariante  Differentialgleichungen  in 
§  3  des  4.  Kap.).     Bei 

erfahrt  x  das  Increment  |,:d#,  y  das  Increment  rjidt  und  y  das  früher 
schon  berechnete  Increment: 

s,  r s,  dy dx  ■  dSy  —  dy  •  dSx 

'^  "  dx  dx^ 

=(lf+4li-i)-j''^t)«- 

Mithin  erhält  bei  TJif  die  linke  Seite  F{x,  y,  y)  der  gesuchten 
Differentialgleichung  bis  auf  den  Factor  dt  das  Increment: 

^*  dx  '^ '^'dy   ~^\dx'T~  y  \dy         dx)        ^     dyj^v' 

Die  Gleichung  F(Xj  y,  y)  =  0  bleibt  invariant  bei  Uif,  wenn  dies  In- 
crement verschwindet,  sobald  zwischen  x,  y,  y  die  Relation  i^=  0  be- 
steht.    Wir  fordern  demnach,  dass 

(i  =  l,  2--r) 
sei  vermöge  F{x,  «/,  y)  =  0.     Hierin  ist  natürlich 

^'  —  dx  ^  ^  \dy         dx)       ^     dy 
zu  setzen. 

Nehmen  wir  nun  an,  die   vorgelegte   Gruppe  sei  mehr  als   zwei- 
gliedrig,   sei  also  r  >  2,    so  wählen  wir  aus  den  r  Gleichungen  (2) 

irgend  drei  aus.     Sie  sind  linear  und  homogen  in  ^— ,    o— ,    ö-^,  und 

wir  dürfen  voraussetzen,  dass  diese  drei  Differentialquotienten  vermöge 
F  =  0  nicht  sämtlich  verschwinden ,  indem  wir  uns   etwa  JP  =  0  in 

d  F 

aufgelöster  Form  y  —  f(x,  y)  =  0  geschrieben  denken,  in  der  o-?^  1 

ist.  Da  die  drei  Gleichungen  bestehen  sollen,  wenn  F  =  0  ist,  so 
muss  auch  ihre  Determinante 

Jikl^      h       Vk      Vk 

^i     Vi     Vi' 

verschwinden,  sobald  F=0  ist.  Dies  gilt  von  allen  so  zu  bildenden 
dreireihigen  Determinanten.  Sie  müssen  sämtlich  vermöge  F  =  0  ver- 
schwinden. 
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Sind  sie  nicht  sämtlich  an  sich  identisch  Null,  so  enthalten  die 
nicht  identisch  verschwindenden  notgedrungen  sämtlich  einen  Factor, 
der  gleich  Null  gesetzt  sich  mit  der  Gleichung  F  =  0  deckt.  Man 
kann  also  durch  ausführbare  Operationen  alle  Gleichungen  F  =  0  be- 
stimmen, die  überhaupt  in  Betracht  kommen.  Allerdings  bleibt  als- 
dann noch  die  Frage  offen,  ob  nun  auch  jede  Transformation  der 
»'-gliedrigeu  Gruppe  diese  Gleichungen  F=0  invariant  lässt,  denn 
bisher  haben  wir  nur  eingesehen,  dass  unter  den  so  erhaltenen  Glei- 
chungen F  =  0  die  gewünschten  sicher  enthalten  sind.  Man  kann  in 
der  That  zeigen,  dass  wirklich  jede  der  gefundenen  Gleichungen  F=0 
bei  der  ganzen  Gruppe  invariant  bleibt.  Wir  gehen  jedoch  hierauf  an 
dieser  Stelle  nicht  weiter  ein.  Es  ist  aber  noch  zu  bemerken,  dass 
unter  allen  Scharen  von  cx)^  Curven  eine  existiert,  die  nicht  durch 
eine  Differentialgleichung  il{x,  y,  y)  =  0  darstellbar  ist,  nämlich  die 
Schar  X  =  Const.  Es  ist  also  immer  noch  zu  untersuchen,  ob  nicht 
auch  die  Schar  x  =  Const.  invariant  bleibt.  Dies  ist  offenbar  dann 
und  nur  dann  der  Fall,  wenn  x  bei  allen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  Gruppe  nur  von  x  abhängige  Incremente  erhält,  wenn  also 
^i  .  .  ^r  sämtlich  von  y  frei  sind. 

Auch  wollen  wir  hier  nicht  darauf  eingehen,  wie  in  dem  Falle  zu 
verfahren  ist,  in  dem  alle  ^nci  identisch  verschwinden. 

Das  bisher  Gesagte  genügt  für  die  von  uns  verfolgten  Zwecke 
völlig. 

1.  Beispiel:     Die    infinitesimalen   Transformationen  Beispiele 

p,   xp  +  yq.,   ^^p  +  ^'^yo. 

erzeugen,  wie  man  leicht  nach  §  3  des  vorigen  Kapitels  berechnet,  die 
dreigliedrige  Gruppe: 

{x  •\-  a)h  by 

^1  "~  r-^(^"+^)c '     y^  ~~  ~(\^x  -\-  a)cy  ' 

Hier  kann  nur  eine  Determinante  z/u^  gebildet  werden,  da  die  Gruppe 
dreigliedrig  ist,  nämlich  diese: 

10        0 

X       y        0     =2y\ 

x^     2xy     '2y 

Der  Factor  y  kann  offenbar  nicht  verschwinden  vermöge  einer 
Differentialgleichung  Sl{Xj  y,  y')  =  0,  die  ja  y  enthalten  soll.  Wohl 
aber  bleibt  die  Schar  x  =  Const.  invariant :  die  Gruppe  ist  also  im- 
primitiv. 

Lie,  Continuierliche  Gruppen.  14 
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2.  Beispiel:     Die  fünfgliedrige  specielle  lineare  Gruppe 

ih   et,   ^Q,   ^p  —  VQ:  yp 

ist  primitiv,  denn  hier  ist  x  =  Const.  keine  invariante  Schar  und  von 
den  ^iki,  also  von  den  dreireihigen  Determinanten  der  Matrix 


1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

X 

1 

X 

—  y 

-^y' 

y 

0 

-y" 

verschwindet  gleich  die  erste  niemals. 

B.  Beispiel:     Bei  der  dreigliedrigen  projectiven  Gruppe 
ax  ay 


X, 


yx  = 


h  X  -\-  cy  ■\- V     ^'         hx  -^  cy-\-\ 
mit  den  infinitesimalen  Transformationen 

xp  +  yci,     x^p  +  xyq,     xyp  +  y'^q 

bleibt  die  Schar  x  =  Const.  nicht  invariant.    Auch  ist  die  einzige  hier 
auftretende  Determinante  /Jiu 

X       y  0 

x^     xy     y  —  xy 

^y   y^    {y  —  xy')y 

Von  den  drei  Difi'erentialgleichungen  (2)  ist  hier  also  eine  überzählig, 
sodass  die  zwei  bleiben : 

oF  dF_ 

dx        "  dy 

odF    ,         8F 


0. 


+  2/L— 0, 

von  denen  sich  die  zweite  wegen  der  ersten  auf 

(y 

reduciert.  Sie  sollen  vermöge  F(x,  y,  y)  =  0  erfüllt  sein.  Ist  zu- 
nächst y  —  xy  ==  0  vermöge  F=0,  so  kann 

F  =  y  —  xy 

gesetzt  werden.  In  der  That  erfüllt  diese  F  auch  die  erste  Gleichung. 
Ist  y  —  xy'=^  0  vermöge  F  =  0,  so  denken  wir  uns  F  =  0  in  auf- 
gelöster Form  geschrieben: 

F=y-ax,y)  =  0. 

Die  zweite  Gleichung  ist  hiermit  unvereinbar.     Also  giebt 
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y  —  xy  =  0 

die  einzige  in  Betracht  kommende  Curvenscliar,  nämlich  die  der  Ge- 
raden 

^  =  Const., 

die  offenbar  invariant  ist,  denn  die  vorgelegte  Gruppe  lässt  den  An- 
fangspunkt in  Ruhe  und  führt  Geraden  in  Geraden  über.  Die  Gruppe 
ist  somit  imprimitiv. 


Kapitel  9. 

Der  Hauptsatz  der  Gruppentheorie  für  die  projectiveu  Gruppen 

der  Ebene. 

Wir  kommen  jetzt  zum  wichtigsten  Satze  der  Theorie  der  end- 
lichen continuierlichen  Transformationsgruppen,  den  wir  allerdings  in 
diesem  Kapitel  nur  für  die  projectiven  Gruppen  der  Ebene  beweisen 
werden.  Dieser  Satz,  der  kurz  der  Hauptsatz  heissen  möge,  kann  all- 
gemein so  ausgesprochen  werden: 

r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  U^f. .  TJrf 
erzeugen  eine  r-gliedrige  continuierliche  Gruppe  mit  paarweis  inversen 
Transformationen,  welche  alle  eingliedrigen  Gruppen  E  e,  Uif  umfasst, 
dann  und  nur  dann,  wenn  jeder  Klammerausdruck  (UiUk)  linear  aus 
Ulf. . .  Urf  ableitbar  ist. 

Diesen  Hauptsatz  werden  wir  also  im  jetzigen  Kapitel  nur  für  den 
Fall  beweisen,  dass  ü^f.  .  .  Urf  infinitesimale  projective  Transforma- 
tionen der  Ebene  sind.  Später  wird  er  für  beliebige  Gruppen  der 
Ebene,  an  einer  noch  späteren  Stelle  für  beliebige  Gruppen  in  n  Ver- 
änderlichen bewiesen  werden  und  zwar  zuletzt  durch  eine  rein  ana- 
lytische Betrachtung.  Wenn  wir  jetzt  im  Beweise  mehrere  synthe- 
tische Überlegungen  benutzen,  so  ist  dabei  zu  bemerken,  dass  sie 
einerseits  entbehrlich  sind,  andererseits  aber  an  sich  grosses  Interesse 
haben,  indem  sie  ausser  dem  Hauptsatze  zugleich  andere  wichtige  Er- 
gebnisse liefern.  Der  hier  zu  gebende  Beweis  ist  also  nicht  frei  von 
absichtlichen  Weitschweifigkeiten. 

Namentlich    erhalten   wir    hierbei  wichtige  Ergebnisse   in   Betreff 
der  JDifferentinUnvarianten,  die  wir  in  §  4  verwerten. 
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§  1.     Vorbereitende  Bemerkiingen. 

Zu  unserem  Beweise  bedürfen  wir  einiger  Hülfsbetrachtungen,  die 
vorausgeschickt  werden  sollen: 

Es  seien  TJ^f...  Urf  irgend  welche  r  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  projective  Transformationen  der  Ebene.  Die  oc''— ^  ein- 
gliedrigen Gruppen  SeiUif  erzeugen,  wie  Theorem  20,  §  2  des 
7.  Kapitels  lehrt,  oo'  endliche  Transformationen  Ta,  T^ .  . .,  die  nach 
Theorem  3  des  §  4,  Kap.  2,  ebenfalls  projectiv  sind.  Ihre  Schar  ist 
continuierlich,  enthält  paarweis  inverse  Transformationen  und  auch 
die  identische. 

Es  möge  nun  c  eine  Curve  sein,  die  überhaupt  keine  infinitesi- 
male projective  Transformation  gestattet.  Werden  dann  auf  c  alle 
oo''  Transformationen  Ta,  T,,  .  .  .  ausgeführt,  so  geht  die  Curve  in 
höchstens  oo*^  verschiedene  Lagen  über.  Sie  vsrird  aber  auch,  wie  wir 
beweisen  wollen,  in  nicht  weniger  als  oo''  verschiedene.  Curven  über- 
geführt. 

Gesetzt  nämlich,  sie  erhält  nur  oo'— ^  oder  noch  weniger  Lagen, 
so  giebt  es  oo^  oder  noch  mehr  Transformationen  Ta,  welche  die 
Curve  c  in  ein  und  dieselbe  Curve  c^  überführen: 

Ist  T  eine  bestimmte -dieser  Transformationen,  so  ist  auch  (c)jf'=(c,), 

also : 

{c,)T-^^{c). 
Daher  kommt: 

(c)T„T-^  =  (cj. 

Es  giebt  somit  mindestens  oo^  Transformationen  TaT~^,  TbT~^  .  .  ., 
von  denen  die  Curve  c  in  sich  übergeführt  wird.  Sie  bilden  offenbar 
eine  continuierliche  Schar,  in  der  unter  anderen  die  identische  Trans- 
formation T T~^  =  1  und  demnach  auch  infinitesimale  Transforma- 
tionen TaT~^  enthalten  sind,  die  natürlich  auch  projectiv  sind.  Dies 
Ergebnis,  dass  also  c  wenigstens  eine  infinitesimale  projective  Trans- 
formation zulässt,  widerspricht  aber  der  Voraussetzung. 

Wir  bemerken  noch,  dass  auch  keine  der  Curven  q  der  Schar 
eine  infinitesimale  projective  Transformation  Uf  zulässt,  da  sonst  wegen 

die  Curve  c  die  infinitesimale  projective  Transformation  zuliesse,  die 
der  Aufeinanderfolge  von  T,  Uf  und  T~^  äquivalent  ist. 

Satz  1:     Führt  man  auf  eine  Curve,   die  Iceine  infmitesimale  pro- 


Vorbereitende  Bemerkungen.  213 

jective  Transformation  gestattet,  alle  oo'"  endlichen  Transformationen  aus, 
die  von  r  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  projectiven  Trans- 
formationen UJ'-  •  •  Urf  und  den  aus  ihnen  linear  ableitbaren  EeiVif  er- 
geugt  werden,  so  geht  die  Cnrve  in  gerade  oo'"  verschiedene  Curven  über, 
deren  Jceine  eine  infinitesimale  projective  Transformation  gestattet. 
Von  diesem  Satze  machen  wir  weiter  unten  Gebrauch. 

Eine  zweite  Vorbemerkung  ist  diese :  niffgi.,  die 

Liegt    eine   gewöhnliche  Differentialgleichung  r^^'  Ordnung  in  x/rranstoiin. 

gestattet. 

g  vor: 

so  werden  wir  sagen,  dass  sie  die  Punkttransformation 

Uf=^p-\-riq 

gestattet  oder,  was  begrifflich  dasselbe  ist,  dass  ihre  oo''  Integral- 
curven  von  Uf  unter  einander  vertauscht  werden,  sobald  Uf  den 
Grössen  x,  y,  y  -  •  y^^^  solche  Incremente  8x,  dy,  dg-  •  •  dy^''^  erteilt, 
dass  die  transformierte  Gleichung 

oder  also  die  Gleichung 

Sy(r)  _  ^c  =  0 

nur  eine   Folge  von  ^'"^  —  oj  =  0  ist*).     Uf  nämlich  erteilt   die  In- 
cremente (vgl.  §  3  des  4.  Kap.): 
dx  =  ^dt,     dy  =  rjdt, 

^   ,, ^dy  dxdSy  —  dy'dSx /dr(  "  ^^\  kt "a/ 

^  dx  dx^  \dx         ^    dx)  ' 

Hierin  ist  rf  der  bei  8y'  berechnete  Ausdruck  und   die  Differentiation 

nach  X  die  totale,  bei  der  also  7^  =  y ,  ~  =  y"    zu    setzen  ist.     So 

kommt  weiter: 

u.  s.  w.  Irgend  eine  Function  f  von  x,  y,  y  ■  ■  y''''\  erfährt  also  bei  Uf 
bis  auf  den  Factor  8t  einen  gewissen  Zuwachs: 


dx^^   *  dy  ^^  '  dy  ^^         ^^    '     dy^r) 
Wir  sagen  deshalb,  die  infinitesimale   Transformation   Uf  habe,   aus- 


*)  Vgl.  hierzu  „Diffgln.  m.  inf.  Trf.",  Kap.  16. 
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geführt  auf  eine  Function,  die  auch  die  Differentialquotienten  enthält, 
das  Symbol  U''f,  und  bezeichnen  Vf  alsdann  als  die  r-mal  erweiterte 
infinitesimale  Transformation   Uf. 

Die  gewöhnliche  Differentialgleichung 

y{r)  —  caix,  y,  y  •  •  y^''~^'>)  ==  0 
gestattet  also   Uf,  wenn  das  Increment 

ü'-{y^'-)-co{x,  y,  y    ■y('-'^))dt 

vermöge  f/^*"^  —  oj  =  0  verschwindet.     Das  Increment  rj^''\  das  Uf  dem 

Differentialquotienten  ^/''"^  erteilt,    ist  linear   in  y^''\   sobald   r>l    ist. 

Mithin  ist  vorstehender  Ausdruck  sicher  linear  in  i/('^  und  muss,  da  er 

vermöge  y^''^  —  ca  =  0  verschwinden  soll,   ein  Vielfaches  von  y^''^  —  oj 

oder  aber  identisch  Null  sein.    Es  ergiebt  sich  deshalb  die  Bedingung: 

Satz  2 :    Die  gewöhnliche  Differentidlgleichung  von  sweiter  oder  höherer 

Ordnung 

y(r)  —  oi{x,  y,  y--y^'—^^)  =  0 

gestattet  die  infinitesimale  PunJcttransformation  Uf  dann  und  nur  dann, 
wenn 

(1)  U'-iy^'-^  -  «)  =  ()(2/('-)  -  CO) 

ist.  Hier  bedeutet  U''f  die  r-nial  erweiterte  Transformation  Uf  und  q 
irgend  eine  Function  von  x,  y,  y-  •  y^''~^\ 

Diffgi.,  die         Nunmehr   möge    die   vorgelegte    Differentialgleichung    noch    eine 
Transform,  zwcitc  infinitesimale  Transformation  Vf  gestatten,  sodass  analog 

gestattet. 

(2)  V  (!/<'•>  —  0))  =  ö(2/<'->  —  w) 

wird.     Der  Klammerausdruck  (UV)  ist   ebenfalls    eine    infinitesimale 
Transformation.   Wir  werden  sehen,  dass  die  Differentialgleichung  auch 
diese  zulässt. 
Es  ist 

(UV)^U{Vf)-ViUf), 

und  {UV)  erteilt  ebenso  wie  Uf  und  Vf  den  Differentialquotienten 
y,  y" '  •  •  y'"^^  gewisse  Incremente.  Indem  wir  diese  zum  Symbol  {UV) 
hinzufügen,  erhalten  wir  {UYy ,  d.  i.  die  r-mal  erweiterte  infinitesi- 
male Transformation  {UV).  Es  ist  dann  ziemlich  einleuchtend,  dass 
dieselbe  sich  deckt  mit  dem  Klammerausdruck  von  U'^f  und  F*"/': 

(3)  {UVf  ~  U^V'i)  —  V^{U'^f)  =  {U'^f,  Vf). 

In   der   That   kann    man    dies   durch  Ausrechnung   oder   auf  anderen 
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Wegen  streng  beweisen.  Wir  wollen  uns  jedoch  damit  nicht  auf- 
halten *). 

Hiernach  ist  nun  {UVy,  ausgeführt  auf  i/''^  —  ca: 

iUVXr_^,  =  U'-iV'XyO-^  -  «))  -  F'-Ct/'-iV'-)  -  cd)), 
also  nach  (1)  und  (2)  identisch  gleich:  ' 

oder : 

U'6  ■  (//('■)  —  m)  +  o-  U'Xy  —  (o)  —  Vq  •  (y('-»  —  «)  —  ()  F'Xi/C-)  —  ö). 
Dies  aber  ist  nach  (1)  und  (2)  identisch. gleich 

{U''6  —  V'q)(i/'-^  —  fij). 

Bezeichnen  wir  die  in  der  ersten  Klammer  stehende  Function,  die  frei 
von  t/^'')  ist,  da  q  und  6  davon  frei  sind,  mit  r,  so  kommt  also : 

Nach  Satz  2  gestattet  unsere  gewöhnliche  Differentialgleichung  also 
auch  {UV). 

Satz  3 :     Gestattet  die  gewöhnliche  Differentialgleichung 

die  beiden  infinitesimalen  Punkttransformationen  Uf]  Vf,  so  gestattet  sie 
auch  die  infinitesimale  Transformation  (UV). 

An  Satz  2  schliesst  sich  noch  ein  Satz  an,  der  von  vornherein 
ziemlich  einleuchtend  erscheint: 

Satz  4 :     Gestattet  die  gewöhnliche  Bifferentialgleichung  Diffgi.,  die 

eine  eingl. 

die  infinitesimale  Punkttransformation  üf,  so  gestattet  sie  auch  jede  end- 
liciie  Transformation  der  von  ihr  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe. 
Sie  gestattet  nämlich   Uf  selbst,  wenn  die  Gleichung : 

f'"/^^ K  + "1^ +  "'4' +  ■•  +  •»'"  äff)  =  <> 

vermöge  ii  =  0  erfüllt  wird,  sobald  man  in  ihr  f  durch  Sl  ersetzt. 
Man  kann  aber  U^'f  als  eine  infinitesimale  Transformation  der  r  -{-  2 
Veränderlichen  x,  y,  y  •  ■  y^'''>  auffassen  und  alsdann  von  einem  Satze 
Gebrauch  machen,  der  in  der  Theorie  der  eingliedrigen  Gruppen  be- 
wiesen wird**),  von  dem  Satze,  dass,  sobald  eine  infinitesimale  Trans- 
formation in  beliebig  vielen  Veränderlichen  eine  Gleichung  invariant 
lässt,  alsdann  auch  jede  der  von  ihr  erzeugten  endlichen  Transforma- 


*)  Siehe  Satz  4,  §  1  des  17.  Kap.  der  „Diffgln.  mit  inf.  Trf." 
**)  Ebenda,  Theorem  28,  §  3  des  14.  Kap. 
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tionen  diese  Gleichung  in  sich  überführt.  Hiernach  bleibt  dann  ü=^0 
auch  invariant  bei  allen  Transformationen  der  von  U''f  erzeugten  ein- 
gliedrigen Gruppe  in  den  r  -\-  2  Veränderlichen  x,  y,  ij  -  -  y'^''\  Diese 
eingliedrige  Gruppe  besteht  aber  aus  allen  Transformationen,  die  aus 
den  endlichen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  üf  in  x,  y 
allein  hervorgehen,  w^enn  man  sie  erweitert,  d.  h,  die  Gleichungen  hin- 
zugefügt, die  ausdrücken,  wie  sich  i//,  yl' •  -  y-^"^  dabei  als  Functionen 
von  x^  y,  y-  •  «/^'"^  darstellen*).  Mithin  gestattet  die  Differentialgleichung 
Sl  =  0  auch  die  eingliedrige  Gruppe   üf. 

stindi  e  Schliesslich  wollen  wir  noch  die  vollständigen  Systeme,  die  wir  im 

Systeme,   ^j-^tten  Paragraphen  gebrauchen  werden,  und  die  schon  früher  berührt 

wurden    (im  4.  Kapitel),    dem   Leser   in    aller    Kürze    ins    Gedächtnis 

zurückrufen : 

6  lineare  partielle  Differentialgleichungen  in  x^,  x.^  •  ■  Xn'. 

Ar—  ^f      I  ^f      ^  I  ^f  c\ 

^*/  =  «*^a^.  +  ""''  ä^  +  *  •  +  «^-  ä^  =  ^ 

(Ä;=l,  2  ••(?), 

in  denen  die  a^^  gewisse  Functionen  von  x^  •  •  Xn  sind,  heissen  von  ein- 
ander unabhängig,  wenn  keine  Beziehung  von  der  Form: 

zwischen  ihnen  besteht,  in  der  nicht  alle  f  identisch  Null  sind.  Sonst 
nämlich  würden  6  —  1  der  Gleichungen  die  <5*®  nach  sich  ziehen.  Sind 
sie  unabhängig  und  haben  sie  eine  gemeinsame  Lösung  f=  ^  (ic,  •  •  Xn), 
so  ist  mit  Ä/cq)^0  auch  jedes 

{AkAijcp  ^  Ak{Ai(p)  —  Ai{Aii<p)^EO. 

Jede  gemeinsame  Lösung  erfüllt  also  auch  die  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen 

{A,Ad=-0     {k,l=l,  2  ••(?). 

Entweder  sind  alle  diese  von  den  obigen  a  Gleichungen  abhängig, 
sodass  sie  nichts  Neues  aussagen,  oder  aber  »gewisse  von  ihnen  sind 
von  einander  und  von  den  ö  gegebenen  unabhängig.  Im  letzteren 
Falle  werden  wir  diese  zu  den  Gleichungen  Akf  =  0  hinzufügen. 

Das  so  erhaltene  System  von  mehr  als  6  unabhängigen  Differen- 
tialgleichungen behandeln  wir  wieder  so,  indem  wir  alle  Klammer- 
ausdrücke gleich  Null  setzen  und  nur  die  dadurch  entstehenden  neuen 
Differentialgleichungen   hinzunehmen,   die   auch    unabhängig  sind.     So 

*)  Vgl.  „DifiFglü.  m.  inf.  Trf.",  Satz  5,  §  2  des  16.  Kap. 
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fahren  wir  fort.  Dieser  Process  muss  ein  Ende  haben,  da  es  nicht 
mehr  als  n  von  einander  unabhängige  lineare  partielle  Diiferential- 
gleichungen  in  n  Veränderlichen  giebt. 

Endlich  gewinnen  wir  also  etwa  r(^n)  von  einander  unabhängige 

Gleichungen 

Äif=0      (i  =  l,  2'-r) 

von  der  Art,  dass  jede  Gleichung 

{äUj.)  =  0 
von  jenen  abhängt,  also  jeder  Klammerausdruck  die  Form  hat: 

r 

(ÄiAk)  =  2  tik,{Xj^  •  ■  Xn)Asf. 
1 

Alsdann  sagt  man,  dass  die  Aif  =  0  ein  r-gliedriges  vollständiges 
System  bilden,  und  beweist,  dass  ein  r-gliedriges  vollständiges  System 
in  n  Veränderlichen  gerade  n  —  r  von  einander  unabhängige  Lösungen 
(pi  '  •  (pn—r  hat,  jede  andere  Lösung  also  eine  Function  von  9?^  •  •  (pn—^ 
allein  und  andererseits  jede  Function  von  qp^  •  •  q)n—r  allein  eine  Lösung 
ist.  Nur  diesen  Satz  werden  wir  in  der  Folge  aus  der  Theorie  der 
vollständigen  Systeme  benutzen. 


§  2.     Der   eine   Teil  des  Hauptsatzes:    Die  Klammerausdrücke   der 
infinitesimalen  Transformationen  einer  projectiven  Gruppe. 

Wir  sind  nun  genügend  ausgerüstet,  unseren  Hauptsatz  zu  be- 
weisen, und  zerlegen  den  Beweis  in  zwei  Teile,  die  in  diesem  und 
dem  nächsten  Paragraphen  nacheinander  erledigt  werden. 

Es  seien  U^f  •  -  '  Urf  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  einer  r-gliedrigen  projectiven  Gruppe  in  x,  y.  Wir 
werden  zeigen,  dass  sich  ihre  Klammerausdrücke  linear  aus  ihnen  ab- 
leiten lassen. 

Zu  diesem  Zwecke  sei  c  irgend  eine  Curve,  welche  keine  infini- 
tesimale projective  Transformation  der  Ebene  zulässt.  Führen  wir  auf 
diese  Curve  alle  oo*"  projectiven  Transformationen  Ta,  ^^  •  •  •  unserer 
Gruppe  aus,  alle  Transformationen  also,  welche  den  eingliedrigen 
Gruppen  EeiUif  angehören,  so  nimmt  sie  nach  Satz  1  des  vorigen 
Paragraphen  gerade  00'"  verschiedene  Lagen  Ca,  Cb  •  •  an.  Wenn  wir 
dann  die  Transformationen  Ta,  T^  •  •  der  Gruppe  auf  irgend  eine  dieser 
Curven  c«,  Cf,  •  -,  etwa  auf  c«,  ausüben,  so  geht  sie  wieder  in  eine 
Curve  dieser  Schar  von  (x*"  Curven  über,  denn  es  ist: 
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wenn  Tc  die  Transformation  der  Gruppe  bezeichnet,  die  TaTb  äquiva- 
lent ist. 

Die  Schar  der  erhaltenen  oo**  Curven  wird  also  durch  Ta,  T^,-  ■  m 
sich  transformiert.  Sie  verhält  sich  invariant  gegenüber  allen  Trans- 
formationen der  Gruppe.  Es  gestattet  also  auch  die  Differential- 
gleichung r*®'  Ordnung 

deren  Integral  curven  sie  sind,  alle  Transformationen  der  Gruppe  und 
insbesondere  die  r  infinitesimalen  Uif  •  •  -  Urf.  Nach  Satz  3  des  §  1 
gestattet  sie  also  auch  alle  Klammerausdrücke  (UiUk).  Dieselben  sind 
gewisse  infinitesimale  projective  Transformationen.  Nach  Satz  4  des 
§  1  gestattet  sie  auch  alle  von  ihnen  erzeugten  endlichen  Transfor- 
mationen. 

Mithin  wird  die  Schar  der  oo''  Curven  von  allen  von  U^f'  •  •  Urf 
und  den  {üiUk)  erzeugten  endlichen  projectiven  Transformationen  in 
sich  übergeführt.  Nach  Satz  1  des  §  1  können  unter  diesen  endlichen 
Transformationen  nur  cx)''  verschiedene  enthalten  sein.  Dies  wäre  nicht 
der  Fall,  wenn  irgend  eine  (JJ-iUk)  nicht  linear  aus  f/j/"- •  L'^^/  ableit- 
bar wäre,  nach  Theorem  20,  §  2  des  7.  Kap.,  denn  C/^/"-  •  •  Urf  sind 
ja  schon  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen. 
Also  ist  jede  {Uiük)  liuear  aus  Uif-  •  Urf  ableitbar. 
Klammer-  Satz  5 :     Sind  Uj^f-  ■  •  Urf  T   vou   einander   unabhängige  infinitesi- 

der  inf.   maU  Transformationen  einer  r-gliedrigen  projectiven  Gruppe  der  Ebene, 
einer     SO  ist  jeder  Klammerausdruch  ( Ui  Uk)  aus  ihnen  von  der  Form : 

Gruppe.  '^  ^  ■' 

r 

{UiUk)=^CusUf    (i,/j  =  l,2..r), 

in  der  die  Ciks  gewisse  Constanten  sind. 

In  der  ersten  Abteilung  haben  wir,  wo  es  nur  anging,  diesen 
Satz  direct  an  den  damals  betrachteten  projectiven  Gruppen  bestätigt, 
sodass  es  hier  keiner  neuen  Beispiele  bedarf.  Wohl  aber  wollen  wir 
den  Beweisgang  durch  ein  Beispiel  erläutern : 

Beispiel,  Beispiel:     Die  Curve 

y  —  sin  a;  ==  0 

gestattet  keine  infinitesimale  projective  Transformation.  Denn  ge- 
stattet sie 

Uf^:i^p-\-  riq, 
so  muss 

rj  —  I  cos  X  =  0 
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sein  vermöge  ij  =  sin  x.  Bei  einer  infinitesimalen  projectiven  Trans- 
formation aber  ist  allgemein: 

^  ^  a  -\-  ex  -\-  dp  -{-  hx^  -\-  JiXjj, 
Yi^h  -^  ex  -\-  gy  -\-  hxij  -{-  ky\ 
und  es  müsste  also 

h  -\-  ex  -\-  (j  ^m  x  -\-  hx  sin  a;  +  ^  sin^a;  — 

—  {a  -\-  ex  -\-  d  sm  X  -\-  hx^  -\-  hx  sin  x)  cos  x  ==0 

sein  für  jedes  x.  Dies  zöge  jedoch  a==&  =  --  =  /i  =  0  nach  sich. 
—  Wir  dürfen  also  die  Carve 

y  —  sin  j;  =  0 

als  die  oben  mit  c  bezeichnete  Curve  benutzen. 

Die  vorgelegte  projeetive  Gruppe  sei  nun  diese: 

iCj  =  ax  -\-  h,     yx==  cy  -\-  d. 

Führen  wir  alle  ihre  cx>*  Transformationen  auf  die  Curve  e  aus,  so 
geht  sie  über  in  die  Schar  von  oo*  Curven: 

«!/  +  /^  —  sin  (yx  +  d)  =  0, 

in  der  «,  ß,  y,  d  willkürliche  Constanten  sind.  Diese  Curven  sind  die 
Integralcurveu  einer  gewissen  Differentialgleichung  4.  0.,  die  wir  er- 
halten durch  Elimination  von  <x,  ß,  y,  d  aus  der  vorliegenden  und  den 
differenzierten  Gleichungen : 

ay'  —  y  cos  (yx  -j-  d)  =  0, 
ay"  +  y^  sin  (yx  -j-  ^)  =  0, 
ccy"-{-  y^cos  (yx  +  d)  =  0, 
ay^^ —  y^  sin  (yx  -|-  <^)  =  0. 

Es  ergiebt  sich  die  Differentialgleichung: 

^  _  f-  =  0 

y"       y' 

oder : 

'     TV  "     '"  C\ 

yy^^—y  y  =^- 

Sie  gestattet  natürlich  die  vier  infinitesimalen  Transformationen 
Uif=p,     ÜJ=xp,     Usf=q,     UJ=yq 

der  vorgelegten  Gruppe.  Man  kann  dies  leicht  bestätigen,  da  die  vier- 
malige Erweiterung  zunächst  giebt: 
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u,*f=  yq  4-  y  ^^.  -^y"^:r'  +  y'wj^'  +  v 


IV 


a^/'  '  -^  a^"  ^^  a«/'"  '  ^    C2/: 

Setzt  man  hierin  für  /"die  linke  Seite  y  "^ — y"  i"  der  Differential- 
gleichung ein,  so  erhält  man  Ausdrücke,  die  entweder  identisch  oder 
vermöge  der  Gleichung  Null  sind. 

Da  die  Differentialgleichung  also  TJ^f . .  JJJ  gestattet,  so  lässt  sie 
auch  die  {üiUi)  zu.  Diese  sind  demnach  linear  aus  Uif.  .  U^f  ableit- 
bar.    Es  ist  nämlich: 

(U,U,)=p,     {U,U,)  =  q, 
während  die  übrigen  Klammerausdrücke  verschwinden. 

Um  das  Wesentliche  unseres  Beweises  hervorzuheben,  wollen  wir 
noch  als  Beispiel  eine  Transformationenschar  betrachten,  die  keine 
Gruppe  ist. 

eiuer^schar         Beispiel:     Wir  betrachten  die  Schar  von   <x>^  projectiven  Trans- 

^ieSf'formationen 

Gruppe  ,  I     1.  I     <*y 

bilden.  X^=X  -\-  a,     yi=y  +  0X  -{--^, 

die  keine  Gruppe  darstellen,  Sie  werden  von  den  infinitesimalen 
Transformationen  p,  xq  erzeugt,  und  sie  führen  die  Curve 

y  —  sin  X  =  0 
über  in  die  Curvenschar: 

y  -\-  ßx  -\-  ^  —  sin  {x-\-a)  =  0, 

deren  Differentialgleichung  2.  0.  durch  Elimination  von  a,  ß  aus  dieser 
und  den  beiden  differenzierten  Gleichungen 

y-\-ß — cos  (x  -\-  a)  =  0, 
y"  -\-  sin  {x  -\-  a)  =  0 
hervorgeht  in  der  Form: 

'Kv  +  y")  +  (^  —  arc  sin  y")  (]/"l— ^"2_  y')  =  0. 
Die  Curvenschar  oder  also   diese  Differentialgleichung   gestattet   aber 
die  infinitesimale  Transformation  p  nicht,  denn  bei  p  erhalten  y,  y,  y" 
keine  Incremente,   sondern  nur  x  wächst  um  dt,   die  linke  Seite  der 
Gleichung  also  um 

iyi-y"^-y)dt, 

und    dieser   Ausdruck    verschwindet    nicht    vermöge    der   Differential- 
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gleichung.    Ebensowenig  gestattet  letztere,  wie  man  ausrechnen  möge, 

xq.     Die  Curve 

y  —  sin  a;  =  0 

wird  also  zwar  durch  die  oo^  von  den  e^p  +  c^xq  erzeugten  endlichen 
Transformationen  in  oo'"*  Curven  übergeführt,  aber  nicht  jede  Curve 
dieser  Schar  wieder  in  eine  Curve  derselben. 

§  3.     Der  andere  Teil  des  Hauptsatzes:    Umkehrung  des 
Ergebnisses. 

Es  wird  sich  nun  darum  handeln,  nachzuweisen,  dass  r  von  ein- 
ander unabhängige  infinitesimale  projective  Transformationen  T/,/"...  ?/,/j 
welche  paarweis  in  Beziehungen  von  der  Form 

r 

(4)  (U.iU,)E^^c,,JJsf 

1 
(i,  li  ==  \,  2  .  .r,     Ciks  =  Const.) 

stehen,  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen. 

Zunächst  wissen  wir,  dass  die  oo''~^  infinitesimalen  Transforma- 
tionen ^i  e,;  Ujf  insgesamt  oo'"~^  eingliedrige  projective  Gruppen  mit 

(xf  verschiedenen  endlichen  Transformationen  Ta,  T^ .  . .  erzeugen,  die 
paarweis  invers  sind.  (Nach  Theorem  20,  §  2  des  7.  Kap.)  Wir 
müssen  zeigen,  dass  alle  diese  Ta,  Tt,  .  .  zusammen  eine  Gruppe  bilden. 

Zum  Beweise   erweitern  wir   die   infinitesimalen  Transformationen (r~i)-maiige 
TJif  in    bekannter  Weise    durch    Hinzunahme    der    Transformationen,    der  inf. 
welche  die  Differentialquotienten  y,  y"..y^''~^^  erfahren:  mationen. 

Die  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 

(5)  Ur-'f^O     (/=1,  2..r) 

in  den  r  -j-  1  Veränderlichen  x,  y,  y  . .  .  y'-''^^^  haben  nun  die  Eigen- 
schaft, dass  jede  der  Gleichungen 

welche  ja  auch  von  den  Lösungen  von  (5)  erfüllt  werden,  wie  in  §  1 
erwähnt  wurde,  eine  Folge  von  jenen  ist.  Denn  es  ist  ja  nach  Formel 
(3)  des  §  1  und  nach  (4) : 

und  dieser  Ausdruck  ist  offenbar  identisch  mit: 
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r 

1 

der  aber  vermöge  (5)  verschwindet. 

Aus  den  Gleichungen  (5)  lassen  sich  also  durch  Klammeroperation 
keine  wesentlich  neuen  Differentialgleichungen  bilden.  Sie  stellen  mit- 
hin nach  den  Schlussbemerkungen  des  §  1  ein  höchstens  r-gliedriges 
vollständiges  System  in  r  -\-  1  Veränderlichen  x,  y,  y  .  .  i/^~^^  dar. 
Wäre  es  weniger  als  »"-gliedrig,  d.  h.  wäre  eine  der  Gleichungen  (5) 
eine  Folge  der  übrigen,  so  würde  es  mindestens  r  -j-  1  —  0'  —  1), 
also  zwei  von  einander  unabhängige  Lösungen  u{x,  y  .  .  y^''~^^)  und 
v(x,  y  ..y^^~^^)  besitzen,  sodass  jede  Gleichung  von  der  Form 

V—  Si{u)  =  0 

eine  Differentialgleichung  von  höchstens  (r  —  1)'^'"  Ordnung  darstellte, 
die  alle  endlichen  Transformationen  Ta,  T/,  .  .  der  eingliedrigen  Gruppen 
2Je,- C/i/"  gestattete,  da  ja  dann  mit  üi''~^u^O,   ür~^v  ^0  auch 

wäre.  Diese  Differentialgleichung  würde  also  höchstens  oo'— ^  Curven 
definieren,  deren  Schar  alle  Ta,  T(, .  .  zuliesse.  Es  liesse  sich  aber 
durch  passende  Wahl  der  willkürlichen  Function  Sl  von  u  immer  er- 
reichen, dass  der  Schar  der  Integralcurven  eine  beliebige  solche  Curve 

y  —  il){x)  =  0 

angehörte,  welche  keine  infinitesimale  projective  Transformation  ge- 
stattet.    Denn  man  brauchte  nur  in  u  und  v  die  Substitutionen 

zu  machen,  wodurch  sie  etwa  in  ü{x)  und  v(x)  übergingen  und  dann 
fl  so  als  Function  vou  u  =  ü  zu  wählen,  dass 

v{x)  -  Sl{U{x))  =  0 

wäre,  was  stets  möglich  ist,  da  auch  die  Fälle  u  =  Const.  und 
V  ==  Const,  unter  der  Form  v  —  ü  (ti)  =  0  enthalten  sind.  Alsdann 
würden  wir  eine  Schar  von  oo'— ^  oder  noch  weniger  Curven  vor  uns 
haben,  der  diese  eine  Curve  y  —  tlf{x)  =  0  angehörte,  und  welche  die 
oo'"  endlichen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppen  Z'e,  C/,/  zu- 
liesse. Aber  die  Curve  y  —  il;(x)  =  0  wird  von  diesen  nach  Satz  1 
des  §  1  in  oo'"  verschiedene  Curven  übergeführt,  sodass  sich  ein  Wider- 
spruch ergiebt. 

Die  Gleichungen  (5)  müssen  folglich  ein  gerade  r-gliedriges  voll- 
ständiges  System    in  den  r  -\-  l  Veränderlichen    bilden,   mit   anderen 
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Worten:  sie  sind  von  einander  unabhängig.  Sie  besitzen  demnach 
auch  gerade  nur  eine  gemeinsame  Lösung,  die  wir  m\iJr—i{x,  y.Af~^) 
bezeichnen  wollen.  Dies  Ergebnis  ist  an  sich  wichtig  und  wir  werden 
darauf  in  §  4  zurückkommen.  Für  unseren  augenblicklichen  Zweck 
dagegen  ist  es  nicht  unbedingt  nötig.  Es  giebt  aber  den  folgenden 
Überlegungen  mehr  Klarheit. 

Wir    berechnen    ietzt    auch    die    r- maligen    Erweiterungen    von'^-'Maiige  Er- 

«'  o  o  Weiterung 

ü,f...  Urf  und  setzen  sie  gleich  Null.    Die  so  erhaltenen  Gleichungen    ^^^  »i»* 

1 '  '  o  o  Trans- 

(6)  Urf=0       («==1,2..  r)  formation. 

sind  sicher  von  einander  unabhängig,  da  schon  die  Gleichungen  (5) 
von  einander  unabhängig  sind.  Auch  ist  naCh  Formel  (2)  des  §  1 
und  nach  (4)  jeder  Klammerausdruck: 


{WW)  =  ^Casü/f. 


Die  Gleichungen  (6)  bilden  mithin  ein  r-gliedriges  vollständiges  System 
in  r  -\-  2  Veränderlichen  x,  y  .  .  y^"^.  Es  besitzt  zwei  von  einander 
unabhängige  Lösungen.  Eine  Lösung  ist  die  obige  Jr—i,  die  frei  von 
y^''^  ist,  denn  die  üi''f  reducieren  sich  auf  die  Uf~'^fj  wenn  /"frei  von 
^('■"~^)  angenommen  wird.  Eine  zweite  von  Jr~i  unabhängige  Lösung 
von  (6)  sei  Jr{x,  y  .  .  y'^''^)-  Sie  ist  sicher  nicht  frei  von  y^''^,  da  sie 
sonst  auch  (5)  erfüllte. 
Jede  Gleichung 

stellt  nunmehr  eine  bei  unseren  oo''  endlichen  Transformationen  T«, 
Ti  .  .  invariante  Differentialgleichung  von  sicher  r^^  Ordnung  dar,  und 
wie  vorhin  können  wir  durch  passende  Wahl  der  Function  Sl  von 
Jr—i  erreichen,  dass  zu  ihren  oo''  Integral  cur  ven  eine  beliebig  gewählte 
Curve  c  oder  y  —  tl^ix)  =  0  gehört,  die  keine  infinitesimale  projective 
Transformation  gestattet.  Weil  diese  Curve  c  nach  Satz  1  des  §  1 
durch  die  oo'"  endlichen  Transformationen  T^,  Tb  .  .,  die  von  U^f...  Urf 
erzeugt  werden,  in  gerade  oo'"  verschiedene  Curven  übergeführt  wird, 
und  weil  die  Schar  der  oo'"  Integralcurven  der  Differentialgleichung 
die  Ta,  Tb  .  .  gestattet,  so  besteht  diese  Schar  gerade  aus  den  oo*" 
Curven,  in  welche  jene  bestimmte  Curve  c  durch  die  Ta,  Tj,  .  .  ver- 
wandelt wird.  Keine  dieser  Curven  gestattet  nach  Satz  1  des  §  1  eine 
infinitesimale  projective  Transformation. 

Nehmen  wir  nun  —  entgegen  dem   zu  Beweisenden  —  an,   dass  ^^a'^^^'* 
die  Ta,  T(,  . .  keine  Gruppe  bilden.    Alsdann  ist  nicht  jede  Aufeinander- eigenschait. 
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folge  TaTb  einer  Transformation  der  Schar  äquivalent.  Bilden  wir 
alle  Aufeinanderfolgen  TaTb,  so  erhalten  wir  eine  continuierliche  Schar 
von  Transformationen  T'.  Diese  Schar  enthält  paarweis  inverse  Trans- 
formationen, da  zu  TaTi  ja  T  —  ^Ta~^  invers  ist  und  die  T~^  der 
Schar  der  ursprünglichen  T  angehören.  Weil  diese  Schar  der  T  auch 
die  identische  Transformation  enthält,  so  enthält  die  Schar  T'  auch 
alle  T,  denn  wir  brauchen  nur  in  TaTi,  die  l'j  =  1  anzunehmen,  um 
Ta  ZU  erhalten. 

Wenn  nun  die  T'  auch  keine  Gruppe  bilden,  so  stellen  wir  die 
Schar  aller  Transformationen  T"  her,  die  den  Aufeinanderfolgen  je 
zweier  T'  äquivalent  sind.  Auch  diese  T"  bilden  eine  continuierliche 
Schar.     Sie  enthalten  die  T  nud  die  T'  und  sind  paarweis  invers. 

So  fahren  wir  fort,  wenn  auch  die  T"  noch  keine  Gruppe  bjlden. 
Jedenfalls  ist  die  Schar  der  T'  grösser  als  die  der  T,  die  der  T" 
grösser  als  die  der  T'  u.  s.  w.  Die  T'  sind  also  mindestens  cx)'+^, 
die  T"  mindestens  00*^+^  Transformationen  u.  s.  w.  Andererseits  aber 
sind  die  T',  T" .  .  .  sämtlich  projectiv,  und  es  existieren  bekanntlich 
nur  00^  verschiedene  projective  Transformationen  in  der  Ebene.  Also 
müssen  wir  notgedrungen  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Fort- 
setzungen des  angegebenen  Verfahrens  einmal  zu  einer  continuierlichen 
Schar  gelangen,  etwa  zur  Schar  der  T^^^,  derart,  dass  die  T(i^+i>,  d.  h. 
die  den  Aufeinanderfolgen  je  zweier  T^^^  äquivalenten  Transformationen 
keine  grössere  Anzahl  bilden  als  die  T^^^  selbst,  dass  also  die  Schar 
der  T(?+^^  mit  der  Schar  der  jT^^^  zusammenfällt,  dass  folglich  die 
Aufeinanderfolge  zweier  T^?'  wieder  eine  T^?^  giebt,  kurz,  dass  die  T^?^ 
eine  Gruppe  bilden.  Es  ist  dies  alsdann  eine  continuierliche  projective 
Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen  und  —  bei  der  ge- 
machten Annahme  —  mit  mehr  als  oo'"  Transformationen,  somit  eine 
mindestens  (r -f- l)-gliedrige  Gruppe.  Dieselbe  besteht  aber  aus  allen 
endlichen  Transformationen,  die  von  mindestens  r  -f-  1  von  einander 
unabhängigen  infinitesimalen  projectiven  Transformationen  und  deren 
linearen  Ableitungen  erzeugt  werden,  nach  Theorem  21,  §  2  des  7.  Kap. 

Diese  mindestens  00'"+^  projectiven  Transformationen  T^?^  lassen 
nun,  wie  die  jT,  die  T  u.  s.  w.  die  Schar  der  c»''  Integralcurven  un- 
serer Differentialgleichung  invariant.  Keine  dieser  oo*"  Integralcurven 
aber  gestattet  eine  infinitesimale  projective  Transformation.  Daher 
geben  die  T^?)  auf  eine  dieser  Curven  ausgeführt  nach  Satz  1  des  §  1 
mindestens  00'"+^  Curven  und  nicht,  wie  es  sein  muss,  nur  jene  oo'" 
Integralcurven.     Wir  stossen  hiermit  auf  einen  Widerspruch. 

Die  gemachte  Annahme  ist  also  falsch:  Die  T  selbst  bilden  dem- 
nach schon  eine  Gruppe.     Damit  haben  wir  gefunden: 
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Satz  6 :  Stehen  r  von  einander  unabMngige  infinitesimale  projedive 
Transformationen  ÜJ. .  .  ürf  der  Ebene  paarweis  in  Beziehungen  von 
der  Form: 

r 

{U,U,)  =  ^^Cnsüsf    {i,1c  =  l,2,.r), 

in  der  die  Ciks  Constanten  sind,  so  bilden  die  von  den  <xf~'^  infinitesi- 
malen Transformationen  EeiUif  erzeugten  endlichen  Transformationen 
eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen. 

Yereinigen  wir  diesen  Satz  mit  dem  des  vorigen  Paragraphen,  so  Hauptsatz 
ergiebt  sieli  das  als  Hauptsatz  für  die  projectiven  Gruppen  der  Ebene  Gruppen 

der  Ebene. 

angekündigte 

Theorem  22:  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
projective  Transformationen  U^f. . .  ürf  der  Ebene  erzeugen  dann 
und  nur  dann  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  paar  weis  inversen 
Transformationen ,  wenn  die  Uif  paarweis  in  Beziehungen  stehen 
von  der  Form 

r 

iUiU,)  =  ^sCasUsf    (i,]c=l,2..r), 
1 

in  der  die  dkt  Constanten  sind. 

Der  Beweisgang  soll  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden. 

Beispiel:     Vorgelegt  seien  Beispiel. 

W=P,     UJ^Q>     UJ^xp,     UJ^yq. 
Da 

iU,U,)  =  0,        (ü,U,)=U,f, 

ist,  so  sind  die  Voraussetzungen  des  Satzes  6  erfüllt.  Es  ist  hier 
r  =  4,  und  wir  bilden  daher  das  viergliedrige  vollständige  System: 

*^3    l~^dx        y  dy'       "^y  dy"       "^y    dy"       ^y    Jy^        ^^ 

U/^f=  V  ^  -I-  t/'—  +  v"  -^  4-  v"  -^  4-  wiv-^  —  0 
^*'    '  —y  dy^y  dy'^y    dy"  ^  y     dy"  ^  y     dy^~^ 

in  den  6  Veränderlichen  Xj  y,  y,  y",  y"\  y^  und  mit  zwei  Lösungen 
e/j,  J4,  deren  erste  frei  von  '^^  ist,    während  die  zweite  if^  enthält. 

Lle,  Continoierliche  Gruppen.  15 
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Die  beiden  ersten  Gleichungen  zeigen,  dass  Jg  und  J^  frei  von  x  und 
y  sind.     Es  bleibt  also  noch  zu  erfüllen: 

^dj-^y  w^^  w'^'^  w^^^- 

Es  kann  also 

«'s    y"i1  «'4    y"  8 

gesetzt  werden.  Die  invariante  Differentialgleichung  4.  0.  lautet  dem- 
nach: 

Hier  kann  Sl  so  gewählt  werden,  dass  z.  B.  die  schon  in  den  Bei- 
spielen des  §  2  gebrauchte  Curve 

y  =  Binx 
zu  den  Integralcurven  gehört.     Wir  setzen  daher 

«/ ==  sin  ic,  y'=GOSX,  y"  =  —  sin  ic,  y"=  —  cos  a;,  y^^=Bva.x 
ein  und  erhalten 

sin''  X  \       sin''  x/ 

Es  ist  also 

anzunehmen,  so  dass  die  gewünschte  Differentialgleichung  lautet : 

y"^         y'"' 
oder 

'     TV  "      '"  f\ 

ViT  —  y  y  =0. 

Ihre  oo*  Integralcurven,  die  wir  übrigens  schon  im  ersten  Beispiel  des 
§  2  kennen  lernten,  gestatten  keine  infinitesimale  projective  Trans- 
formation. Die  grösste  projective  Gruppe  also,  welche  sie  unter  eiu' 
ander  vertauscht,  hat  nach  Satz  1  des  §  1  höchstens  4  von  einander 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen.  Es  sind  dies  p,  xp,  q, 
yq,  welche  die  Gruppe 

Xi  =*=  ax  -\-  b,     yi  =  cy  -\-  d 
erzeugen. 

§  4.     Nachträgliohe   Bemerkungen   zum  Hauptsatze.  —  Differential- 
invarianten. 

Früher,   in  §  3   des  7.  Kap.,  haben  wir  die  Redeweise:  „Gruppe 
Ulf.  .  .  Urf"  eingeführt.     So  lange  es  sich  um  projective  Gruppen  der 
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Ebene  handelt,  ist  es  nun  nach  unserem  Hauptsatze  klar,  dass  diese 
Bezeichnung  dann  und  nur  dann  einen  Sinn  hat,  wenn  jeder  Klammer- 
ausdruck (ütük)  linear  aus   ZJ^f ...  ZJ^/"  abgeleitet  werden  kann. 

Wir  wollen  ferner  nicht  unterlassen,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  veraiige- 

'  '  meineruug 

dass  die  in  §§2,  3  gegebene  Beweismethode  sich  ohne  Schwierigkeil  der  Bewei?- 

oo        }  ö    &  ^  O  methode. 

so  abändern  lässt,  dass  sie  für  einen  viel  allgemeineren  Fall  zum  Be- 
weise des  Hauptsatzes  ausreicht: 

Angenommen  nämlich,  es  liegt  eine  jp-gliedrige  Gruppe  Gp  der 
Ebene  vor,  von  der  wir  wissen,  dass  ihre  infinitesimalen  Transforma- 
tionen  Ulf.  . .  Upf  Klammerrelationen  von  der  Form 

{UiUu)=^7iksUsf 

{i,  h  =  1,  2  .  .p,     yiks  =  Const.) 

erfüllen,  und  es  sind  insbesondere  Uj^f .  . .  ürf  irgend  welche  r  (<  q) 
von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  Gj,,  so 
erzeugen  auch  sie  dann  und  nur  dann  für  sich  eine  r-gliedrige  Gruppe, 
also  eine  r-gliedrige  Untergruppe  gr  der  Gruppe  Gp,  wenn  ihre 
Klammerausdrücke  sich  aus  ihnen  selbst  linear  ableiten  lassen.  Der 
wesentliche  Unterschied  zwischen  dem  hierzu  nötigen  Beweis  und  dem 
früheren  ist  der,  dass  überall,  wo  damals  von  einer  projectiven  Trans- 
formation die  Rede  war,  von  einer  Transformation  also,  welche  der 
allgemeinen  achtgliedrigen  projectiven  Gruppe  G^  der  Ebene  angehört, 
hier  allgemein  eine  Transformation  der  Gruppe  Gp  gesetzt  werden 
muss,  dass  also  an  die  Stelle  der  Gg  eben  diese  Gp  tritt.  Hält  man 
dies  fest,  wählt  man  also  unter  anderem  jene  Curve  c  so,  dass  sie 
keine  infinitesimale  Transformation  der  Gp  gestattet,  so  ist  die  Über- 
tragung der  früheren  Beweise  auf  den  jetzigen  allgemeineren  Fall  nicht 
schwer.  Wir  gehen  jedoch  auf  die  Einzelheiten  hier  nicht  weiter  ein, 
weil  der  Hauptsatz  für  beliebige  Gruppen  der  Ebene  später  besonders 
bewiesen  werden  soll. 

Wir  wollen  nur  das  Eine  bemerken,  dass  Satz  1  des  §  1  sich 
ebenfalls  unmittelbar  so  verallgemeinern  lässt: 

Satz  7 :  Führt  man  auf  eine  Curve,  welche  Jceine  infinitesimale 
Transformation  einer  p-gliedrigen  Gruppe  Gp  der  JEhene  gestattet,  alle 
oo*" .  endlichen  Transformationen  aus,  welche  von  irgend  welchen  r  (<j)) 
von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe 
Gp  und  den  aus  ihnen  linear  ableitbaren  erzeugt  werden,  so  geht  die  Curve 
in  gerade  cxi'"  verschiedene  Curven  über,  deren  Inbegriff  jene  c»'*  Trans- 
formationen gestattet,  während  Iceine  der  oo''  Curven  für  sich  eine  infini- 
tesimale Transformation  der  Gp  zvlässt. 

15* 
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In  §  3  sind  gewisse  Functionen  Jr—i  und  J,  aufgetreten.  Sie  ent- 
hielten X,  y  und  die  Differentialquotienten  y,  y" .  . .  und  waren  in- 
variant gegenüber  allen  infinitesimalen  und  also  auch  allen  endlichen 
Transformationen  der  Gruppe  Uif . .  .  Urf.  Wir  nennen  sie  daher 
P^^^^^'^^^^^Differentialinvarianten*)  der  Gruppe  (vgl.  §  3  des  4.  Kap.).  Jr  heisst, 
da  sie  «/('')  wirklich  enthält,  eine  Differentialinvariante  r'**"  Ordnung.  Die 
Differentialinvariante  Jr—i  enthält  y^'''^  nicht  und  braucht  übrigens  auch 
?/('■—»  nicht  zu  enthalten,  sondern  kann  von  niederer  als  (r  —  1)*^' 
Ordnung  sein,  wie  das  Beispiel  der  Gruppe 

UJ=  x^p  -\r  xyq,     Ü2f=  xyp  +  y'q 
lehrt,  in  der 

und  r  =  2  ist.     Denn  hier  wird  das  zweigliedrige  vollständige  System 
U,y^x^lf^  +  xyll^+{y-xy)§^,-Sxy"^  =  0, 


Kf=xy^  -^ry^^^  y{y  -  xy)l~'  -  ^^yf^^ 


'2/ 
erfüllt  durch 

y       T ^^/ 


0 


«^1  =  V  ;      ^2  = 


as  '       ^        {y  —  xy'Y 
Jj  enthält  aber  y   nicht. 

Wir  bewiesen  oben,  dass,  wenn  ü^f.  . .  Urf  erstens  von  einander 
unabhängig  sind,  zweitens  paarweis  in  den  Beziehungen 

r 

(4)  (UiU,)  =  ^sCasUsf 


*)  Die  Integrationstheorien  der  älteren  Mathematiker  beziehen  sich,  wie  Lie 
zuerst  (1870)  bemerkte  —  man  vergleiche  die  „Diffgln.  m.  inf.  Trf."  an  mehreren 
Stellen  — ,  immer  auf  Differentialgleichungen,  die  alle  Transformationen  einer 
Gruppe  gestatten.  Bewasst  machen  wohl  erst  Gauss,  Minding,  Lame,  Cayley, 
Beltrami,  Christoffel  (1870)  und  Lipschitz  (1870)  von  Differentialinvarianten 
Gebrauch.  In  den  Jahren  1870 — 74  entwickelte  Lie  allgemeine  Integrations- 
theorien für  Differentialgleichungen,  die  eine  Gruppe  gestatten,  und  begründete 
gleichzeitig  (Dec.  1872)  eine  vollständige  Invariantentheorie  der  unendlichen 
Gruppe  aller  Berührungstransformationen,  sowie  (1878)  eine  Invariantentheorie  der 
Gruppe  aller  Punkttransformationen.  In  den  Jahren  1879  —  83  haben  Laguerre 
und  Halphen  eine  Invariantentheorie  für  eine  andere  wichtige  unendliche  Gruppe 
entwickelt.  Endlich  skizzierte  Lie  (1882—84)  eine  allgemeine  Invariantentheorie 
aller  continuierlichen  Gruppen.  Seit  1886  beschäftigen  sich  viele  englische  Mathe- 
matiker mit  der  Berechnung  von  Differentialinvarianten,  ohne  doch  ihre  Theorie 
erheblich  zu  fördern.  Dagegen  haben  in  den  letzten  Jahren  mehrere  französische 
Mathematiker  nicht  unwichtige  Beiträge  zu  dieser  Theorie  geliefert. 
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stehen  und  drittens  projectiv  sind,  alsdann  die  durch  (r  —  1)- malige 
Erweiterung  entstehenden  Gleichungen 

(5)  Ui'-'f=^0      {i  =  l,2..r) 

von  einander  unabhängig  sind  und  ein  r-gliedriges  vollständiges  System 
in  den  r  -\-  1  Veränderlichen  x,  y,  y  .  .  y^''~^^  bilden,  folglich  auch  ge- 
rade eine  Lösung  Jr—i  besitzen.  Jener  Beweis  gilt  nun  auch,  wenn 
die  dritte  Voraussetzung,  dass  die  TJif  projectiv  seien,  fallen  gelassen 
wird,  dagegen  aber  der  Hauptsatz  allgemein  als  bewiesen  angenommen 
wird,  dass  nämlich  unter  den  beiden  übrigen  Voraussetzungen  die  TJif 
eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  erzeugen.  Denn:  Sind  die  Gleichungen 
(5)  von  einander  abhängig,  so  bilden  sie,  da  aus  (4)  und  aus  Formel 
(3)  des  §  1 


{Ur-'u,'-')=^scasU,'-'f 


folgt,  ein  höchstens  {r  —  l)-gliedriges  vollständiges  System  in  r  -(-  1 
Veränderlichen  und  haben  somit  mindestens  zwei  von  einander  unab- 
hängige Lösungen  u,  v,  die  Functionen  von  x,  y,  y'-  •  y'-''~^^  allein  sind. 
Alsdann  sei 

y  —  '^{x)  =  0 

eina  Curve,  welche  keine  infinitesimale  Transformation  2?e»C/,/'zulässt. 
Es  lässt  sich  voraussetzen,  dass  weder  u  noch  v  gleich  Constans  wird, 
wenn  darin 

y  =  il}{x),     y'=i,\x),     .  .  «/C-D  =  ^»-1(0;) 

gesetzt  wird.  Dann  kann  Sl{u)  stets  so  als  Function  von  u  gewählt 
werden,  dass  die  Curve  y  =  il){x)  zu  den  Integralcurven  der  Differen- 
tialgleichung 

V  —  Sl(u)  =  0 

gehört.  Diese  Gleichung  aber  ist  von  höchstens  (r  —  1)**"  Ordnung 
und  besitzt  demnach  höchstens  oo'"— ^  Integralcurven.  Da  u  und  v  bei 
den  UeiUif  und  den  von  ihnen  erzeugten  oo'"  endlichen  Transforma- 
tionen der  Gruppe  Gr  invariant  sind,  so  ist 

V  —  Si(n)  =  0 

eine  bei  diesen  ebenfalls  invariante  Differentialgleichung.  Ihre  höch- 
stens oo'""^  Integralcurven  bilden  mithin  eine  invariante  Schar,  der 
die  Curve  y  =  ip{x)  angehört.  Nach  Satz  7  aber  geht  diese  Curve 
bei  allen  Transformationen  der  Gr  in  oo'"  Lagen  über,  und  dies  ist  ein 
Widerspruch. 

Also    sind    die    Gleichungen   (5)   v.on    einander   unabhängig:     Sie 
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bilden  ein  r-gliedriges  vollständiges  System  mit  nur  einer  Lösung 
Jr—i,  die,  wie  bemerkt,  auch  von  «/(''"" ^^  frei  sein  kann. 

Das  aus  den  A-mal  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen 
gebildete  Gleichungensystem 

(7)  t/V/  =  0     {i  =  \,2--r) 

kann,  wenn  A<r  —  1  ist,  auch  Lösungen  haben,  die  aber  offenbar 
auch  das  System  (5)  erfüllen,  also  sich  auf  Jr—x  reducieren.  Ist  z.  B. 
Jr—x  von  y^''~^^  frei,  so  hat  das  vorliegende  System  auch  für  l==r  —  2 
die  Lösung  Jr—x.  Es  existiert  also  nur  eine  Differentialinvariante 
Jr—x  von  niederer  als  r*®' Ordnung.  Das  System  (7)  ist  für  X  =  r-\-l 
ein  r-gliedriges  vollständiges  System  in  r-j- 2  Veränderlichen  x,y--y'^''^ 
und  hat  somit  nur  zwei  von  einander  unabhängige  Lösungen,  als  deren 
eine  Jr—x  gewählt  werden  kann,  während  die  andere,  Jr,  sicher  «/('") 
enthält.  Für  A=r-{-2  stellt  (7)  ein  r-gliedriges  vollständiges  System 
in  r  -|-  3  Veränderlichen  vor,  das  also  drei  von  einander  unabhängige 
Lösungen  besitzt,  nämlich  J^— i,  Jr  und  eine  ^('■+2>  enthaltende  Lösung 
Jr-\-2'     So  kann  man  weiterschliessen.     Es  ergiebt  sich  also : 

Satz  8:  Nimmt  m^an  das  Theorem  22  auch  für  nicht  -  projedive 
Gruppen  der  Ebene  als  bewiesen  an,  so  folgt:  Eine  r-gliedrige  Gruppe 
Ulf- '  •  Urf  der  Ebene  besitzt  nur  eine  Differentialinvariante  Jr—x  von 
niederer  als  r*®'  Ordnung.  Ferner  besitzt  sie  je  eine  Differentialinvariante 
Jr,  Jr-\-x  •  ■  von  gerade  r'*'',  (r  -\-  l)'*''  •  •  •  Ordnung  derart,  dass  jede 
Differentialinvariante  (r-j-s)'*''  Ordnung  eine  beliebige  Function  von  Jr—x, 
Jr,  Jr+x  • '  Jr+s  ist.  Jr—x  Mnn  ttuch  vou  niederer  als  {r  —  l)'*''  Ord- 
nung sein. 

Ableitung  Es  ist  Icicht  ZU  erkennen,  dass  man  Jr+x,  Jr+i  •  •  durch  Differen- 

der  höheren    .      .  n    .  t  t 

Differentiai- tiationsprocesse  allem  angeben  kann,  sobald  man  Jr—x  und  Jr  kennt. 

invarianten  _  ^•      t\-i\> 

durch     Denn  da  Jr—x  und  Jr  Differentialinvarianten  sind,  so  bleibt  die  Differen- 

Differentia-    .    ,    ,    .    , 

tion.     tialgleichung 

Jr  aJr  —  x  —  &  ==  0 

ebenfalls  bei  der  Gruppe  invariant.  Es  ist  dies  eine  Differential- 
gleichung r*®'  Ordnung  mit  c»*"  Integralcurven ,  deren  Schar  invariant 
ist.  Geben  wir  der  Zahl  b  einen  anderen  Wert,  so  erhalten  wir  eine 
andere  invariante  Curvenschar,  Wird  b  variiert,  so  entstehen  also  oo^ 
Scharen  von  je  oo'"  Curven,  sodass  jede  Schar  durch  die  Transforma- 
tionen der  Gruppen  in  sich  übergeführt  wird.  Also  ist  auch  die  Ge- 
samtheit aller  dieser  00''+^  Curven  bei  der  Gruppe  invariant  Ihre 
Differentialgleichung  ergiebt  sich,  indem  wir  durch  Differentiation  aus 
der  obigen  b  entfernen,  in  der.  Gestalt: 
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dJr  dJr — 1  r\ 

a  —5 —  =  0. 

dx  dx 

Hierin  ist  die  Differentiation  nach  x  total,  also  ^  -  =  y   u.  s.  w.  anzu- 
nehmen.    Jede  Differentialgleichung  (r  -f-  1)**='  Ordnung: 

dJr 

dx 


dJr—l 

dx 


=  a 


ist  mithin  invariant,  wie  auch  die  Zahl  a  gewählt  sein  mag.     Mithin 
ist  die  linke  Seite  für  sich  invariant,  d.  h.  es  ist  jener  Bruch  oder  also 

dJr 


dJ, 


r—t 


eine  Differentialinvariante  (r  -|-  1)*®'  Ordnung,  sodass 

Jr-\-l  "^ 

gesetzt  werden  darf.     Analog  kann 


Y  dJr 

^''+'^dj;zi 


allgemein 


j         dJr  +  l  äx* 

dx^  " 

j  dJr-\-p  —  l  dx^ 


dxP 
gesetzt  werden. 

Satz  9 :  Kennt  man  von  den  in  Satz  8  erwähnten  Differential- 
invarianten  die  beiden  ersten  Jr—i  und  Jr,  so  kennt  man  sofort  alle.  Es 
darf  nämlich  gesetzt  werden  : 

j  dJr  j  dJr-^1 

oder  allgemein 

d»Jr 


j         dx^      _     dPJr 


dPJr-1  dPJr-X 

dxP 
1.  Beispiel:     Die  oo^  infinitesimalen  Transformationen:  Beispiele. 

die  aus  q,  xq,  x^q  linear  ableitbar  sind,  erzeugen,  wie  man  leicht 
bestätigt,  eine  dreigliedrige  Gruppe,  x  wird  nämlich  gar  nicht  trans- 
formiert, während  y  immer  um  {e^  -f-  e.^x  -\-  €o^x^)8t  wächst,  sodass 
die  erzeugten  endlichen  Transformationen  lauten : 
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^1  =  ^;     Vi  =  y  +  Ci  -{-  e.^x  +  e^x^, 

und  dies  ist  eine  Gruppe.  Ferner  ist  hier  (^,  xq)=^A),  (q,  x^q)^=^.Q, 
(xq,  x^q)  ^  0,  also  der  Hauptsatz  erfüllt.  Endlich  ist  r  =  3.  Um 
die  beiden  ersten  Differentialinvarianten  J^  und  Jg  zu  erhalten,  bilden 
wir  durch  dreimaliges  Erweitern  von  q,  xq,  x^q  die  Gleichungen: 


dy       ^' 

x'/       f,  =  0, 
dy        dy           ' 

x^^  —  2x  >,-,  —  2  ~r-, 
dy              dy            dy 

=  0 

Offenbar  ist  die  von  y"  freie  Jg  gleich  a;  zu  setzen  und  J^  gleich  y 

So  kommt: 

T  =  r      J  =  ti"      J  =  ^^  =  "'rv 
«^2 — *?     ''a  —  Vi    ^i —   ^^   — 


ix         y 


^h —    A^    — Vi  ^n  —  y    • 


dx 


Die  Differentialinvariante  J^   ist   nicht  von   zweiter,   sondern   nur  von 
O*«'^  Ordnung. 

2.  Beispiel:  Bei  der  dreigliedrigen  Gruppe  der  Bewegungen  fanden 
wir  in  §  3  des  4.  Kap.  die  Differentialinvariante : 


J. 


—      y 


(1  +  y'^)^ 
und  als  allgemeinste  invariante  Differentialgleichung  3.  0.  diese: 

wo  r  den  Krümmungsradius,  also  -,-,  und  ds  das  Bogenelement}/l  -f-«/"''rfa; 
bedeutet.     Also  ist  auch  5-  oder      J^  ,    d.    li.    —  ^r^  -5-^   Differential- 

Oi  S  — -. —  t/j       w  S 

invariante  dritter  Ordnung.    Da  Jg  selbst  schon  invariant  ist,  kann  also 

j  —dJ,_y"(l  +  y-^-dyy"-' 
'^^—  ds  —  (1  +  i/'T 

gesetzt  werden.     Nun  ist  nach  Satz  9 : 

d*J,  d^ 

j  dJn  dx'         1  dx* 


dJf  dJ^        ds 

dx         dx 
u.  s.  w. 


(— )' 

\dx/ 
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Schliesslich  soll   noch  erwähnt  werden,   dass   der  Hauptsatz   derDerHaupt- 

gatz  für  die 

Gruppentheorie  auch  für  die  projectiven  Gruppen  der  Geraden  gilt,  doch  projecuven 
können  wir  dies  nicht  wie  die  Übertragung  anderer  Sätze  in  der  zum>ier  Geraden. 
Schluss  des  7.  Kapitels  angegebenen  Weise   thun,   weil    sich    dadurch 
keine  projectiven  Gruppen  der  Ebene  ergeben  würden.    Wir  schliessen 
vielmehr  so : 

Jeder  r-gliedrigen  derartigen  Gruppe  Gr  entspricht  eine  r-gliedrige 
Untergruppe  Fr  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  der  Ebene, 
wie  an  mehreren  Stellen  des  Kap.  5  ausgeführt  wurde.     Ist 

Uif^  (Ci  —  '2aiX  —  hiX^)p 

eine  infinitesimale  Transformation  von  Gr,  so  ist  nach  der  Schluss- 
bemerkung des  Kap.  5: 

7;/"=  (ttiX  +  b,y)p  +  {CiX  —  aiy)q 

die  entsprechende  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  Fr.  Für 
letztere  aber  gilt  der  Hauptsatz.  Sind  also  V^f---  Vrf  (r  <,  3)  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe  Fr,  so  ist  jedes 


{rir,)=^scasVsf. 


Man  kann  sich  nun  durch  Ausrechnung  davon  überzeugen,  dass  die 
infinitesimale  Transformation  Uf  der  Gruppe  Gr,  welche  der  infinitesi- 
malen Transformation  (ViVk)  der  Gruppe  F  entspricht,  mit  (UiUk) 
identisch  ist.     Daraus  folgt  dann  sofort,  dass  auch 

r 

1 
sein  muss. 

Wenn    umgekehrt    U^f'-'Urfir^S)   unabhängige   infinitesimale 

projective  Transformationen  der  Geraden  sind,  für  die 

r 

1 
ist,  so  ist  auch  entsprechend 

r 

1 

d.  h.  Vif-  •  •  Vrf  erzeugen  eine  r-gliedrige  projective  Gruppe  Fr  der 
Ebene.  Ihr  entspricht  eine  r-gliedrige  projective  Gruppe  Gr  der  Ge- 
raden, welche  die  r  infinitesimalen  Transformationen  üj-  •  •  Urf  ent- 
hält und  also  von  ihnen  erzeugt  wird. 
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Natürlich  sind  hierbei  anter  Gruppen  immer  endliche  continuierliche 
Gruppen  mit  paarweis  inversen  Transformationen  zu  verstehen. 
Wir  können  also  sagen : 

Satz  10 :     Das  Theorem  22,  d.  h.  der  Hauptsatz  der  Gruppentheorie, 

gilt  auch  für  die  projectiven  Gruppen  der  Geradeti. 

Beispiel:  Beisviel .'     Als  Anwendung  hierzu  wollen  wir  die  früher  in  einer 

Gru^"^«!  Fussnote  (in  §  2  des  5.  Kap.)  versprochene  Bestimmung  der  Gruppen 

der Geradeu.(jgj.  Geraden  durchführen.    Die  dreigliedrige  Gruppe  ist  die  bekannte: 


p     xp     x^p 


Es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  ihrer  Untergruppen. 

Ist  Uf,  Vf  eine  zweigliedrige  Untergruppe  derselben,  so  sind  alle 
aUf-\-hVf  infinitesimale  Transformationen  dieser  Untergruppe,  und 
unter  diesen  giebt  es  offenbar  sicher  eine,  die  nur  einen  (doppelt- 
zählenden) Punkt  in  Ruhe  lässt. .  Durch  Ausführung  einer  passenden 
projectiven  Transformation  der  Geraden,  welche  die  Untergruppe  in 
eine  gleichberechtigte  verwandelt,  lässt  sich  diese  infinitesimale  Trans- 
formation, wir  wir  wissen,  in  p  überführen.     Es  seien  also: 

p,     Xp  -\-  (ixp  +  vx^p 

zwei  infinitesimale  Transformationen  der  Untergruppe.  Offenbar  darf 
A  =  0  gesetzt  werden.  Ferner  giebt  die  Klammeroperation  ^p-\-  2vxp. 
Diese  muss  sich  aus  den  beiden  obigen  linear  ableiten  lassen: 


Daher  ist 


fip  +  2vxp  ^  CiP  -f-  c^^fixp  -\-  vx^p). 


Ist  ^2  =}=  0,  so  ist  also  v  =  0  und  fi  =  0,  was  ausgeschlossen  ist. 
Polglich  muss  c^  =  0  sein,  also  auch  v  =  0,  so  dass  als  einziger 
Typus  kommt  —  da  dann  ^  =  1  gesetzt  werden  kann : 


p,     xp 


Die  Bestimmung  der  eingliedrigen  Untergruppen 


p 

xp 

geschieht  wie  früher.     (Vgl.  §§  l  u.  2  des  Kap.  5.) 
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Kapitel  10. 
Ourvenscharen ,  die  eine  Grnppe  gestatten.  —  Die  Dualität. 

Im  vorigen  Kapitel  haben  wir  Scharen  von  oo''  Curven  ins  Auge 
gefasst,  welche  eine  r-gliedrige  projective  Gruppe  gestatteten.  Doch 
geschah  dies  nur  in  Form  einer  gelegentlichen  Hülfsbetrachtung. 

Nunmehr  werden  wir  genauer  auf  Scharen  von  Curven  zu  sprechen 
kommen,  die  irgend  eine  —  also  nicht  gerade  notwendig  eine  pro- 
jective —  Gruppe  zulassen.  Alsdann  werden  uns  die  gewonnenen  An- 
schauungen zu  dem  für  die  projectiven  Gruppen  wichtigen  Begriff  der 
Dualität  führen. 


§  1.    Die  Gruppe  der  Parameter  einer  bei  einer  Gruppe  invarianten 

Curvenschar. 
Eine  Gleichung  »ci'ar  von 

*-'  oo»n  Curven. 

(I)  Sl(x,  y,  «1  •  •  a,„)  =  0, 

in  der  m  Parameter  a^-  •  am  auftreten,  stellt  unendlich  viele  Curven 
dar  und  zwar  gerade  oo"*  von  einander  verschiedene,  wenn  alle  m 
Parameter  wesentlich  sind.  Um  bei  vorgelegter  Gleichung  (1)  zu  ent- 
scheiden, ob  alle  Parameter  wesentlich  sind  oder  nicht,  setzen  wir  an: 

Sl{x,  y,  tti- '  a,n)  =  0 
und 

Sl{x,  y,  bi-  ■  &m)  =  0 

und  fragen  uns,  welche  Functionen  \  •  •  bm  von  «i  ■  •  a„i  allein  sein 
müssen,  damit  die  zweite  Gleichung  eine  Folge  der  ersten  wird  für 
jedes  X.  Zu  diesem  Zweck  werden  wir  aus  der  zweiten  Gleichung  ver- 
möge der  ersten  y  eliminieren  und  dadurch  eine  Relation 

W{X,    «1  •  •  ttm,    &i  •  •  bm)  ==  0 

erhalten,  die  wegen  der  Veränderlichkeit  von  x  in  eine  Anzahl  von 
Gleichungen  zerfallen  kann,  die  von  x  frei  sind.  Lassen  sich  alle  diese 
nur  durch 

und  keine  anderen  von  x  freien  Werte  der  b  erfüllen,  so  sind  alle  m 
Parameter  in  der  Curvenschar  (1)  wesentlich.  Ebenso,  wenn  es  zwar 
mehrere,  ja  sogar,  wenn  es  unendlich  viele  Wertsysteme  der  J^  •  •  fe„. 
giebt,  welche  die  Relationen  erfüllen,  wenn  nur  diese  Wertsysteme 
keine  continuierliche  Schar  bilden,  sondern  discret  verteilt  sind.    Bilden 
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sie  jedoch  eine  continuierliche  Schar,  so  siud  die  m  Parameter  nicht 
sämtlich  wesentlich,  weil  es  dann  eine  continuierliche  Schar  von 
Wertsystemen  a^  •  •  a^  giebt,  die  alle  ein  und  dieselbe  Curve  (1) 
liefern.  Solche  Scharen  von  Wertsystemen  werden  definiert  durch  ge- 
wisse Gleichungen: 

9>i  («1  •  •  «m)  =  «1»     •  •  9>fi  K  "  am)  =  (Xfi,     (ii  <  m), 
die  also  bei  bestimmter  Wahl  von   a^  •  •  a^<   alle  Wertsysteme  a^  •  •  a,n 
angeben,  denen  dieselbe  Curve  zukommt.     Mit  Hülfe  derselben  lassen 
sich    ft    Grössen   a,   sagen   wir   a^  •  •  «^i,    als   Functionen   der   übrigen 
a^+i  •  •  ttm  und  der  a^  •  •  a^j   darstellen,   sodass  ß  =  0  in  einer  Form: 

geschrieben  werden  kann,  die  nun  für  alle  Werte  von  a^j+i  •  •  a^  bei 
festgehaltenen  a^  •  -  a/^  dieselbe  Curve  darstellen  muss  und  mithin  frei 
von  a^+i  •  •  a,n  ist.  Unsere  Curvenschar  lässt  sich  alsdann  durch  eine 
Gleichung 

W(x,  y,  «1  •  •  a^,)  =  0 

darstellen,  die  nur  ^  (<  m)  Parameter  enthält. 
'^m&^n  -^^  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  in 

ausgeführt 
auf  eine    (1)  Sl{Xf   y,    ü^  •  ■  ttm)  =  0 

alle  m  Parameter  a^  '  '  um  wesentlich  seien.  Üben  wir  alsdann  auf  die 
Schar  der  oo"*  Curven  (1)  eine  vorgelegte  Punkttransformation 

(2)  x^  =  (Pix,  y),    y^  =  ^(a;,  y) 

aus,  so  geht  sie  über  in  eine  neue  Schar  von  oo"*  Curven,  deren 
Gleichung 

^iC^u  yu  a^-  -am)  =  0 

durch  Elimination  von  x  und  y  aus  (1)  vermöge  (2)  gewonnen  wird. 
Alle  diese  neuen  Curven  gehören  der  ursprünglichen  Schar  (1)  dann 
und  nur  dann  an,  wenn  sich  die  erhaltene  Gleichung  auch  so  schreiben 


Curven- 
schar. 


(3)  ^{^1}  2/i>  «/  •  •  «m)  =  0. 

Ä-lsdann  wird  jede  zu  einem  Wertsystem  a^  •  •  a«,  gehörige  Curve  (1) 
in  eine  bestimmte  Curve  (3)  übergeführt,  d.  h.  «/•  •  a„'  sind  gewisse 
Functionen  von  Oj  •  •  «^ : 

«1'=  ^i(«i   •  •  «m),       •  •  ■  Clm  =  A,n(ai  •  •  a,„) 

und  zwar  offenbar  von  einander  unabhängige  Functionen  von  ai--am. 
Die  Schar  (1)  von  00"'  Curven  gestattet  also  die  vorgelegte  Trans- 
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formation  (2)  oder  wird  durch  diese  in  sich  übergeführt  dann  und  nur 
dann,  wenn  es  solche  Functionen  A^  •  •  Am  von  a^  ■  •  a,n  gieht,  dass  die 
Gleichung  (1)  vermöge: 

(4)  a?!  =  (p(x,  y),  2/i  ==  il}(x,  y),  «/  =  A^ia^  •  •  a«),   •  ■  «,„  =  Am{a^  •  •  a„) 

in  die  Gleichung  (3)  übergeht,  wenn  also  die  Gleichung  (1),  aufgefasst 
als  Gleichung  zwischen  m  -\-  2  Veränderlichen  x,  y,  a^  •  •  am,  die  Trans- 
formation (4)  gestattet,  welche  x,  y,  a,  •  •  a^  in  x^,  y^,  a/  •  •  a^  ver- 
wandelt. 

Die  durch  Elimination  von  x,  y,  a^  ■  -  am  aus  (1)  vermöge  (4) 
hervorgehende  Gleichung  braucht  übrigens  nicht  direct  die  Form  (3) 
zu  haben,  sondern  ist  unter  Umständen  erst  umzuformen. 

Liegt  nun  nicht  eine  einzelne  Transformation   (2),   sondern    eine    onippe, 

.  ausgeführt 

r-gliedrige  Transformationsgruppe:  auf  eine 

Curven- 

(5)  a?!  ==  q){x,  y,  e^--  Cr),    «/i  =  t^(a;,  y,  e^--  Cr)  ""'"*'■• 

vor,  so  gestattet  die  Curvenschar  (1)  diese  Gruppe,  d.  h.  jede  Trans- 
formation der  Gruppe,  wenn  sich  für  jedes  Wertsystem  der  Constanten 
e^' '  Cr  solche  Functionen 

«i'  =  A^ (a,  • '  an^  '  •  '  am  =  Am{ai'  '  am) 

angeben  lassen,  wie  oben.  Im  allgemeinen  werden  dann  aber  die 
Ai  •  ■  Am  verschiedene  Functionen  sein  für  verschiedene  Wertsysteme 
Cj  •  •  Cr,  sie  werden  mit  anderen  Worten  auch  von  e^- '  Cr  abhängen. 
Also : 

Satz  1 :    Die  Schar  von  oo"*  Curven 

Sl{x,  y,  a^-  -ttm)  =  0 

gestattet  dann  und  nur  dann  die  r-gliedrige  Gruppe 

Xi  =  (p{x,  y,  e^'  ■  Cr),     2/i  =  il){x,  y,  e^-  •  Cr), 

wenn  es  solche  Fundioneti  A^  •  •  Am  von  «j  •  •  am  und  e^-  •  Cr  giebt,  dass 
die  Gleichung 

£l(x,  y,  a^'  ■  am)  =  0 

zwischen  den  m  -\-  2  Veränderlichen  x,  y,  a^-  •  am  alle  Transformationen: 

Xj_  =  <p(x,  y,  q  •  •  Cr),  yi  =  t(x,  y,  c^  •  •  Cr), 


[a^  =  Aj^icij. '  •  am,  e^  •  •  Cr),    •  •  •  am  ==  Amif^i  '  '  am,  e^  •  •er) 

dieser  m  -\-  2  Veränderlichen  mlässt. 

Beispiel:     Die  Schar  aller  cx>^  Kreise:  Beispiel. 

ix  —  aj'  -\-(y  —  a^f  +  «3  =  0 
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gestattet,  wie  geometrisch  einleuchtet,  die  zweighedrige  Gruppe  aller 
Translationen 

Xi  =  X  -j-  e^,     Vi  ^"^  y  ~T'  ^2' 

Zum  analytischen  Nachweise  suchen  wir  a/,  a./,  %'  so  als  Functionen 
von  «1,  «2'  ^3  ^^^  ^i>  ^2  2u  bestimmen,  dass 

(X^    —    «i7    +    (y,    —  «2')^    +    ffg'    ==    0 

oder 

(a?  +  ßi  —  a.'f  +  («/  +  ^2  —  «2')^  +  «3'  =  0 

eine  Folge  der  obigen  Kreisgleichung  wird  für  jedes  Wertepaar  x,  y. 
Es  kommen  die  Bedingungen ; 

(Zj  6y  =  üi)        d^  ^2  —  ^2>       ^3    —  ^3> 

d.  h. 

V  ==  ^1  +  ^U       «2'  =  <^2  +  ^2?       «3'  =  «3- 

Die  Kreisgleichung: 

{x  —  «1)2  -\-  (y  —  a^y  +  %  =  0 

gestattet  demnach  in  der  That  die  Transformationen : 

Xi=  X  -];-  e^j      yi  ^"^  y  'IT  ^21       %    =  ^1     I     ^1  >       %    =  ^2  ~r  ^2  >       %    "^^  ^3 ) 

die  eine  einfache  geometrische  Deutung  haben. 

Die  Gleichungen  (6)  stellen  sicher   cx)'"  verschiedene   Transforma- 
tionen dar,   da  schon  die  beiden  ersten  Gleichungen  00''  verschiedeue 
Transformationen  ausdrücken. 
Transfer-  Fcmer  stcllcn  die  Gleichungen 

mationen 
Parameter.  \*  )  ^i  -^1  V^l  *  '  ^mf    ^i  '  '  ^r)  j       '  '  '  (^m  -"»il/^l  '  '  ^ot  >    ^i  *  '  Cr) 

für  sich  eine  Schar  von  Transformationen  von  a^  •  •  a«  in  a^'  •  •  a,„  dar, 
allerdings  nicht  gerade  notwendig  auch  oo*"  verschiedene,  sondern  mög- 
licherweise weniger.  Charakterisieren  wir  eine  einzelne  Curve  (1)  durch 
ihr  Wertsystem  a^  •  •  um,  so  geben  die  Gleichungen  (7)  an,  in  welche 
Curve  («/•  •  um)  die  Curve  («j  •  •  um)  durch  die  Transformation  (5)  der 
Gruppe  übergeht,  welche  alle  oo"*  Curven  unter  einander  vertauscht. 
Wir  wollen  diese  Transformationen  (7)  symbolisch  mit  Se,  SJ  ■  •  • 
bezeichnen,  sodass  Sg  die  zu  e^  •  •  ßr,  S^f  die  zu  e/  •  •  e/  gehörige  be- 
deutet. Andererseits  seien  Tg,  T«-  •  •  •  die  Transformationen  der  vor- 
gelegten r-gliedrigen  Gruppe  (5).  Zu  jeder  Tg  gehört  dann  eine  ganz 
bestimmte  Sg.  Führen  wir  Tg  auf  alle  Punkte  der  Ebene  aus,  so  heisst 
dies  analytisch,  es  wird  die  Transformation  Sg  auf  die  Grössen  %  •  •  «,„ 
oder  auf  die  oo"*  Curven  («i  •  •  a„j)  ausgeführt. 
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Da  die  Tg,  T^'  •  •  •  eine  Gruppe  bilden,  so  ist: 

und  hier  bedeuten  e^  •  •  £r  gewisse  Functionen  von  Cj  •  •  e^  und  e/  •  •  e/. 
Wenn  T«,  Tg'  nach  einander  ausgeführt  werden,  so  kommt  dies  darauf 
hinaus,  dass  Sg,  Sg'  nach  einander  auf  die  Curven  (a^  •  ■  a,„)  ausgeübt 
werden.  Die  Aufeinanderfolge  deckt  sich  geometrisch  damit,  dass  Ts 
auf  alle  Punkte  oder  also  S^  auf  die  Grössen  a^  ■  •  a,n  ausgeführt  wird. 
Es  ist  daher  auch  ^ 

Sg  Sg'  ==  Si , 

mit  anderen  Worten:     Die  Transformationen  (7)  bilden  eine  Gruppe  in    Gruppe 
den  m  Veränderlichen  a.  •  •  am*).  Transforma- 

^  ■'  tionen  der 

Sie  enthält  die  Parameter  e^  •  •  er,  die  —  wie  schon  bemerkt  —  in  Parameter. 
ihr  nicht  sämtlich  wesentlich  zu  sein  brauchen.  Wir  können  uns  eine 
begriffliche  Vorstellung  von  dieser  Gruppe  (7)  machen,  wenn  wir  nicht 
die  c»^  Punkte  (rr,  y)  der  Ebene,  sondern  die  oo»*  Curven  (a^  •  •  am) 
der  Schar  (1)  als  Individuen  auffassen  (sie  etwa  in  einem  Raum  von 
m  Dimensionen  durch  die  Punkte  mit  den  Coordinaten  a^  •  •  a«  ab- 
bilden). Die  Transformationen  (7)  geben  dann  an,  wie  diese  Indivi- 
duen bei  der  Gruppe  (5)  unter  einander  vertauscht  werden.  Dass  sie 
eine  Gruppe  bilden,  erscheint  dann  ziemlich  selbstverständlich.  Da 
nun  aus 

TgTg=l 

folgen  würde,  dass  SgSi  die  Curven  gar  nicht  transformierte,  d.  h. 
ttj  •  •  «m  uugeändert  Hesse,  so  ist  dann  auch 

Sg  Sg  =  1 
zu  setzen.     Wir  sagen  nun: 

Satz  2:     Gestattet  die  Schar  von  oo"'  Curven 

^{x,  y,  a^-  ■  am)  =  0 
die  r-gliedrige  Gruppe 

x,=^(p{x,y,e^--er),     y^  =tl>{x,  y,  e^- -  er) 

mit  paarweis  inversen  Transformationen,  und  führt  die  allgemeine  Trans- 
formation (ßj  •  •  er)  der  Gruppe  die  Curve  (a^  •  •  am)  in  die  Curve 
(a,'  •  •  a„i)  über,  so  sind  a^  •  •  am  gewisse  Functionen  A^  •  •  Am  von  r/,  •  •  a,„ 
und  e^  '  ■  Cr,  und  die  Gleichungen 

«l'=  Ai  (tti  •  •  am,    ei  •  ■  Cr),       •  •  •  am  =  ^m(«i  •  •  dm,    G^  •  •  €,) 


*)  Wir  halten  zwar  Gruppen  in  m  Veränderlichen  noch  nicht  eingeführt,  es 
wird  aber  die  hier  betrachtete  Gruppe  durch  die  obigen  Überlegungen  genügend 
definiert. 
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stellen  eine  höchstens  r-gliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Trans- 
formationen in  den  m  VeränderlicJien  a^  •  •  am  dar. 
Ferner  bilden  dann  die  Gleichungen: 

Xi  =  <p(x,  y,  e^-'  Cr),    yi  =  t{x,  V,  e^  ■ '  er), 
«1'==  -4i(ai  '  •  ttyn,  e^-  ■  er),     •  •  ■  a,n  =  A,n{a^  •  ■  am,  e^  ■  •  c,.) 

ebenfalls  eine  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformatiomn  und  zwar 
eine  r-gliedrige  in  den  m  -\-  2  Veränderlichen  x,  y,  a^  ■  •  a^. 

Das  zuletzt  Gesagte  ist  leicht  einzusehen  und  braucht  wohl  hier 
nicht  noch  bewiesen  zu  werden.  Es  folgt  ja  unmittelbar  aus  der  ana- 
lytischen Fassung  des  Gruppenbegriffes. 

Wir  nennen  die  Gruppe  (7)  der  a^  ■  •  ar  die  Gruppe  der  Farameter 
der  bei  (5)  invarianten  Curvenschar  (1). 
Beispiele.  1.  Bcispicl .'     Wir  führten  oben  auf  die  Kreisschar 

{x  —  aj^  +  (2/  —  a^f  +  ttg  =  0 
die  zweigliedrige  Gruppe 

x^  =  x-\-e^,    2/i  =  «/  +  ^2 
aus  und  erhielten: 

öj    =  öj  -{-  e^j       0^2    '^^  ^2  "T    ^2)       %    ^^^  ^3* 

Offenbar  stellen  diese  Gleichungen  eine   zweigliedrige  Gruppe  in  den 
Veränderlichen  a^,  a^,  a^  mit   den  Parametern  e^,  e^  dar.     Auch   die 
Gleichungen : 
a;,  =  aj  +  ^1,     ^1  =  2/  +  ^2,     a/  =  «i  +  e^,     a^  =  a^ -{■  e^,     a^  =  «g 

bilden  eine  zweigliedrige  Gruppe  in  den  Veränderlichen  x,  y,  a^,  «g,  Og. 
2.  Beispiel:     Die  Schar  aller  cx)^  Kreise  mit  dem  Radius  1: 

{x  -  a,r  .\-{y-a.;f-\=() 

bleibt    offenbar    invariant    bei    der    dreigliedrigen    Gruppe    aller   Be- 
wegungen : 

Xi  =  X  cos  Ci  —  y  sin  e^  -j-  e^,     Vi  =  oc  sin  Ci  -\-  y  cos  ^i  +  Cg. 
Hier  ergiebt  sich,  wie  der  Leser  ausrechnen  möge, 

a/  =  a^  cos  «1  —  ttg  sin  e^  -\-  e^,     a^  =  a^  sin  e^  -{■  %  cos  e^  •\-  e^. 

Diese  Gleichungen  bilden  offenbar  eine  Gruppe,  denn  sie  haben  genau 
die  Form  der  Gruppe  der  Bewegungen. 

5.  Beispiel:     Die  Schar  der  oo^  Parabeln 
y^  —  a^x  —  «2  =  0 
gestattet  alle  Transformationen  der  dreigliedrigen  Gruppe 
Xi  ==  eiX  -\-  ^2,     yi  =  Cgt/, 
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denn  man  kann  «/,  «/   so   als  Functionen  von  %,  «g;  ^i>  ^2?  ^3    b^" 
stimmen,  dass 

2/1^  —  a/a^i  —  a/  =  0 
oder  also 

^aV  —  «/(eio;  +  e^)  —  <  =  0 
ist  vermöge  y^  ==  «^a;  +  a^.     Es  kommt  nämlich: 

e^ay  —  a^Cy  =  0,     e^a^  —o^e^  —  a^  =  0, 


also: 


'  ■  3  '  2  2     3 


Es   ist  dies    eine    dreigliedrige  Gruppe  in  den   beiden  Veränderlichen 

Im  Anschluss  hieran  sei  ein  Satz  eingeschaltet,  der  erst  später 
benutzt  werden  wird:  Liegt  eine  Schar  von  00^  Curven  vor,  so  haben 
wir  in  Satz  2  nur  eine  Gleichung 

a  =  Ä(a,  e^  . .  er). 

Geben  wir  a  einen  bestimmten  Wert,  d.  h.  wählen  wir  eine  Curve  aus, 
und  setzen  wir  dann  a  =  a,  so  liegt  eine  Gleichung  zwischen  Cj  . .  e,. 
vor.  Jede  Transformation  der  gegebenen  Gruppe,  der  solche  Werte 
e^  .  .Cr  zugehören,  die  dieser  Gleichung  genügen,  führt  die  ausgewählte 
Curve  in  sich  über.  Die  obige  Gleichung  bestimmt  aber  oo*"""^  Wert- 
systeme (e^  .  .  ßr).  Also  gestattet  eine  einzelne  Curve  der  Schar  von 
00^  Curven  sicher  mindestens  oo''~'^  Transformationen  der  Gruppe. 

Also  können  wir  sagen : 

Satz  3:  Gestattet  eine  ScJiar  von  00^  Curven  der  Ebene  eine  r-glie- 
drige  Gruppe  der  Ebene,  so  bleibt  jede  einzelne  Curve  der  Schar  bei  min- 
destens oo'"""^  Transformationen  der  Gruppe  invariant. 

Wie  gesagt,  werden  wir  diesen  Satz  erst  später  anwenden. 

Jeder  Transformation  T  der  r-gliedrigen  Gruppe  (5)  entspricht 
eine  bestimmte  Transformation  der  Gruppe  (6)  und  umgekehrt.  Hieraus 
ziehen  wir  einen  Schluss:  Wir  wissen,  dass  die  oo'"  Transformationen 
der  Gruppe  (5)  sich  in  cx)''~^  eingliedrige  Untergruppen  anordnen 
lassen.  Den  00^  Transformationen  einer  dieser  eingliedrigen  Gruppen 
entsprechen  gewisse  00^  Transformationen  der  Gruppe  (6)  und  diese 
müssen  ebenso  wie  jene  eine  eingliedrige  Gruppe  bilden,  d.  h.  sie inf.  Transf. 
werden  von  einer  infinitesimalen  Transformation  erzeugt.  und 

Es  besitzt  demnach  die  Gruppe  (6)  auch  oo''""^  infinitesimale 
Transformationen,  die,  wie  man  sofort  sieht,  sämtlich  von  einander 
verschieden  sind.     Wenn  nämlich 

Lio,  Continuierliche  Q^uppen.  16 
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Uif=  |i(a;,  y)p  +  riiix,  y)q 

r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe 
(5)  sind,  so  erteilen  die  entsprechenden  r  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Vif  der  Gruppe  (6)-  in  den  Veränderlichen  a;,  y,  a^  .  .  am  den 
beiden  ersten  dieser  Veränderlichen,  nämlich  x,  y,  dieselben  Incremente 
wie  die   TJif.     Es  hat  daher  Vif  die  Form : 

Vif=  liix,  y)j^  +  ni(x,  y)^-\-  ccn{ai  • .  «m)^  + 

A.  f  \    ^f 

(i  =  l,  2  ..r). 

Hier  sind  die  Functionen  a,i  .  .  cc/m  frei  von  x,  y,  wie  sofort  aus  der 
Form  der  Gleichungen  (6)  erhellt.     Weil  nun  keine  Relation 

-SConst.  Uif=0 
besteht,  so  besteht  auch  keine  Relation 

2:Const.  f;/=o. 

Vif.  . .  Vrf  sind  demnach  auch  von  einander  unabhängig.  Mithin  giebt 
es  oo^~^  verschiedene  infinitesimale  Transformationen  2  Const.  Vif 
welche  der  Gruppe  (6)  angehören. 

Andererseits  ist   auch   klar,   dass   die  Gruppe  (6)  nicht  mehr  in- 
finitesimale Transformationen  enthält  als  die  Gruppe  (5).     Sie  enthält 
also  gerade  oü'"~^. 
Be-  Die  infinitesimalen  Transformationen  Vif  der  Gruppe  (6)  müssen 

für  die    natürlich  die  Gleichung 

inf.  Transf. 
u^Param^'  ^{x,    «/,    «1  •  •  «m)  =  0 

invariant  lassen,  der  Function  ü  also  Incremente  erteilen,  die  vermöge 
il  =  0  verschwinden.     Es  muss  daher 

/o\  TT- r»  k    ^^    I  ^^    I  SSI    .  .  dSl         ^ 

(8)  F;ß=:i-^  +  7?,^g~  +  aag^  +  --  +  «,.^  =  0 

(i=l,  2..r) 

sein  vermöge  Sl  ==  0.     Wie  man  diese  Bedingungen  verwerten  kann, 
um  die  a,i . .  «»«,  d.  h.  die  Vif  zu  berechnen,  soll  zunächst  an  einem 
Beispiel  gezeigt  werden. 
Beispiel.  Beispiel:     Die  Parabelschar 

y^  —  a^x  —  a2  =  0 
gestattet,  wie  oben  bemerkt  wurde,  die  dreigliedrige  Gruppe 
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(5')  x^  =  e^x  +  62,    1/1  =  e^y. 

Hier  ergab  sich  als  Gruppe  (6)  diese: 

(60  a^i  =  e^x  +  62,    2/1  =  ^3«/,     a/  =  ^  «i ,     «/  =  ^^«2  —  ^  «1  • 


(5')   giebt   U^f  und   also  (6')   das  zugehörige  V^f,  wenn  e^=  \  -\-  öt, 
«2  ==  0,  %  =  1  gesetzt  wird,  in  der  Form: 

U^f  geht   aus   (5')   und  V^f  aus   (6')    hervor,    wenn    c^  =  1,    ^2  =  ^^> 
63  =  1  angenommen  wird  : 

Endlieh  ergeben  sich   U^f  und  V^f,  wenn  e^  =  1,  e^  =  0,  63  =  1  +  ^^ 
gesetzt  wird :  , 

Vif,  V^f,  V^f  hätten  wir  aber  auch  aus   Uif,  U^f,  ü^f  so  berechnen 
können :    Zunächst  ist  hier : 

Ist  ferner  ein  Vf: 

^/■=li^  +  ^«  +  «x^  +  «2^, 
so  würde  (8)  ergeben,  dass 

—  «il  +  ^yr}  —  xa^  —  «2  =  0 

sein  müsste    vermöge  y^  =  a^x  -{-  a2.     Nun  ist   zur  Berechnung  von 
Fj/"  wegen  U^f^xp  zu  setzen:  ^^x,  rj^O,  sodass  kommt: 

—  («1  +  «1)^  —  «2  =  0. 

d.  h.  «1  =  —  öj,  «2  =  0.     Vf  nimmt  daher  die  obige  Form: 

an.     Wegen   U^f^p  ergiebt  sich  für  72/"  aus  ^^1,  ij^O  die  Be- 
dingung : 

—  a^  —  Uj^x  —  «2  =  0, 

also  «1  =  0,   «2  =  —  ^1)  sodass 

wird.     Endlich  aus   U^f^yq  oder  §  ^  0,  rj^y  folgt  für  V^f: 

2y^  —  a^x  —  «2  =  0 
oder: 

16* 
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2{aiX  +  cii)  —  '^i^  —  ^2  =  ö> 
d.  h.  «1  =  2fl'i,  «2  =  2^2  und  somit  auch 

Nachwew,  jjg  ^^^  jj^jj  cinzuselien,  dass  wie  in  diesem  Beispiel  stets  die  Be- 

dass  die  Be-  '  ^ 

hi^Scheu  dingungen   (8)   vollständig   hinreichen    zur    Berechnung    der    Vif  oder 

CCii  .  .  CCijfi. 

In  der  That,  zunächst  ist  es  infolge  unserer  früheren  Über- 
legungen sicher,  dass  es  Functionen  ccn  .  .  Uim  von  a^  .  .  ttm  allein  giebt, 
welche  die  Forderung  (8)  erfüllen  vermöge  iß  =  0.  Hierbei  wird 
natürlich  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  ß  =  0  so  geschrieben  ist, 
dass  nicht  alle  Differentialquotienten  von  5i  nach  x,  y,  a^.. a„i  vermöge 
Sl  =  0  verschwinden,  dass  also  Sl  =  0  etwa  in  der  aufgelösten  Form 

il^y  —  G}(x,  «1  . .  ttm)  =  0 
vorliege,  in  der  j—  ^  1  =f=  0  ist.      Existierten    mehrere  Wertsysteme 

von  «a  .  •  o^im  (bei  ein  und  demselben  «),  welche  die  Bedingung  er- 
füllten, etwa  «ti  .  .  Uirn.  und  an  ■  •  ccim,  so  wäre: 

j.  aß  ,      aß  ,  _   aß  ,       ,  _    aß      ^ 

'    aa;    '     '    oy    '  oa^    '  '  e^a^ 

vermöge  ü  =  0,  also  auch : 

(9)  («n  —  äa)  g^  H h  (ß/nj  —  ä,w)  g^  ==  0 

vermöge  ß  =  0.  Denken  wir  uns,  was  ohne  Einfluss  auf  das  End- 
ergebnis ist,  iß  ==  0  in  obiger  aufgelöster  Form  vorgelegt,  so  ist 
sicher  (9)  ganz  frei  von  y.  Da  nun  iß  =  0  nur  y  durch  x,  a^  .  .  a,n 
ausdrückt,  so  muss  also  (9)  nicht  nur  vermöge  ü  =  0,  sondern  schon 
an  sich  identisch  bestehen,  iß  wäre  also  eine  Function  von  x,  y  und 
den  m —  1  Lösungen  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

(an  —  ccii)  ^  -\ h  («;,„  —  äi,n)  j^  =  0, 

d.  h.  in  iß  würden  nicht  alle  m  Parameter  a^  . .  a^  wesentlich  sein, 
indem  sie  nur  in  w  —  1  Functionen  in  .ß  vorkämen. 

Dies  aber  widerspricht  der  Voraussetzung.  Der  Widerspruch  löst 
sich  nur  dann,  wenn  an  ^  ä,i,  •  •  ««m  ^  «im  ist,  d.  h.  wenn  sich  aus 
der  Bedingung  (8)  (bei  dem  bestimmten  i)  nur  ein  Wertsystem 
«,1 . .  a,„,  oder  also  nur  ein  Symbol  F,/  ergiebt. 
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Die  Bediugungen  (8)  reichen  daher  in  der  That  völlig  aus  zur 
Bestimmung  der  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  (6). 

Man  möge  diese  Methode  zur  Bestimmung  der  infinitesimalen 
Transformationen  Vif  in  den  oben  angegebenen  Beispielen  anwenden. 
Wir  geben  hier  noch  ein  neues : 

Beispiel :     Die  Schar  aller  oo^  Geraden :  Beispiel. 

iß  ^  a^x  -{-  a^y  —  1  =  0 
gestattet  die  Gruppe  aller  Bewegungen,  bei  der 

UJ  =  p,     ÜJeee  q,      UJ=  yp  —  xq 
ist.     (Siehe  §  3  des  4.  Kap.)     Hier  bestimmt  sich  V^f  aus: 

vermöge  ü  =  0.     Setzen  wir  hierin 

1  —  üiX 

ein,  so  kommt 

«102  ~\~  0^11  «2^  "f"  ^12   —   «12^1^  =  0, 

d.   h. 

^12^1    2 

«12  =  «i«2  7        "u ^j^  —  %  ; 

sodass 

-^  f df  2  ^jf_  ^f 

wird.     Analog  ist: 

T;-     j. df  df  2      ^f 

Für  V^f  fordern  wir,  dass 

Fgiß  =  a^y  —  a^x  +  «31  a;  -f-  a^^y 

vermöge  iß  ==  0  verschwinden  soll.    Da  ii  ==  0  nicht  homogen  in  x,  y 
ist,  so  geht  dies  nur  dann,  wenn 

«31  =  «2  7       ^Zi  ^  %  j 

also 

Tr  ^—       ^f  df     ,  df  df 

Fof  =  2/ö^  —  ^ö — h«2  5 %ä— 

ist. 

Um  eine  Anwendung  hiervon  zu  machen,  wollen  wir  einmal  alle 
Functionen  0  von  x,  y,  a^,  a^  suchen,  welche  bei  der  gefundenen 
Gruppe  Fl/",  V^f,  V^f  invariant  bleiben.  Da  diese  Gruppe  in  lauter 
eingliedrige  Untergruppen  zerfällt,  die  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen erzeugt  werden,  so  ist  hierzu  notwendig  und  hinreichend,  dass 
0  invariant  bleibe  bei  den  drei  gefundenen  infinitesimalen  Transfor- 
mationen.    Wir  fordern  also,  dass  identisch  sei: 
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a^        a*   ,        a$  ^*     n 

Dies  ist  ein  dreigliedriges  vollständiges  System  in  vier  Veränderlicheü 
(vgl.  §  1  des  9.  Kap.)  und  besitzt  also  nur  eine  unabhängige  Lösung  0. 
Nach  der  ersten  Gleichung  ist  0  eine  Function  von  y  und 


«2    ' 

1 

allein,  sodass  die  zweite  wird: 

a* 

dy 

also  0  eine  Function  von 

^=^'     i^  =  ^  +  A^  = ^^ 

allein  ist.     Die  letzte  Gleichung  wird  somit: 

0  ist  daher  nur  eine  Function  von 

"        «1  a;  4-  «a  2/  —  1 


<P  = 


yi-^l'  l/«i*4-aj' 


Diese  Invariante  hat  eine  einfache  geometrische  Bedeutung:  Sie  stellt 
den  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  (x,  y)  von  der  beliebigen  Ge- 
raden 

a^x  -\-  a.2y  —  1=0 

dar,  der  natürlich  bei  jeder  Bewegung,  an  der  Punkt  und  Gerade  teil- 
nehmen, ungeändert  bleibt. 


§  2.     Princip  der  Dualität. 

Wir  werden  jetzt  insbesondere  die  Schar  aller  Geraden  der  Ebene, 
die  ja  bei  projectiven  Transformationen  unter  einander  vertauscht 
werden,  beliebigen  projectiven  Transformationen  unterwerfen.  Da- 
durch werden  wir  zum  wichtigen  Begriff  der  Dualität  geführt  werden, 
der  in  der  projectiven  Geometrie,  also  auch  in  der  Theorie  der  pro- 
jectiven Gruppen  eine  grosse  Rolle  spielt. 
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Betrachten  wir  eine  projective  Transformation  dercS'. 

I     T  1  '  I     1,  I  bei  proiect. 

Sie  führt  die  00^  Geraden 

(11)  ux-\-vy-}-l=0 

der  Ebene  in  einander  über.  Die  einzelnen  Geraden  der  Schar  werden 
bestimmt  durch  die  Parameter  u,  v.  Diese  Coefficienten  heisseu  be- 
kanntlich die  Liniencoordinaten  (in  engerem  Sinne)  der  Geraden  (11). 
Sie  sind  die  reciproken  negativen  Werte  der  Abschnitte  der  Geraden 
auf  den  Coordinatenaxen. 

Bei  der  Transformation  (10)  gehe  die  Gerade  (11)  in  die  Gerade 
(wj,  v^)  oder 

(12)  MiiCi  +  «^i2/i  +  1=0 

über,  Mj,  Vi  sind  dann  gewisse  Functionen  der  ursprünglichen  Para- 
meter w,  V  und  der  Coefficienten  von  (10).  Um  sie  zu  berechnen, 
lösen  wir  (10)  nach  x,  y  auf,  wodurch  sich  bekanntlich  ergiebt  (vgl. 
§  3  des  1.  Kap.) : 

^  —  G,x,  +  C^t/,  +  (73'      y         G,x,  +  G,y,  +  C,  > 

und  setzen  diese  Werte  in  (11)  ein.     Die  Gerade  (11)  geht  also  über 

in  die  Gerade : 

u{A,x,^A,y,  +  A,)  +  v{B,x,  +  JB,y,  +  B,)  +  (C,x,^C,y,^G,)^0 

oder: 

y^"^)  A,u  +  B,v  +  C3  ^1  ^^  A,u  +  B,v  ^Cj^^  ^        ^• 

Ai,  Bi,  Gi  bedeuten  die  zweireihigen  ünterdeterminanten  der  Deter- 
minante 2r+ai&2^3  hinsichtlich  a,-,  &,-,  c». 

Die  Liniencoordinaten  u^,  v^  der  neuen  Geraden  (12)  oder  (12') 
haben  hiernach  die  Werte : 

(^^\  „   _  A^  +  ^i^+  fi       .,  _A^  +  -B2«  +  Gt 

Bei  der  projectiven  Transformation  (10)  werden  folglich  die  Linien- 
coordinaten w,  V  ebenfalls  projectiv  —  allerdings  mit  anderen  Coeffi- 
cienten —  transformiert,  denn  m^,  v^  sind  linear  gebrochene  Functionen 
von  M,  V  mit  demselben  Nenner. 

Die  Transformation  (13)  sagt  aus,  wie  die  Geraden  (u,  v)  bei  der 
Punkttransformation  (10)  unter  einander  vertauscht  werden.  Geraden, 
die  sämtlich  durch  einen  Punkt  (a?,  y)   gehen,   werden  selbstverständ- 
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lieh  iu  Geraden  übergeführt,  die  ebenfalls  sämtlich  durch  einen  Punkt 
(Xi,  yi)  gehen,   d.  h.  Strahlenbüschel   gehen    in    Strahlenbüschel  über. 

TÜnT^d^r  ^^^  kann  nun  allgemein  fragen,  wie  überhaupt  eine  Transforma- 

Geraden,  +Jqjj  der  Geraden  unter  einander,  d.  h.  eine  Transformation  der  Linien- 

die  Büschel  ' 

in  Büschel  ßQQj,(jjj^g^l;gjj   ^,     ^   bcschafPen    sein    muss,    wenn    Strahlenbüschel    stets 

überfuhren.  '  ' 

wieder  in  Strahlenbüschel  übergehen  sollen.  Diese  Frage  wollen  wir 
rein  analytisch  formulieren:  Wenn  eine  Gerade  (u,  v)  durch  einen 
bestimmten  Punkt  {x,  y)  hindurchgehen  soll,  so  ist  dazu  notwendig 
und  hinreichend,  dass 

iix  -{-  vy  -\-  1  ==  0 

sei.  Alle  Geraden  {ii,  v)  also,  welche  durch  den  Punkt  {x,  y)  hin- 
durchgehen, werden  durch  vorstehende  Gleichung  definiert.  So  giebt 
überhaupt  jede  lineare  Gleichung  zwischen  n,  v: 

au  -\-  ßv  -\-  y  =  0 
alle  Geraden   (u,  v)   durch   einen   gemeinsamen   Punkt    mit    den   Coor- 
dinaten  x  ==  —  und  y  =  —• 

Wir  fragen  mithin  nach  allen  Transformationen  von  u,  v  in  «<, ,  v^, 
hei  denen  eine  lineare  Gleichung  zwischen  u,  v  wieder  in  eine  lineare 
Gleichung  zwischen  u^,  v^  übergeht. 

Nun  haben  wir  früher  bewiesen  (siehe  Theorem  2,  §  3  des  2.  Kap.), 
dass  diejenigen  analytischen  Transformationen  der  Punkte  (x,  y)  in 
Punkte  (xi,  y^),  bei  denen  Geraden  in  Geraden,  d.  h.  jede  lineare  Glei- 
chung zwischen  x,  y  wieder  in  eine  lineare  Gleichung  zwischen  x^,  y^ 
übergeht,  eben  die  projectiven,  die  von  der  Form  (10)  sind.  Die  rein 
analytische  Definition  dieser  Transformationen  stimmt  mit  der  Defini- 
tion der  gesuchten  Transformationen  völlig  überein  bis  auf  eine  andere 
Bezeichnung  der  Veränderlichen.     Daher  ergiebt  sich  sofort  der 

Satz  4:  Die  allgemeinste  analytische  Geradentransformation,  welche 
Strahlenhüschel  wieder  in  Strahlenbüschel  überführt^  hat  die  projective 
Form : 

Die  Übereinstimmung  dieser  Form  mit  der  Form  (13)  lehrt,  dass 
bei  projectiven  Punkttransformationen  die  Geraden  der  Ebene  schon  in 
allgemeinster  Weise  so  unter  einander  vertauscht  werden,  dass  Strahlen- 
büschel in  Strahlenbüschel  übergehen. 

Satz  5:  Die  allgemeinste  Geradentransformation,  welche  Strahlen- 
büschel in  Strahlenbüschel  überführt,  wird  erhalten,  wenn  die  allgemeinste 
projective  Punlcttransform^tion  auf  die  PunJcte  aller  Geraden  ausgeführt  wird. 
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Der  hier  bewerkstelligte  Übergang  von  einem  geometrischen  Satze ^^°^\?^jfj®' 
durch   seine    analytische    Fassung    hindurch    zu    einem   neuen   geome- 
trischen   Satze    ist   ein   Ausfluss   aus  dem   Principe  der  Dualität^   das 
darin  seinen  Urspruug  hat,  dass  die  Gleichung 

ux  -\-  vy  -\-  1  =  0 

zwei  wesentlich  verschiedene  Deutungen  zulässt,  je  nachdem  u,  v  oder 
X,  y  fest  angenommen  werden.  Diese  Gleichung  giebt  bei  festen  u,  v 
alle  Punkte  (x,  y),  welche  auf  einer  Geraden  liegen,  also  eine  gerade 
Punktreihe,  während  sie  bei  festen  x,  y  alle  Geraden  {ii,  v)  definiert, 
welche  durch  einen  Punkt  gehen,  also  ein  Strahlenbüschel. 

Man  kann  hieraus  seh  Hessen,  dass  jeder  Satz,  der  nur  von  der 
gegenseitigen  Lage  gewisser  Punkte  und  Geraden  handelt,  sofort  einen 
neuen  Satz  liefert,  wenn  man  in  ihm  Punkt  mit  Gerade  vertauscht, 
dabei  aber  vereinigt  liegende  Punkte  und  Geraden  durch  ebenfalls  ver- 
einigt liegende  Geraden  und  Punkte  ersetzt.  Ein  Beispiel  hierzu  ist 
der  Satz  des  Desargues.,  nach  welchem  bei  zwei  Dreiecken,  deren  ent- 
sprechende Eckpunkte  auf  drei  durch  einen  Punkt  gehenden  Geraden 
liegen,  die  Schnittpunkte  entsprechender  Seiten  in  einer  Geraden  ge- 
legen sind.  Die  Anwendung  des  angedeuteten  Principes  des  Dualität  * 
lehrt  hier  sofort,   dass   auch   die  Umkehrung  dieses  Satzes  richtig  ist. 

Analytisch  drückt  sich  ein  Satz,  der  von  der  gegenseitigen  Lage 
von  Punkten  und  Geraden  handelt,  durch  ein  System  von  Gleichungen 
zwischen  gewissen  Punkten  (x,  y)  und  gewissen  Geraden  (u,  v)  aus. 
Will  man  ihn  vermöge  des  Principes  der  Dualität  umwandeln,  so  hat 
man  nur  überall  Punkt-  und  Liniencoordinaten  zu  vertauschen,  mit 
anderen  Worten,  die  Transformation 
(14)  «1  =  x,    v^  =  y,    x^  =  u,    y^^v 

auf  die  Coordinaten  x,  y,  u,  v  auszuführen  und  alsdann  die  neuen 
Gleichungen  geometrisch  zu  deuten. 

Diese  Überführung  (14)    von   Punkten   und   Geraden    in   einander 
ist  keine  Punkt-  oder  Geradentransformation.     Wir  bezeichnen  sie  als 
die  specielle  Dualität  B.     Sie  ist  eines  der  einfachsten  Beispiele   von  specieiie 
solchen  Operationen,  die  Berührungstransformationen  heisseu.     Dies  zu 
erläutern,  ist  jedoch  hier  nicht  der  Platz. 


§  3.     Die  allgemeine  Dualität. 

Wir  können  leicht  einsehen,  dass  die  Gleichungen  (14)  nur  einen 
speciellen  Fall  einer  allgemeineren  Operation  darstellen,  welche  eben- 
falls Punkte  {x,  y)  und  Geraden  {u,  v)  in   resp.  Geraden   (u^,  v^)  und 


250  Kapitel  10,  §  3. 

Punkte  (a?!,  f/i)  verwandelt  und  auch  vereinigte  Punkte  und  Geraden 
in  vereinigte  Geraden  und  Punkte  überführt,  also  Sätze  der  genannten 
Art  in  neue  Sätze  verwandelt.  Zu  dem  Zweck  fragen  wir  nach  der 
allgemeinsten  analytischen  Transformation  von  x,  y,  u,  v  in  Wj,  Vj,  x^,  y^: 

Ml  =  (p{x,  y),    Vi  =  t(;{x,  y),    x^  =  q(u,  v),    y^  =  0(u,  v), 

welche  erstens  alle  Punkte  {x,  y)  einer  Geraden  in  Strahlen  (ii^,  v,) 
eines  Büschels,  zweitens  alle  Strahlen  (ti,  v)  eines  Büschels  in  Punkte 
(Xi,  2/i)  einer  Geraden  und  drittens  vereinigt  liegende  Punkte  (x,  y) 
und  Geraden  {u,  v)  in  vereinigt  liegende  Geraden  (m^,  v^  und  Punkte 
(x,  y)  überführt. 

Unsere  erste  Forderung  verlangt,  dass  bei  der  Transformation 
u^  =(p{x,  y),     v^  =  ^{x,  y) 

eine  lineare  Gleichung  zwischen  x,  y  stets  wieder  in  eine  lineare 
Gleichung  zwischen  u,  v  übergehe.  Ihre  analytische  Formulierung  ist 
also  die  alte,  und  sie  lehrt,  dass  allgemein 

sein  muss.  Die  a,  h,  c  bedeuten  hierbei  beliebige  Zahlen,  deren  De- 
terminante 2J  -Az  cii^2  ^3  nicht  verschwindet.  Nach  unserer  zweiten 
Forderung  müssen  auch  x^,  y^  linear  gebrochene  Functionen  von  u,  v 
mit  gleichen  Nennern  sein : 

Um  endlich   unsere  dritte  Forderung  zu  erfüllen,  betrachten  wir 
alle  Punkte  (x,  y)  einer  Geraden  (w,  v).     Sie   sind  an  die   Gleichung 

(17)  ux -\- vy  -\- l  =  0 

gebunden.  Vermöge  (15)  gehen  sie  in  Geraden  (w^,  v^  über,  und  es 
ist,  wie  die  Auflösung  von  (15)  giebt: 


^1  /7  «    _L  rf  «    _J_  /7   >      Vi. 


G,u,-^G,v,  +  G,'     ^1         G,u, -{- C,v,  -{.  G, 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (17)  ein,  so  sehen  wir,  dass  diese  Geraden 
(Mj,  ^i)  an  die  Relation  gebunden  sind: 

«*(^iMx  +  ^2^1  +  ^3)  +  viB^u^  +  B^v^  +  ^g)  4-  (OiWi  +  CaVi  +  Oj)  =  0 

oder: 

^1«  +  -Bi«  +  G^         ,   A^u-\-B^v  +  C,        1    1  _  o 

A,u  +  B,v  +  G,  ^1  '^  A,u  +  B,v  +  c/^  "T"  '  "  ^• 

Diese  Relation  ist  linear  in  Wj,  v^.    Sie  bestimmt  alle  Geraden  (tt^,  Vj), 
welche  durch  den  Punkt  mit  den  Coordinaten 
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gehen.  Alle  Punkte  {x,  y)  auf  den  Geraden  (ii,  v)  gehen  also  über 
in  alle  Geraden  (m^,  Vj)  durch  den  Punkt,  welcher  diese  Coordinaten 
Xi,  y^  hat.  Es  muss  dies  also  der  Punkt  sein,  in  welchen  die  Gerade 
(w,  v)  durch  die  gesuchte  Operation  übergeführt  wird,  da  vereinigt 
liegende  Punkte  {x,  y)  und  Geraden  (m,  v)  in  vereinigte  Geraden  und 
Punkte  übergehen  sollen.  Mit  anderen  Worten:  die  Gleichungen  (18) 
müssen  die  Transformation  (16)  darstellen.  Die  a,  ß,  y  sind  also 
nichts  anderes  als  die  Unterdeterminanten  J.,  J5,  C. 

Theorem  23:  Die  allgemeinste  analytisch  ausdrüclhare^^^^^^^ 
Abbildung  von  Punkten  {x,  y)  und  Geraden  (w,  v)  in  Geraden  i*"^^*^*- 
(wi,  v^)  und  Punkte  (xj^,  y^,  bei  ivelcher  alle  Punkte  einer  Ge- 
raden in  ein  Strahlenbüschel,  ferner  ein  Strahlenbüschel  in 
•alle  Punkte  einer  Geraden  und  überhaupt  vereinigt  liegende 
Punkte  und  Geraden  in  vereinigt  liegende  Geraden  und  Punkte 
übergeführt  werden^  hat  die  Form: 

1  «3«    +    ^32/   +    C3  '  ^  «3  **   +    ^32/    +   C3   ' 

_  A^u  -[-  B^v  -\-  0^  ^  A^u-\-  B^v  +  a, 

^1        A,u  +  B^v  +  C^^     y^        A,u  +  B^v  +  G~' 

Hierin,  bedeuten  die  a,  b,  c  beliebige  Zahlen,  deren  Determi- 
nante 2J  +  «1  &2 <^3  H=  0  ist,  während  Ai,  Bi,  d  die  zweireihigen 
Unterdeterminanten  dieser  Determinante  hinsichtlich  «,-,  &,-,  Cj 
sind. 

Wir  bezeichnen  diese  Operation  als  die  allgemeine  Dualität  A.  Die 
obige  specielle  Dualität  D  geht  aus  ihr  hervor,  wenn  a^  =  b^  =  c^  =  \ 
und  alle  anderen  Coefficienten  gleich  Null  gesetzt  werden. 

Die  allgemeine  Dualität  A  lässt  sich  noch  in  mehr  symmetrischer 
Weise  darstellen.     Aus  der  Gleichung  (15)  und  aus 

u^x^  +  Vit/i  +  1  =  0 
folgt  nämlich : 

(19)  («xo;  +  &!?/  +  cja?!  +  {a^x  +  b.,y  +  c^  y^  +  {a^x  +  bo,y  +  ^3)  =  0. 

Dies  ist  eine  bilineare  Gleichung  in  x,  y  und  x^,  y^.  Halten  wir  x,  y 
als  gegeben  fest,  so  stellt  diese  Gleichung  in  Punktcoordinaten  x^,  y^ 
die  Gerade  dar,  in  welche  der  Punkt  {x,  y)  vermöge  A  übergeht. 
Halten  wir  x^,  y^  fest,  so  stellt  sie  eine  Gerade  dar,  an  welche  der 
Punkt  {x,  y)  gebunden  ist,  nämlich  die  Gerade: 
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Äquatio 
diroctrix. 


(«lO;,  +  «2^1  +  «3)3;  +  {h,Xi  +  &22/1  +  h)y  +  (ci^x  +  c,t/,  +  C3)  =  0, 
also  die  Gerade  mit  den  Liniencoordinaten 


Diese  Gleichungen  aber  geben  aufgelöst: 


^1 


t^l^l    +  C22/,    +   C3 


J.gM  +  -BijiJ4-  (7g 


A^u  +  ^3??+  C3 


d.  h.  die  Gleichungen  (18),  welche  ausdrücken,  wie  die  Geraden  («,  v) 
in  Punkte  {x^,  y^)  bei  ^  verwandelt  werden.  . 

Die  bilineare  Gleichung  (19)  liefert  somit  alle  vier  Gleichungen 
der  Dualität  und  ist  ihr  durchsichtigster  Ausdruck.  Sie  heisst  die 
Äquatio  directrix  der  Dualität  z/.  Zu  bemerken  ist,  dass  jede  in  x,  y 
und  in  x^,  y^  lineare  Gleichung,  die  x,  y,  x^,  y^  sämtlich  wirklich  enthält, 
eine  Dualität  repräsentiert.  Man  braucht  sie  ja  nur  mit  (19)  zu  ver-* 
gleichen   und   kann    dadurch   die  Verhältnisse   der   a,   h,  c   bestimmen. 

Schliesslich  lässt .  sich  auch  die  Äquatio  directrix  (19)  in  über- 
sichtlicher Form  so  schreiben : 


(19') 


A 

B. 

c. 

X 

A 

B. 

c. 

y 

A 

^3 

C's 

1 

x^ 

Vi 

1 

0 

0, 


wie   man   leicht  sieht,  wenn  man  bedenkt,   dass   bekanntlich  jBj  G^ 

jBjCg  =  «2-^  dz  ^1^2  ^3  "•  s-  ^-  i^^- 


Dualität  mit 
symmotr, 

Deter- 
minauto. 


Ist  die  Äquatio  directrix  symmetrisch  hinsichtlich  x,  y  und  x^,  y^, 
sodass  sie  sich  nicht  ändert,  wenn  x,  y  mit  ic^,  y^  vertauscht  werden, 
ist  also  die  Determinante  2J  ^  a-^h^c^  symmetrisch  hinsichtlich  ihrer 
Hauptdiagonale,  so  giebt  die  Auflösung  von  (15)  und  (18)  nach  u,  v 
und  X,  y  wieder  bei  Form  (15),  (18).  Die  Auflösung  kann  also  ein- 
fach dadurch  hergestellt  werden,  dass  man  in  (15)  und  (18)  die 
u,  V,  X,  y  mit  m^,  v^,  x^,  y^  vertauscht. 

Alsdann  liefert  die  zweimalige  Ausführung  der  Operation  ^  nach 
einander  wieder  die  ursprünglichen  Figuren.  Denn  geht  der  Punkt  p 
bei  z/  in  die  Gerade  g^  über,  so  geht  alsdann  bei  nochmaliger  Aus- 
-  führung  von  z/  die  Gerade  g^  wieder  in  den  Punkt  p  über.  Die  zwei- 
malige Ausführung  einer  symmetrischen  Dualität  z/  liefert  mithin  die 
Identität. 

Zu  diesen  symmetrischen  Dualitäten  gehört  auch  die  specielle  D, 
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wie  schon  ihre  Gleichungen  (14)  zeigen,  die  durch  Vertauschung  von 
X,  y,  u,  V  mit  x^,  y^,  u^,  v^  nicht  geändert  werden. 

Jede  Dualität  mit  symmetrischer  Determinante  lässt  eine  einfache 
und  wichtige  geometrische  Deutung  zu:  Betrachten  wir  nämlich  den 
Kegelschnitt : 


(20) 


A 
A. 


A 

B. 


a 


A,    B,    C, 
X      y      1 


=  0, 


so  können  wir  an  ihn  vom  Punkte  (a;,  «/)  aus  zwei  Tangenten  ziehen. 
Alsdann  ist  bekanntlich  für  den  Berührpunkt  {x^,  y^  jeder  derselben: 


A. 


B,  C, 

B,  C, 

B,  C, 

y  1 


-^1 

Vi 

1 

0 


+ 


A. 


B, 
B. 


C, 

a 


B.  a 


Vx 


1 


=  0 


oder,  da  jetzt  die  Determinante  ZI  -\2  A^B^C^   symmetrisch   sein  soll, 
also  beide  Glieder  übereinstimmen: 


A 

A. 


B,    C, 
B2    C2 

B.   a 


Vi 


1 


=  0. 


Diese  Gleichung  wird  von  jedem  der  beiden  Berührpunkte,  also  von 
jedem  Punkte  {x^,  y^)  der  Berührsehne,  welche  bekanntlich  die  Polare 
des  angenommenen  Poles  (x,  y)  heisst,  erfüllt.  Andererseits  stellt 
(19')  die  Gerade  in  Punktcoordinateu  x^,  y^  dar,  in  welche  der  Punkt 
{x,  y)  vermöge  der  Dualität  übergeht.  Da  (19')  mit  obiger  Gleichung 
zusammenfällt,  so  folgt :  Eine  Dualität  mit  symmetrischer  Determinante  ^oia"tät. 
führt  jeden  Punkt  p  über  in  seine  Polare  g^  hinsichtlich  des  Kegel- 
schnittes (20).     (Fig.  26.) 

Da  die  Gleichungen  dieser  Dualität  un- 
geändert  bleiben,  wenn  ic,  y,  u,  v  mit  x^, 
2/1  >  %>  ^1  vertauscht  werden,  so  folgt,  dass 
die  Dualität  auch  jede  Gerade  in  ihren  Pol 
hinsichtlich  des  Kegelschnittes  (20)  verwandelt. 

Satz  6 :  Eine  Dualität  mit  symmetrischer 
Determinante  verwandelt  jede  Figur  in  die 
polare  hinsichtlich  eines  gewissen  festen  Kegel- 
schnittes. 


Fig.  26. 
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So  führt  die  specielle  Dualität  J)  jede  Figur  in  ihre  polare  hin- 
sichtlich des  (imaginären)  Kegelschnittes: 

a;2  +  2/'  +  1  =  0 

über.  Wir  bemerkten  schon  früher,  in  §  4  des  3.  Kap.,  dass  wir  die 
elementare  analytische  Theorie  der  Kegelschnitte  als  bekannt  voraus- 
setzen. In  dieser  werden  auch  die  Beziehungen  zwischen  Pol  und 
Polare  erörtert.  Zur  Vermeidung  von  Irrtümern  möchte  nur  noch  her- 
vorzuheben sein,  dass  jeder  reelle  Punkt  bei  vorgelegtem  reellen 
Kegelschnitt  eine  reelle  Polare  hat,  wenn  auch  die  Berührpunkte  der 
Tangenten  von  dem  Punkte  an  den  Kegelschnitt  für  innere  Punkte 
imaginär  werden. 

Invarianz  Kchrcu  wir  wicder  zur   allgemeinen  Dualität  ^  zurück.     Erinnern 

der  Doppel-  -^ 

Verhältnisse ^ij,    ^jjg    daran,    dass    erstens    das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten 

bei  allgem.  '  ■'^■^ 

Dualität,  einer  Geraden  gleich  dem  ihrer  Abscissen  oder  Ordinaten,  zweitens 
das  von  vier  Geraden  durch  einen  Punkt  gleich  dem  ihrer  Abschnitte 
auf  einer  Axe,  also  auch  gleich  dem  ihrer  Liniencoordinaten  u  oder  v 
ist,  und  dass  drittens  das  Doppelverhältnis  ungeändert  bleibt  bei  einer 
Transformation,  welche  die  neuen  Veränderlichen  als  linear  gebrochene 
Functionen  der  ursprünglichen  mit  demselben  Nenner  darstellt,  so  folgt 
unmittelbar : 

Satz  7 :  Bei  einer  Dualität  gehen  vier  Ptmhte  einer  Geraden  in 
vier  Geraden  durch  einen  Punkt  mit  demselben  Doppelverhältnis  über, 
und  umgekehrt. 

Da  wir  nun  früher  die  Kegelschnitte  rein  projectiv  definiert  haben 
(vgl.  Satz  17,  18,  19  in  §  4  des  3.  Kap.),  so  folgt  hieraus  weiter: 

Satz  8:  Eine  Dualität  führt  die  Funkte  eines  beliebigen  Kegel- 
schnittes in  die  Tangenten  eines  neuen  Kegelschnittes  und  die  Tangenten 
der  ersteren  in  die  Punkte  des  letzteren  über. 

Insbesondere  lehrt  also  Satz  6,  dass  die  polare  Figur  eines  Kegel- 
schnittes hinsichtlich  eines  festen  Kegelschnittes  stets  wieder  ein  Kegelschnitt  ist. 

Auch  folgt,  wenn  p  der  Pol  der  Geraden  g^  hinsichtlich  eines 
Kegelschnittes  ist,  wie  in  Figur  2Q,  und  wenn  eine  Gerade  durch  p 
den  Kegelschnitt  in  a  und  b,  die  Polare  g^  in  q  triift,  dass  bei  der 
polaren  Umformung  die  vier  Punkte  a,  p,  b,  q  in  vier  Geraden  durch 
einen  Punkt  übergehen,  nämlich  a  in  die  Tangente  a  von  a,  p  in  die 
Polare  g^,  b  in  die  Tangente  ß  von  b  und  q  in  eine  Gerade  h  durch  p. 
Die  Geraden  a,  g^,  ß,  h  müssen  sämtlich  durch  einen  Punkt  gehen. 
Ferner  muss  nach  Satz  7  das  Doppelverhältnis  (apbq)  =  (ag^ßh)  sein. 
Letzteres  Doppelverhältnis  ist  aber  nach  Satz  1,  §  1  des  1.  Kap.,  gleich 
dem  der  Punkte  a,  q,  b,  p,  sodass  kommt: 


Ausführung  von  Dualitäten  und  projectiven  Punkttransf.  nach  einander,     255 

(aplq)  =  {aqhp). 
Die  rechte  Seite  ist  gleich  dem  reciproken  Wert  von  (aphq).    Daher  ist 

(aphq)  =  —  1, 

denn  {aphq)  =  1  würde  aussagen,  dass  zwei  der  vier  Punkte  zu- 
sammenfallen. Also  folgt,  dass  jede  Gerade  durch  einen  Punkt  p  von 
der  Polaren  dieses  Punktes  so  in  einem  Punkte  q  geschnitten  wird, 
dass  p,  q  harmonisch  getrennt  werden  durch  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  mit  dem  Kegelschnitt.  Ähnlich  Hessen  sich  noch  andere  auf 
die  Polarentheorie  bezügliche  Sätze  ableiten. 

§  4.     Ausfühning  von  Dualitäten  und  projectiven  Punkttrans- 
formationen  nach,  einander. 

Führen  wir  irgend  zwei  Dualitäten  A^  und  J^  **«^^  einander  aus,  gj^^^J;^., 
so  geht  ein  Punkt  zunächst  bei  z/^  in  eine  Gerade,  alsdann  diese  G6-foige^.^^^eier 
rade  bei  z/g  wieder  in  einen  Punkt  über.  Ferner  geht  eine  Gerade 
bei  J^  in  einen  Punkt,  darauf  dieser  Punkt  bei  zl^  wieder  in  eine 
Gerade  über.  Überdies  gehen  ein  Punkt  und  eine  durch  ihn  gehende 
Gerade  bei  z/^  in  eine  Gerade  und  einen  Punkt  auf  ihr,  diese  bei  z/g 
in  einen  Punkt  und  eine  hindurchgehende  Gerade  über. 

Die  Aufeinanderfolge  zweier  Dualitäten  J^,  A^  kann  folglich  er- 
setzt werden  durch  eine  gewisse  Punkttransformation,  welche  Geraden 
in  Geraden  überführt,  d.  h.  durch  eine  projective  Transformation  P, 
was  wir  symbolisch  ausdrücken: 

A,A,^T. 

Insbesondere  ist,  wie  wir  schon  bemerkten,  die  Wiederholung 
einer  Dualität  mit  symmetrischer  Determinante  der  Identität  äquiva- 
lent, so  auch  die  der  speciellen  Dualität  D: 

DD  =  1. 

Ferner  lässt  sich  iede  Dualität  J  umkehren.     So  ergiebt  sich  die    inverae 

*'  _  '^  _  ,      Dualität. 

zur  Dualität  des  Theorems  23  inverse  Operation,  wenn  man  die  Glei- 
chungen dieses  Theorems  nach  u,  v,  x,  y  auflöst  und  x^,  y^,  Uy,  v^  als 
die  ursprünglichen  Coordinaten  auffasst.  Diese  inverse  Operation  ist 
wieder  eine  Dualität.     Wir  bezeichnen  sie  symbolisch  mit  z/— ^. 

Überhaupt  ist   zu   beachten,  dass   die   symbolische  Bezeichnungs-SymboUsche 
weise  der  Punkttransformationen  sich  ohne  weiteres  auf  die  der  Duali-  ntmg  der 

,  Dualität. 

täten  ausdehnen  lässt,  obgleich  die  Dualitäten  ganz  andere  Operationen 
sind.  Es  liegt  dies  darin,  dass  jene  Bezeichnungsweise  überhaupt  für 
beliebige  Operationen,  denen  man  die  Gebilde  unterwerfen  kann,  ge- 
eignet ist.     Wir  werden  also  auch  schreiben  können : 
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A/i-^=  1, 
d.  h.  die  Aufeinanderfolge  einer  Dualität  und  der  inversen  giebt  die 
Identität.     Aus 

DT)=  1 

folgt,  wenn  wir  beiderseits  noch  J)~^  ausüben: 

d.  h.  die  zur  speeiellen  Dualität  inverse  stimmt  mit  ihr  überein,  was 
uns  nichts  neues  ist. 
Allgemeine  Nuu  wisscn  wir,  dass  die  Aufeinanderfolge  der  speeiellen  Dualität 

Dualität  .  ',  ,  ... 

abgeleitet  J)  und   eiucr  allgemeinen  Dualität  A  einer  proiectiven  Punkttransfor- 

aua  der  .  ... 

speeiellen.  matiou  P  äquivalcut  ist : 

BA  =  P. 

Führen  wir  hier  beiderseits  links  D  aus,  so  kommt: 

BDA  =  DP 
oder,  da  DD  =  l  ist: 

A  =  DP. 
In  Worten : 

Satz  9 :     Jede  Dualität  ist  äquivalent  der  Aufeinanderfolge  der  spe- 
eiellen Dualität  und  einer  projectiven  PunJcttransformation. 
Aus  der  Formel 

welche  aussagt,  dass  die  Aufeinanderfolge  zweier  Dualitäten  einer  ge- 
wissen projectiven  Transformation  äquivalent  ist,  folgt,  wenn  wir 
beiderseits  ^i""^  links  oder  A^—^  rechts  ausüben: 

A,  =  Ar'P,   A,  =  PA,-'. 

Wir  fassen  unsere  Ergebnisse  so  zusammen : 

Satz  10 :  Bemclmen  Aa,  ^6 .  .  .  Dualitäten  und  P«,  Pß  .  .  .  pro- 
jective  PunMtransformationen,  so  gelten  Beziehungen  von  der  Form: 

PaPß  =  PY,       PaAa=Ah,        AaPa  =  Ac,       AaA,,  =  J,i- 

Auch  sind  dann  Aa~^,  Af^  . .  .  Dualitäten  und  Pa~^,  PiT^  . . .  pro- 
jective  Pmikttransformationen.  Die  Aufeinanderfolge  einer  Anzahl  von 
projectiven  Punltttransformationen  und  Dualitäten  ist  also  einer  einzigen 
projectiven  Punkttransformation  oder  einer  einzigen  Dualität  äquivalent, 
je  nachdem  die  Anzahl  der  vorJcommenden  Dualitäten  gerade  oder  un- 
gerade ist. 

Betrachten  wir  also  die  Gesamtheit  aller  Dualitäten  und  pro- 
jectiven Transformationen  der  Ebene,  so  finden  wir,  dass  dieser  Schar 
von  Operationen  die  Eigenschaft  zukommt,  dass  die  Aufeinanderfolge 
zweier  Operationen  der  Schar  wieder  eine  Operation  der  Schar  ist. 
Diese  Schar  besitzt  also  die  Gruppeneigenschaft. 
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Satz  11 :     Der  Inbegriff  aller  projectiven  Punhttransformationen  und  ^y™^^® ■ 
aller  Dualitäten  der  Ebene  bildet  eine  Gruppe  von  Operationen  mit  paar-  Transfor- 

-^-^  -^  -^  mationen 

weis  inversen  Operationen.  "^^ 

■^  Dualitäten. 

Wir  lernen  hiermit  eine  Gruppe  von  Operationen  kennen,  die 
wohlbemerkt  keine  Punkttransformationsgruppe  ist,  da  sie  die  Punkte 
nicht  immer  in  Punkte  verwandelt. 

Es  möge  nun  T  eine  bestimmte  projective  Punkttransformation  Ansfiihnmg 
bedeuten,  während  z/  irgend  eine  Dualität  sein  soll.  Wir  wollen  die  Duautät 
Dualität  A  auf  T  ausüben  und  müssen  vorerst  erklären,  was  dies  projective 
heisst :  T  wird  die  Punkte  p  und  Geraden  g  der  Ebene  in  neue  Punkte 
p'  und  Geraden  g  überführen.  Nun  wollen  wir  die  Dualität  ^  sowohl 
auf  die  ursprünglichen  Punkte  und  Geraden  p,  g  als  auch  auf  die 
neuen  Punkte  und  Geraden  p ,  g  ausführen.  Die  p  und  g  werden  bei 
/d  in  gewisse  Geraden  g^  und  Punkte  p^,  die  p  und  g'  in  gewisse  Ge- 
raden g^  und  Punkte  p^  abgebildet.  Wir  kommen  also  zu  einer  Opera- 
tion, bei  welcher  den  Punkten  p^  und  Geraden  g^  der  Ebene  die  Punkte 
jp/  und  Geraden  g^  zugeordnet  sind,  und  wissen,  dass  diese  Operation 
eine  projective  Punkttransformation  T'  ist.  Um  ihren  symbolischen 
Ausdruck  zu  erhalten,  bedenken  wir,  dass  wir  den  Übergang  von  den 
p^j  g^  zu  den  p/,  g^  auch  so  herstellen  können:  p^  und  g^  werden  von 
^~^  in  g  und  p,  diese  von  T  in  g  und  p  und  letztere  endlich  von 
^  in  jPi'  und  g^  übergeführt.  Die  Aufeinanderfolge  von  ^~\  T  und 
^  leistet  mithin  dasselbe  wie  T' . 

Satz  12 :  Führt  man  auf  eine  projective  PunMtransformation  T  der 
Ebene  eine  Duxilität  A  aus,  so  erhält  man  die  projective  PunMtrans- 
formation : 

Es  möge  nun  eine  continuierliche  projective  Gruppe  T«,  T,, .  .  . 
mit  paarweis  inversen  Transformationen  vorliegen,  und  es  sei: 

TaTb  =  Tc. 

Wenn  eine  Dualität  z/  auf  alle  Transformationen  der  Gruppe  ausge- 
führt wird,  so  gehen  sie  über  in  neue  projective  Transformationen: 

Alsdann  ist: 

oder,  da  TaT„  =  T^  ist: 

Lie,  Contistderliche  Gruppen.  17 
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Die  neuen  T'  bilden  folglich  ebenfalls  eine  Gruppe  und  zwar  offenbar 
auch  eine  continuierliche.     Wenn  ferner  auf 

beiderseits  links  z/  und  rechts  z/~^  ausgeführt  wird,  so  kommt: 

Es  ist  also : 

und,  wenn  Tu  zu  Ta  invers  ist: 

daher  wegen  TaTä==  1  auch 

ATa'A-^ATä'A-'  =  l 
oder 

AT^Tä'A-^  =  1. 

Führen  wir  hier  beiderseits  links  /1~^  und  rechts  A  aus,  so  kommt: 

T'T-  ==  1 

also  sind  auch  TJ  und  Tä'  invers.  Ist  endlich  Ta  infinitesimal,  so  ist 
offenbar  auch  ^—^Ta^  infinitesimal.     Somit  finden  wir: 

Satz  13 :  Führt  man  auf  alle  Transformationen  einer  continuier- 
lichen  projediven  Gruppe  der  Ebene  mit  paarweis  inversen  Transforma- 
tionen eine  Dualität  aus,  so  ergiebt  sich  wieder  eine  continuierliche  pro- 
jective  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen.  Dabei  gehen  die 
infinitesimalen  Transformationen  der  ursprünglichen  Gruppe  in  die  der 
neuen  über. 

Die  projective  Transformation  T',  die  aus  einer  vorgelegten  pro- 
jectiven  Transformation  T  durch  Ausführung  einer  Dualität  A  hervor- 
geht, also  die  Transformation 

r=  J-^TA 

Duaiistischeuennen  wir  eine  zu  T  dualistische  Transformation.     Nach  Satz  13  ist 

Transform,   t  ^  i  ■  •  •  i  •      l'  n 

dann   klar,   was   unter   emer   zu   emer   gegebenen   projectiven   Gruppe 
unAiistwciie dualistischen  Gruppe  zu  verstehen  ist. 

Gruppe.  -rt  •  PO  •  m  r»  •  t 

Eine  Verwechselung  der  Begriffe  „zu  einer  Transformation  dua- 
listische Transformation"  und  „Dualität"  ist  kaum  zu  befürchten. 
Erstere  stellt  eine  Punkttransformation  vor,  die  Geraden  in  Geraden 
überführt,  letztere  eine  Operation,  die  Punkte  und  Geraden  vertauscht. 

Invariante  Nchmcu  wir  au,   cinc  proiective  Transformation  T  lasse  irgend 

Gebilde  bei    .  .  ;  r      J  D 

duaiist.    ein  Gebilde  F  invariant: 
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SO  folgt  leicht,  dass  auch  jede  zu  T  dualistische  Transformation 
T=A~^TA  ein  gewisses  Gebilde  invariant  lässt,  dasjenige  Gebilde 
F  nämlich,  das  aus  F  durch  Ausübung  der  Dualität  zi  hervorgeht: 

Denn  es  ist: 

(F')r=  {r)/l-^T^  =  (F)^^-^T^  =  {F)T^  ==  (F)z/  =  (F'). 

Also  folgt  auch  allgemein: 

Satz  14:  Lässt  eine  projedive  Gruppe  ein  gewisses  Gebilde  F  in- 
variant, so  lässt  auch  diejenige  Gruppe,  die  aus  der  vorliegenden  durch 
Ausübung  einer  gewissen  Dualität  /i  hervorgeht,  ein  gewisses  Gebilde  F' 
invariant,  dasjenige  nämlich,  das  aus  F  durch  Ausübung  von  A  entsteht: 

In  §  4  des  4.  Kap.  sprachen  wir  von  allen  projectiven  Trans- 
formationen, die  ein  gewisses  Gebilde  in  Ruhe  lassen,  und  zeigten, 
dass  dieselben  eine  Gruppe  bilden,  die  also  durch  Angabe  des  in- 
varianten Gebildes  vollständig  definiert  ist.  Offenbar  können  wir  nun 
hinzufügen : 

Satz  15 :  Ist  eine  projective  Gruppe  definiert  als  der  Inbegriff  aller 
projectiven  Transformationen,  die  ein  gewisses  Gebilde  F  in  Buhe  lassen, 
so  lässt  sich  die  vermöge  der  Dualität  A  zur  Gruppe  dualistische  Gruppe 
definieren  als  der  Inbegriff  aller  projectiven  Transformationen,  die  das 
aus  F  vermöge  A  hervorgehende  Gebilde  in  Ruhe  lassen. 

Denken  wir  uns  nun  schliesslich,  es  sei  eine  projective  Gruppe  G^Bestimmgn. 
vorgelegt,  und  wir  wünschen  alle  zu  ihr  dualistischen  Gruppen  zu  be-  Gruppen. 
stimmen.  Da  nach  Satz  9  jede  Dualität  durch  die  Aufeinanderfolge 
der  speciellen  Dualität  D  und  einer  projectiven  Transformation  er- 
setzt werden  kann,  erhalten  wir  die  dualistischen  Gruppen,  wenn 
wir  auf  G  zunächst  D  und  alsdann  irgend  eine  projective  Transfor- 
mation ausüben.  Indem  wir  zunächst  auf  G  die  specielle  Dualität  D 
zur  Ausführung  bringen,  erhalten  wir  eine  bestimmte  dualistische 
Gruppe  r.  Jede  andere  zu  G  dualistische  Gruppe  geht  alsdann  da- 
durch hervor,  dass  wir  F  irgend  einer  projectiven  Transformation 
unterwerfen,  kurz,  alle  zu  G  dualistischen  Gruppen  sind  „innerhalb  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene  gleichberechtigt"  mit  der 
Gruppe  JT,  wenn  wir  uns  einer  gelegentlich  eingeführten  Bezeichnungs- 
weise bedienen,  die  wir  allerdings  früher  nur  für  die  eingliedrige 
Gruppe  benutzten.     (Vgl.  §  2  des  3.  Kap.) 

Es  wird   sich  also  nur  darum   handeln,  die  Gruppe  F  zu  finden, ^de,*^^™"* 
die   aus  G  durch   die   specielle  Dualität   hervorgeht.    Zu   dem   ZweckSneGmpp''e^ 

17* 
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bedenken  wir,  dass  die  specielle  Dualität  (14)  des  §  2  darin  besteht, 
dass  Punkt-  und  Liniencoordinaten  mit  einander  vertauscht  werden. 
Die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  F  ergeben  sich  also 
dadurch,  dass  wir  die  infinitesimalen  Transformationen,  welche  die 
Liniencoordinaten  bei  ihnen  erfahren,  bestimmen.  Dies  geschieht  nach 
der  in  §  1  gegebenen  Methode,  indem  an  Stelle  der  dortigen  Function 
iß  die  Function 

Sl^ux  -{-  vy  -{-  1, 

an  Stelle  der  dortigen  a^,  a^  . .  hier  u,  v  treten.  Im  letzten  Beispiel 
des  §  1  haben  wir  ein  specielleres  derartiges  Problem  behandelt.  Wir 
ersparen  uns  daher  hier  die  Rechnung  und  geben  nur  das  Resultat  an: 
Es  ergiebt  sich,  dass  die  acht  infinitesimalen  projectiven  Transfor- 
mationen durch  Hinzunahme  der  Transformationen  der  Liniencoordi- 
naten diese  werden : 


df 

dx 

+ 

^df    ,         df 
du    ^         dv  ^ 

dy^ 

df    ,      2  df 
du    '         dv  ' 

df 
dx 

df 

yj-y 

df 
du' 

df 

dv  ' 

df 

y^x 

x'f- 
dy 

df 
du' 

df 

x'^ 

OX 

+ 

df     , 

df 

du' 

df 

"^yj-x 

+ 

2  df 
y    Ty 

^       dv 

Indem  wir  nun  ii,  v  als  neue  Punktcoordinaten  verwerten,  sehen 
wir,  dass  die  infinitesimale  Transformation  n—  vermöge  der  Dualität  D 
übergeht  in  x^  ^  -{-  xy  -J-  u.  s.  w.     Bezeichnen  wir  mit  f^  die  Worte 

„dualistisch  vermöge  D  mit",  so  können  wir  also  die  folgende  Tafel 

zusammenstellen : 
Die  bei  der  p  nu  x^p  +  iuwg',      Q  ^  xyp  +  y^q, 

speciellen 

dJLhSh.  xp^  —  xp,  yq yq, 

infiniteaim. 

Transfonn.  Xq '^  yp. 

Die  rechts  und  links  vom  Zeichen  ~  stehenden  Transformationen 
können  in  dieser  Tafel  mit  einander  vertauscht  werden,  da  die  specielle 
Dualität  D  symmetrisch,  also  JD~^  =  D  ist. 


Ausführung  von  Dualitäten  und  projectiven  Punkttransf.  nach  einander.     261 

Ist  z.  B.  die  vorgelegte  Gruppe  G  die  Gruppe  aller  projectiven 
Trausformationen,  die  den  Anfangspunkt  in  Ruhe  lassen  (vgl.  §  4  des 
4.  Kap.): 

xp,    yp,     xq,    yq,     x^p  +  xyq,    xyp  +  y^q, 

so  ist  die  vermöge  D  dazu  dualistische  Gruppe  F  nach  unserer  Tafel 

diese : 

xp,     xq,     yp,     yq,    p,     q, 

d.  h.  die  Gruppe  aller  linearen  Transformationen.  G  ist  definiert  als 
Inbegriff  aller  projectiven  Transformationen,  welche  den  Anfangspunkt 
in  Ruhe  lassen,  17  als  der  aller,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  in 
Ruhe  lassen.  D  aber  führt  gerade  den  Anfangspunkt  in  die  unendlich 
ferne  Gerade  über.  Denn  man  erhält  allgemein  die  Gerade  g,  in  welche 
ein  Punkt  p  bei  D  übergeht,  indem  man  auf  dem  Radius  vector  von 
p  in  einem  solchen  Abstand  vom  Anfangspunkt  das  Lot  g  errichtet, 
dass  das  Product  aus  Radius  vector  und  Abstand  gleich  —  1  ist, 
sodass  also  p  und  g  auf  entgegengesetzter  Seite  vom  Anfangspunkt 
liegen.  Rückt  p  in  den  Anfangspunkt,  so  wird  g  unendlich  fern.  Wir 
haben  hier  also  eine  Bestätigung  unseres  Satzes  14  in  einem  Beispiele 
gefunden. 


Kapitel  11. 

Bestimmuug  aller  projectiven  Gruppen  der  Ebene. 

Wir  sind  nunmehr  soweit  ausgerüstet,  um  alle  projectiven  Gruppen 
der  Ebene  zu  bestimmen  und  durch  projective  Umformung,  d.  h.  durch 
Einführung  neuer  Veränderlicher  vermöge  passender  projectiver  Trans- 
formationen, auf  typische  Formen  zu  bringen.  Bei  Erledigung  dieses 
Problems  haben  diejenigen  infinitesimalen  projectiven  Transformationen, 
welche  zum  Typus  q  (vgl.  §  3  des  3.  Kap.)  gehören,  besondere  Be- 
deutung. Da  wir  also  von  ihnen  mehreres  zu  sagen  haben  werden, 
so  erscheint  eine  kurze  Bezeichnung  für  diese  angebracht.  Man  nennt 
sie  hin  und  wieder  ausgeartet  perspective  Transformationen,  wir  wollen 
sie  aber  kürzer  als  Elutionen  bezeichnen*). 


*)  Es  mag  hier  hervorgehoben  werden,  dass  auch,  bei  Untersuchungen  in  n 
Veränderlichen  über  projective  Gruppen,  die  eine  grosse  Anzahl  Parameter  ent- 
halten, die  Betrachtung  der  in  ihnen  enthaltenen  Elationen  sehr  oft  fruchtbar  ist. 
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§  1.    Bestimmung  aller  m.elir  als  viergliedrigen  projectiven  Gruppen. 

Unter  Elutionen  verstehen  wir  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  Ebene,  welche  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit 
der  infinitesimalen  Translation  q  gleichberechtigt  sind,  also  aus  dieser 
durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  vermöge  projectiver  Transfor- 
mation hervorgehen.  Das  invariante  Punkt-  und  Geradengebilde  einer 
Elation  besteht  nach  §  4  des  3.  Kap.  aus  allen  Punkten  einer  Geraden 
und  aus  allen  Geraden  durch  einen  auf  der  ersteren  Geraden  gelegenen 
Punkt.     (Siehe  Fig.  27.)     Es   ist   demnach    charakterisiert  durch  jene 

Gerade  und  diesen  Punkt  auf  ihr, 
durch  den  Inbegriff  einer  Geraden 
und  eines  auf  ihr  liegenden  Punktes, 
wir  sagen:  durch  ein  Linienelement. 
Umgekehrt  ist  eine  Elation  durch 
ihr  invariantes  Punkt-  und  Geraden- 
gebilde völlig  definiert.  Geometrisch 
ist  demnach  eine  Elation  völlig  be- 
stimmt, sobald  man  ihr  Linienelement 
angegeben  hat. 

Es  sind  mehrere  Fälle  denkbar: 
Liegt  die  Gerade  des  Linienele- 
mentes unendlich  fern,  so  ist  die  Ela- 
tion eine  Translation  ap-{-hq.    Liegt 
nur  der  Punkt  unendlich  fern,  die  Gerade  aber  sonst  im  Endlichen: 

so  ist  jede  Parallelgerade  bei  der  Elation  invariant,  insbesondere  also 
auch  die  unendlich  ferne  Gerade.  Die  Elation  ist  daher  zunächst 
linear  (Satz  10,  §  3  des  3.  Kap.): 

{ax  -f  6«/  +  c)p  +  {dx  +  ey  -\r  f)q. 

Da  jeder  Punkt  der  Geraden  Xx  •}-  fiy  -{-  v  =  0  invariant  bleiben  soll, 
so  müssen  ax  -{-  hy  -\-  c  und  dx  -\-  ey  -{-  f  proportional  lx-\-  (iy-\-v 
sein,  sodass  das  Symbol  die  Form  annimmt: 

i^x-}-  (iy-\-v){ap  +  ßq). 

Nun  muss  noch  d{lx  +  1^2/)  gleich  Null  sein  vermöge  Xx  -\-  (ly  =  Gonst. 
Es  ist  also  Xa  -\-  ^ß  gleich  Null,  daher: 

a  :  ß  =  —  ft :  A, 

sodass  endgültig  das  Symbol  der  Elation  so  lautet: 

{Xx-\'tiy-\rv){iip  —  Xq). 


mg.  27. 
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Wenn  drittens  —  und  dies  ist  der  allgemeine  Fall  —  Punkt  und 
Gerade  des  Liuienelementes  im  Endlichen  liegen,  der  Punkt  an  der 
Stelle  (xq,  y^y  die  Gerade  an  der  Stelle: 

X{x  —  x^)  +  iL{y  —  y^)  =  0, 
so  wird  die  Elation  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher 
x  =  x  —  Xq,     y  =y  —  yQ 

in  eine  solche  übergeführt,  bei  welcher  der  Anfangspunkt  und  die 
Gerade 

Ix  -{■  ii>y  =  () 

das  Linienelement  bestimmen.  Jeder  Punkt  dieser  Geraden  bleibt  in- 
variant, wenn  die  Incremente  der  Coordinaten  vermöge  Xx-\-{iy  =  0 
verschwinden,  sodass  die  Elation  als  projective  Transformation  zu- 
nächst ein  Symbol  hat  von  der  Form: 

{Xx  -f-  fijr)  ((«  +  Yx)p  +  (/3  +  Yy)q)- 

Jede  Gerade  y  —  Const.  x  ==()  soll  invariant  bleiben.  Es  ist  folglich 
«  =  /3  =  0.     Setzen  wir  wieder : 

X==X-\-Xq,     y  =  y^y^, 
so  ergiebt  sich  das  gewünschte  Symbol  der  Elation: 

(i)_        {x{x  —  x^)  +  ii{y  —  ^o))  ((^  —  Xq)p  +  {y  —  vM- 

Da  zu  jedem  Linienelement  —  Inbegriff  von  Punkt  und  hindurch- 
gehender Geraden  —  eine  und  nur  eine  Elation  gehört,  so  giebt  es 
gerade  oo^  Elation en  überhaupt. 

Man  kann  sich  fragen,  für  welche  Werte  der  Constanten  a,  h..h 
die  allgemeine  infinitesimale  projective  Transformation 

Vf^ap-^hq-^cxp-\-dyp-]rexci-]-gyq-{-h{x^p-{-xyq)-\-Ti{xyp-\-y^q) 

insbesondere  eine  Elation  vorstellt.  Es  müssen  sich  dafür  —  da  es 
oo''  infinitesimale  projective  Transformationen  Uf  giebt  —  gerade 
7  —  3  =  4  homogene  Bedingungen  zwischen  a,  h  .  .h  ergeben.  Wir 
erhalten  sie,  indem  wir  Uf  mit  der  allgemeinsten  Elation  (1)  ver- 
gleichen.    Zunächst  kommt: 


o 


—  2XxQ  —  iLyQ  =  c,      —2fiyQ  —  XxQ=g, 

—  iiXQ  =  d,  —  Xy^  =  e, 

X  =  h,  ^  =Jc. 

Eliminieren   wir   hieraus    X,   ^i,   Xq,   y^,    so    ergeben    sich    diese    Be- 
dingungen : 
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01  =  2dh^  —  cM  +  eJc^  =  0, 
0^=  dh^  —  ghh-{-2e¥  =  0, 
^3  =  d'h'  —  ahk^  +  de¥  =  0, 
0^  =  edh^  —  hh^Jc  +  eH^  =  0. 

Doch  wurde  hierbei  vorausgesetzt,  dass  h  und  Je  nicht  beide  ver- 
schwinden.    Sind  h  und  k  beide  Null,  so  ergiebt  der  Vergleich  mit 

(Xx  +  ^y  +  v)  ((ip  —  Xq) 

offenbar  noch  drei  Relationen,  da  es  oo^  lineare  Uf  giebt,  aber  oo^  Ela- 
tionen  mit  unendlich  fernem  Punkt  vorhanden  sind.  Im  allgemeinen 
eiber,  wenn  Uf  nicht  linear  ist,  werden  die  Elutionen  Üf  durch  vier  von 
einander  unabhängige  Relationen  0;  ==  0  zwischen  a,  b  .  .h  bestimmt. 

"^f^Sntn'  ^^  möge  nun  eine  r-gliedrige  projective  Gruppe  Gr  der  Ebene 

in  einer proVy  <^  3\   vorliegen.     Ihre  oo''~^   infinitesimalen  Transformationen   sind, 

jectiven      \        ^      /  o  / 

Gruppe,    ^jg  ^ir  wissen,  aus  r  von  einander  unabhängigen  ableitbar  in  der  Form 

Uf=C,UJ+--  +  CrUrf. 

Die  Coefficienten  a,  b .  .h  der  üf  sind  demnach  lineare  homogene 
Functionen  der  ganz  willkürlichen  c^  . .  Cr-  Zwischen  ihnen  bestehen 
also  8  —  r  Relationen,  die  frei  von  q  .  .  c^  sind.  Sobald  a,  b  .  .k  diese 
8  —  r  Relationen  erfüllen,  ist  umgekehrt  die  zugehörige  Uf  linear 
aus  U^f...  Urf  ableitbar.  Aus  allen  cx)'  infinitesimalen  projectiven 
Transformationen  Uf  werden  also  die  der  Gruppe  Gr  angehörigen  da- 
durch herausgehoben,  dass  man  ihre  Coefficienten  a,  b  .  .k  gewissen 
8  —  r  homogenen  Relationen  unterwirft. 
Sieben-  Die  infinitesimalen  Transformationen  einer  7-gliedrigen  proiectiven 

gUedrige  .  n  .  ö  &  r      J 

Gruppe.  Q^  sind  also  durch  eine  homogene  Relation  ^P"  =  0  zwischen  a,  b  .  .k 
definiert.  Andererseits  sind  alle  oo^  Elationen  Uf  durch  vier  homo- 
gene Relationen  ^^  =  0,  ^2  =  0,  0^  =  0,  0^  =  0  zwischen  a,  b  .  .k 
definiert.  Ist  nun  ^P"  ==  0  eine  Folge  dieser  vier  Gleichungen  0i  =  0, 
so  folgt,  dass  G7  alle  cx>^  Elationen,  also  auch  diejenigen  mit  unend- 
lich fernem  Linienelement  oder  unendlich  fernem  Punkt,  enthält.  Ist 
dagegen  W  =0  von  jenen  Gleichungen  unabhängig,  so  enthält  G^ 
nur  00^  Elationen.     Im  ersteren  Fall   muss  die   G^  insbesondere  die 

Elationen 

p,    q,    x^p  +  xyq,    xyp  +  y^q 

enthalten.  Nach  dem  Hauptsatz  enthält  sie  dann  auch  die  durch 
Klammerbildung  hervorgehenden 

2xp-\-yq,    xq,    xp  ■\- 2yq,     yp, 


Bestimmung  aller  mehr  als  viergliedrigen  projectiven  Gruppen.         265 

d.  h.  überhaupt  alle  infinitesimalen  projectiven  Transformationen,  was 
damit  in  Widerspruch  steht,  dass  G^  nur  7-gliedrig  ist.  Eine  pro- 
jedive  G.j  kann  somit  gerade  nur  oo^  Elutionen  enthalten.  Der  Fall, 
dass  7i  und  h  beide  in  der  G.j  stets  Null  sind,  kommt  ja  ebenfalls 
hier  nicht  in  betracht,  da  sonst  offenbar  die  Gruppe  nur  6-gliedrig 
wäre.  Wir  können  auch  sagen:  Die  allgemeine  projective  Gruppe  G^ 
ist  die  einzige,  die  alle  oo^  Elationen  enthält. 

Eine  projective  G^  entJiält  oo^  oder  oo^  Elationen,  denn  bei  ihr  guedrige 
sind  a,  h..]c  an  zwei  Relationen  ^i  =  0,  «f^g  =  0  gebunden.  Sind  ^"^pp" 
sie  von  ^^  =  0,  . .  0^  =  0  unabhängig,  so  giebt  es  nur  oo^~^==oo^ 
Elationen  in  der  Gq,  ist  eine  abhängig,  so  giebt  es  oo^— i  =  cv)^  Ela- 
tionen. Wären  beide  abhängig,  so  würde  Gg  alle  oo^  Elationen  ent- 
halten, was  nach  Obigem  unmöglich  ist.  Auch  im  Fall,  dass  h  und 
Je  für  alle  Uf  der  Gq  Null  sind,  ist  diese  Betrachtung  richtig,  denn 
dann  ist  die  G,.  die  allgemeine  lineare  Gruppe  mit  c»^  Elationen.  ^''^'^^- 

"  *-"      _  -^  -^  gliednge 

Ebenso  sieht  man  leicht  ein,  dass  eine  projective  G^  gerade  oo^  Gruppe. 
oder  oo^  oder  oo®  (d.  h.  eine  discrete  Anzahl)  Elationen  und  zwar  im 
letzteren  Falle,  da  die  a,  b .  .h  sich  aus  homogenen  Gleichungen  be- 
stimmen, sicher  mindestens  eine  Elation  enthält.  Wenn  h  und  h  beide 
Null  sind  bei  allen  üf  der  (rg,  so  besteht  zwischen  den  übrigen 
a,  h  . .  .  g  eine  homogene  Relation  infolge  der  Gruppeneigenschaft, 
während  für  die  Elationen  noch  drei  homogene  Relationen  hinzutreten. 
Demnach  enthält  eine  fünfgliedrige  lineare  Gruppe  auch  (und  zwar 
mindestens  oo^)  Elationen. 

Satz  1:  Die  einzige  projective  Gruppe,  welche  alle  oo^  Elationen 
enthält,  ist  die  allgemeine  achtgliedrige.  Eine  siehengliedrige  muss  gerade 
oo^,  eine  sechsgliedrige  oo^  oder  oo^  und  eine  fünfgliedrige  oo^  oder  <x>^ 
oder  wenigstens  eine  oder  einige  Elationen  enthalten. 

1.  Beispiel:     Die  allgemeine  lineare  Gruppe 

*  "  ^^  OO  Beispiele. 

Vi   a,   ^p,   yp,   ^Q,   yq.  % 

enthält  alle  cx>^  Elationen  mit  unendlich  fernem  Punkte.  Wir  ^ 

stellen  sie  in  Figur  28  schematisch  dar,  indem  wir  jede  Ela-  !^ 

tion  durch  ihr  zugehöriges  Linienelement  andeuten.  jje 

2.  Beispiel:  Bei  der  Gruppe,  bestehend  aus  allen  pro-  tt 
jectiven  Transformationen,  welche  den  Anfangspunkt  in  Ruhe  ^ 
lassen:  *^ 

xp,     yp,     xq,    yq,     x^p  +  xyq,    xyp  +  y^q  ^«-  28. 

giebt  es  keine  Elation  mit  Linienelementen,  deren  Geraden  unendlich 
fern  sind.  Wohl  aber  giebt  es  hier  Elationen  mit  unendlich  fernem 
Punkte,  nämlich  alle  diese: 
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{Xx  +  i^y)  {iip  —  Xq), 
sowie  alle  Elationeu 

[l(x  —  a?o)  +  fiiij  —  iJo)]  [(x  —  Xq)i)  +  (^  —  yo)q], 
bei  denen 

ist.     Demnach  enthält  die  Gruppe  nur  solche  Elationen,  deren  Linien- 
elemente sämtlich  als  Geraden  Strahlen  vom  Anfangspunkt  aus  haben. 
Diese  Linienelemente  sind  also  wie  in  Figur  29  angeordnet.     Das  von 
diesen  Linienelementen  erzeugte  geometrische  Gebilde 
J^      ist  ein  Strahlenbüschel  vom  Anfangspunkt  aus,  und 
^"l-Y      dies   Büschel    wird    von    allen    Transformationen    der 
^^'-'^^      Gruppe  in  sich  übergeführt.     Dies   deckt  sich   damit, 
o%^  ^ 4-      dass  die  Gruppe  die  Differentialgleichung 

^C>.~'^  xy  —  y  =  0 

"^vjj^     invariant   lässt,   welche   zu  jedem   Punkt   (x,  y)   die 
'^    Richtung  i/'=      der  Geraden  des  Linienelementes  an- 

Kg.  29.  °    ^  X 

giebt. 

Die  bei  diesem  Beispiel  gemachte  Bemerkung  lässt  sich  verall- 
gemeinern. Da  nämlich  eine  Elation  durch  ihr  invariantes  Punkt- 
und  Geradengebilde  charakterisiert  ist,  so  folgt  aus  Satz  9,  §  2  des 
3.  Kap.: 

Satz  2 :  Führt  man  auf  eine  Elation  irgend  eine  projective  Trans- 
formation aus,  so  geht  die  Elation  wieder  in  eine  Elation  und  gleichzeitig 
ihr  Linienelement  in  das  der  neuen  über. 

Wenn  nun  auf  eine  projective  Gruppe  Gr  irgend  eine  Transfor- 
mation der  Gruppe  ausgeführt  wird,  so  geht  die  Gruppe  nach  Satz  6, 
§  4  des  6.  Kap.,  in  sich  über,  sodass  ihre  Elationen  unter  einander 
vertauscht  werden.  Die  Linienelemente  dieser  Elationen  werden  also 
ebenfalls  unter  einander  vertauscht,  sie  bilden  eine  invariante  Schar. 
Figur  Satz  3 :     Eine  projective  Gruppe  lässt  die  von  den  Linienelementen 

der  Iiuuen-  -«^     ''  ■'^■'^ 

^^^2ei^  «Ärer  Elationen  gebildete  Figur  invariant. 

Elationen.  T^jj.  knüpfen  hieran  noch  Eines  an:    Wenn  wir  auf  eine  Elation 

eine  Dualität  ausüben,  so  geht  ihr  invariantes  Gebilde,  bestehend  aus 
oo^  invarianten  Punkten  und  oo^  invarianten  Geraden,  in  ein  eben- 
solches über,  da  die  Dualität  Punkt  und  Gerade  vertauscht  und  ver- 
einigte Punkte  und  Geraden  in  vereinigte  Geraden  und  Punkte  über- 
führt.    Also  folgt  mit  Rücksicht  auf  Satz  14,  §  4  des  10.  Kap.: 

Satz  4:  Eine  Dualität  führt  jede  Elation  wieder  in  eine  Elation 
und  das  Linienelement  der  einen  in  das  der  andern  über. 
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Von  diesen  Sätzen  machen  wir  nun  Gebrauch,  um  die  projectiven 
G^,  Gq,  Gr,  zu  bestimmen.  Nach  Satz  1  kann  eine  derartige  Gruppe 
Q-^  (r  =  7,  6,  5)  zunächst  <x>^  Elationen  enthalten.  Fassen  wir  diesen 
Fall  jetzt  ins  Auge.  Entweder  besitzen  die  Linienelemente  dieser  Ela- 
tionen oo^  verschiedene  Geraden  oder  nur  oo^.  Im  ersteren  Fall  sind 
sie  die  Tangenten  von  oo^  Curven,  oder  alle  Geraden  gehen  von  den 
Punkten  einer  Curve  aus.  Sehen  wir  jedoch  vorerst  von  letzterer  An- 
nahme ab.  Nach  Satz  3  ist  der  Inbegriff  jener  oo^  Curven  oder  jener 
oo^  Geraden  bei  der  Gruppe  Gr  invariant. 

Wenn  aber  eine  Schar  von  oo^  Curven  alle  oo'"  Transformationen 
der  Gr  zulässt,  so  muss  jede  einzelne  Curve  nach  Satz  3,  §  1  des 
10.  Kap.,  mindestens  oo'""^  projective  Transformationen  gestatten.  Da 
nun  r  >  4  ist,  so  gestattet  jede  dieser  Curven  mindestens  cx>*  projective 
Transformationen,  insbesondere  oo^  infinitesimale.  Nach  Theorem  7, 
§  4  des  3.  Kap.,  sind  sie  also  Geraden.  Demnach  liegen  die  oo'^  Linien- g^^'J*^*^^ 
demente  der  Elationen  unserer  Gr  auf  oo^  Geraden.  Diese  Geraden  be-  ^^^^^ 
sitzen  als  Umhüllungsfigur  eine  Curve  oder  gehen  sämtlich  durch  einen 
Punkt.  Offenbar  muss  diese  Curve  oder  dieser  Punkt  ebenfalls  bei  der 
Gr  invariant  sein.  Die  Gr  enthält  mindestens  oo*  infinitesimale  Trans- 
formationen. Nach  Theorem  7  muss  die  Curve  also  eine  Gerade  sein. 
Alsdann  lässt  sie  andererseits  höchstens  oo^  und  nicht  mehr  zu.  Ein 
Punkt  femer  bleibt  auch  bei  höchstens  cx)^  infinitesimalen  projectiven 
Transformationen  in  Ruhe. 

In  dem  bisher  ausgeschlossenen  Falle,  dass  die  oo^  Geraden  der 
Linienelemente  von  den  Punkten  einer  Curve  ausgehen,  ist  diese  Curve 
bei  der  Gr  invariant  und  nach  Theorem  7  eine  Gerade,  die  überhaupt 
oo^  infinitesimale  projective  Transformationen  zulässt. 

Demnach  kommen  alle  drei  Fälle  bei  höchstens  sechsgliedrigen 
Gruppen  in  betracht,  und  wir  können  sagen: 

Satz  5 :  Enthält  eine  mehr  als  viergliedrige  projective  Gruppe  oo^ 
Elationen,  so  ist  sie  fünf-  oder  sechsgliedriy  und  lässt  mindestens  einen 
PunM  oder  eine  Gerade  in  BuJie. 

Nach  Satz  1  folgt  also  insbesondere:  siefengue- 

Satz  6 :     Es  gleit  Tmne  siebengliedrige  projective  Gruppe  der  Ebene.  '^Groppe"^' 

Jede  G(.  mit  cx>^  Elationen  lässt  nach   Satz  5  einen   Punkt  oderBestimmuiig 

"  ,  ,  .        der  sechs- 

eine  Gerade  in  Ruhe.     Nehmen  wir  zunächst  an,  sie   besitze  eine  in-  giiedrigen 

'  ^  Gruppen. 

Variante  Gerade,  so  können  wir  diese  durch  Ausführung  einer  passen- 
den projectiven  Transformation  in  die  unendlich  ferne  Gerade  über- 
führen. Alsdann  geht  die  G^  notwendig  nach  §  1  des  4.  Kap.  in  die 
allgemeine  lineare  Gruppe  über: 
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p    q    xp    yp    xq_    yq 


Offenbar  enthält  diese  wirklich  oo^  Elationen,  nämlich  diese: 
{Xx-{-  iLy-\-  v){iip  —  Xq). 

Auch  weiss  man,  dass  diese  Gruppe  keinen  Punkt  in  Ruhe  lässt. 

Eine  G^  mit  oo^  Elationen,  die  einen  Punkt  in  Ruhe  lässt,  geht 
dadurch,  dass  man  auf  sie  eine  Dualität  ^  ausführt,  in  eine  solche 
über,  die  eine  Gerade  in  Ruhe  lässt,  nach  Satz  14,  §  4  des  10  Kap. 
Letztere  Gruppe  aber  geht  durch  eine  passende  projective  Transfor- 
mation T  in  den  soeben  angegebenen  Typus  über.  Nach  Satz  10,  §  4 
des  10.  Kap.,  kanu  daher  jede  Gq  mit  oo^  Elationen  durch  Ausführung 
einer  passenden  projectiven  Transformation  oder  einer  passenden  Dua- 
lität auf  die  allgemeine  lineare  Gruppe  zurückgeführt  werden.  Satz  4 
steht  hiermit  in  Einklang:    Alle  diese  Gq  enthalten  cx)^  Elationen. 

Eine  Gq  mit  oo^  Elationen  wird  nach  Satz  3  den  Punktort  ihrer 
Linienelemente  invariant  lassen.  Ist  er  eine  Curve,  so  wird  diese 
Curve  eine  Gerade  sein  nach  Theorem  7,  §  4  des  3.  Kap.  Aber  eine 
Gq  mit  invarianter  Geraden  enthält  ja  oo^  Elationen.  Ist  jener  Punkt- 
ort nur  ein  Punkt,  so  erhalten  wir  eine  Gg,  welche  einen  Punkt  in 
Ruhe  lässt.     Eine  solche  aber  enthält  auch  oo^  Elationen.     Also: 

Satz  7 :  Jede  sechsgliedrige  projective  Gruppe  der  Ebene  lässt  einen 
JPunJct  oder  eine  Gerade  invariant;  sie  besteht  aus  allen  projectiven  Trans- 
formationen, die  einen  Punkt  oder  aber  eine  Gerade  in  Ruhe  lassen.  Die 
Gruppen  der  einen  Art  gehen  in  die  der  anderen  vermöge  passender  Dua- 
litäten über.  Jede  sechsgliedrige  projective  Gruppe  ist  vermöge  einer  ge- 
eigneten projectiven  Transformation  oder  Dualität  in  die  allgemeine  lineare 
Gruppe 

p    q    xp     yp     xq    yq 
überführbar. 

Es  ist  unmittelbar  klar,  dass  diese  G^  nicht  in  eine  dazu  dua- 
listische vermöge  einer  projectiven  Transformation  verwandelt  werden 
kann,  da  sie  eine  Gerade,  jede  dualistische  aber  einen  Punkt  in  Ruhe 
lässt.  Nach  §  4  des  vorigen  Kapitels  können  wir  für  die  zum  obigen 
Typus  dualistischen  G^  —  wenn  wir  von  der  in  jenem  Paragraphen  zum 
Schluss  gegebenen  Tabelle  Gebrauch  machen  —  den  Typus  angeben: 


xp    yp    xq    yq    x^p -]- xyq     xyp-\-y^q 


Es  ist  dies  die  grösste  projective  Gruppe,  welche  den  Anfangspunkt 
in  Ruhe  lässt. 
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Eine  projective  G5,  die  00^  Elationen  enthält,  lässt  nach  Satz  5^^^^*^^™^'^« 
mindestens    einen    Punkt    oder    eine    Gerade     in    Ruhe.      Eine    pro-  «Niedrigen 

^  trruppen. 

jective  G^  kann  aber  nach  Satz  1  auch  00^  oder  einige  Elationen 
enthalten.  Enthält  sie  gerade  00^  Elationen,  so  ist  der  Punktort 
ihrer  Linienelemente  nach  Satz  3  invariant,  also  nach  dem  öfters 
citierten  Theorem  7  eine  Gerade  oder  nur  ein  Punkt.  Enthält  die  G^ 
nur  einige  Elationen,  so  sind  die  Linienelemente  derselben  einzeln  in- 
variant. Sie  lässt  also  auch  dann  Punkt  und  Gerade  in  Ruhe.  Eine 
projective  G^  lässt  folglich  sicher  wenigstens  einen  Punkt  oder  eine 
Gerade  in  Ruhe.  Wir  werden  sehen,  dass  der  Fall,  dass  die  G^  nur 
eine  discrete  Anzahl  von  Elationen  enthält,  in  der  That  gar  nicht 
vorkommt  *). 

Kennt  man  alle  projectiven  G^,  die  eine  Gerade  in  Ruhe  lassen, 
so  kennt  man  auch  alle,  die  einen  Punkt  in  Ruhe  lassen,  denn  die 
einen  gehen  aus  den  anderen  durch  Ausübung  einer  Dualität  hervor. 
Wir  werden  daher  unser  Augenmerk  nur  darauf  richten,  alle  pro- 
jectiven Gr,  zu  finden,  die  eine  Gerade  invariant  lassen.  Natürlich 
lässt  sich  diese  Gerade  durch  eine  geeignete  projective  Variabein- 
änderung in  die  unendlich  ferne  Gerade  überführen.  Dann  aber  be- 
steht die  Gruppe  nach  §  1  des  4.  Kap.  aus  linearen  Transformationen. 
Eine  infinitesimale  lineare  Transformation 

Uf^  ap  -{-  bq  -\-  cxp  -f  dyp  -f-  exq  -f-  gyq 

vertauscht  nun  die  Punl^te  der  invarianten  unendlich  fernen  Geraden 
ebenso  unter  einander,  wie  die  zugehörige  sogenannte  verkürzte  in- 
finitesimale Transformation 

Üf=  cxp  -f  dyp  +  exq  +  gyq, 

da  das  Increment,  das  y  bei  üf  erfährt,  von  a  und  h  frei  ist  und 
andererseits  y  als  Coordinate  der  unendlich  fernen  Punkte  —  vgl.  §  3 
des  3.  Kap.  —  benutzt  werden  darf. 

Wenn  wir  nun  in  unserer  G^,  die  die  unabhängigen  infinitesi- 
malen Transformationen  U^f. .  .  ü^f  enthalte,  alle  Uf  in  dieser  Weise 
verkürzen,  so  erzeugen  die  entstehenden  TJ^f...  CTg/"  wieder  eine  Gruppe.  ^^*ü'''te 

*)  Es  ist  übrigens  von  vornherein  klar,  dass  eine  G'g,  die  mehr  als  eine 
Elation,  aber  eine  discrete  Anzahl  Elationen  enthält,  nicht  vorhanden  ist.  Denn 
die  Linienelemente  dieser  Elationen  würden  in  ihren  Punkten  sowie  in  den  Schnitt- 
punkten ihrer  Geraden  eine  discrete  Anzahl  von  Punkten  geben,  die  höchstens  bei 
einer  infinitesimalen  projectiven  Transformation  in  Ruhe  bleiben.  Dass  auch  pro- 
jective G^  mit  nur  einer  Elation  unmöglich  sind,  wird  die  folgende  Überlegung 
zeigen. 


i 
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Denn    offenbar    hängen    in  den  (JJiUk)  die   Coeffieienten   von  xp,  yp, 
xq,  yq  nicht  von  den  a  und  b  ab.     Mit 

5 

1 
ist  daher  auch] 


{UiU,)=^Ci,,Usf. 


Hieraus  aber  folgt  nach  dem  Hauptsatze  die  Richtigkeit  der  Behaup- 
tung ohne  weiteres.     Wir  sagen  daher: 

Satz  8:  Eine  lineare  Gruppe  transformiert  die  Punkte  der  unend- 
lich fernen  Geraden  genau  so  wie  die  mgehörige  verkürzte  lineare  homo- 
gene Gruppe. 

Wir  haben  nun  diese  linearen  homogenen  Gruppen  sämtlich  durch 
lineare  Transformationen,  die  ja  Translationen  in  Translationen  ver- 
wandeln, auf  gewisse  typische  Formen  in  §  4  des  5.  Kap.  zurückgeführt 
und  können  von  diesen  Typen  Gebrauch  machen.  Dabei  ist  jedoch  zu 
beachten,  dass  die  verkürzte  Gruppe  offenbar  viergliedrig  ist,  wenn  die 
G^  gerade  eine  infinitesimale  Translation,  und  nur  dreigliedrig,  wenn 
sie  alle  infinitesimalen  Translationen  enthält.  Der  Fall,  dass  G^  keine 
infinitesimalen  Translationen  enthielte,  ist  unmöglich,  da  es  ausser 
ihnen  nur  vier  von  einander  unabhängige  lineare  homogene  Transfor- 
mationen giebt.  Die  verkürzte  lineare  homogene  Gruppe  kann  also  nach 
Theorem  16,  §  4  des  5.  Kap.,  in  einer  der  drei  Formen  angenommen 
werden : 

xp     yp    xq    yq,  • 

xq     xp  —  yq     yp, 
xp     xq    yq. 
Im  ersten  Fall  wijd  die  gesuchte  G^  zunächst  die  Form  haben 
müssen: 

ip  +  M,   ^p  +  ",   yp  +  --,   ^2  +  •  • ,   ya-\ —  • 

Hierin  bedeuten  die  Punkte  solche  Glieder,  die  nur  Translationen  p,  q 
mit  irgend  welchen  Coeffieienten  enthalten.     Nun  aber  kommt: 

(Xp  -i-  (iq,    xp-\ )  ==  Xp, 

(Xp  -{-  iiq,     yq-\ )  =  (iq, 

d.  h.  die  G^  enthält  Xp  und  (iq,  da  Klammeroperation  zwischen  den 
infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  nach  dem  Hauptsatze 
immer  nur  wieder  zu  Transformationen  der  Gruppe  führen  kann.  Da 
nun  (rg  nur  eine  Translation  enthält,  so  ist  also  X  oder  fi  gleich  Null. 
Sagen  wir:    G^  enthält  p  und  nicht  q.     Alsdann  ist 
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(p,     xq-\-  ■•)=q. 

Dies  giebt  einen  Widerspruch.  Es  ist  also  keine  G^  von  dieser  Art 
vorhanden. 

Im  zweiten  Fall  hat  die  G^  zunächst  die  Form : 

p,     q,     xq  +  --,     xp  —  yq-\---,     yp  +  •  • , 

wo  wieder  die  angedeuteten  Glieder  die  Form  Const.  p  -{-  Const.  q 
haben.  Die  G^  enthält  alsdann  auch  xq,  xp  —  yq,  yp  selbst,  da  sie 
linear  aus  den  vorstehenden  abgeleitet  werden  können.  Also  ergiebt 
sich  der  Typus: 


p    q    xq    xp  —  yq    yp 


Im  dritten  Fall  endlich  kommt  analog  der  Typus: 


p    q    xp    xq    yq 


Es  haben  sich  also  zwei  projeetive  G^  ergeben,  welche  eine  Ge- 
rade in  Ruhe  lassen.  Dass  dieselben  durch  projeetive  Transformation 
nicht  in  einander  überführbar  sind,  ist  leicht  einzusehen.  Denn  die 
erstere  Gruppe  lässt  keinen  Punkt,  weder  im  Endlichen  noch  im  Un- 
endlichfernen, in  Ruhe,  während  die  zweite  einen  Punkt,  nämlich  den 
unendlich  fernen  Punkt  der  y-Axe,  invariant  lässt. 

Die  erste  Gruppe  lässt  sich  also  charakterisieren  als  der  Typus 
der  fünfgliedrigen  projectiven  Gruppen,  welche  nur  eine  Gerade  und 
keinen  Punkt,  die  zweite  als  der  Typus  derjenigen,  welche  eine  Ge- 
rade und  einen  Punkt  auf  ihr,  also  ein  Linienelement,  in  Ruhe  lassen. 

Die  G^,  welche  einen  Punkt  in  Ruhe  lassen,  ergeben  sich  durch 
Dualität  aus  den  gefundenen.  Die  aus  der  zweiten  Gruppe  dadurch 
hervorgehenden  Gruppen  lassen  wie  diese  ein  Linienelement  in  Ruhe, 
sind  also  auch  direct  durch  projeetive  Transformation  aus  ihr  ableit- 
bar. Dagegen  kann  man  die  zur  ersten  G^  dualistischen  nicht  durch 
projeetive  Transformation  aus  ihr  erhalten,  da  ihr  invariantes  Gebilde 
durch  Dualität  in  ein  andersartiges  übergeht,  nämlich  die  Gerade  in 
einen  Punkt  verwandelt  wird.  Als  Typus  der  zur  ersten  G^  dualisti- 
schen kann  man  nach  der  Anleitung  des  §  4  des  vorigen  Kapitels 
diesen  wählen : 


xq    xp  —  yq    yp    x^p  -{-  xyq    xyp  -f-  y^q 


Es    ist   dies    eine    projeetive   G^j   welche  nur  den  Anfangspunkt   und 
sonst  keinen  Punkt  und  keine  Gerade  invariant  lässt. 

Man   sieht   ein,   dass  jede  projeetive   G^   oo^  oder  oo^  Elationen 
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entliält.  Man  braucht  zu  dem  Ende  nur  alle  Elationen  der  G^  nach 
der  früher  angegebenen  Methode  zu  berechnen.  Die  Liuienelemente 
der  oo^  Elationen  des  ersten  Typus  sind  sämtliche  Linienelemente, 
deren  Punkte  unendlich  fern  liegen,  die  der  oo^  Elationen  des  zweiten 
Typus  sämtliche  Linienelemente,  deren  Punkt  der  unendlich  ferne  der 
y-Axe  ist,  sowie  sämtliche  Linienelemente,  deren  Gerade  die  unend- 
lich ferne  ist. 

Es  giebt  also  heine  projedive  Gr,  mit  einer  discreten  Anzahl  von 
Elationen. 

Zusammen-  y^jj.  fassen  unserc  Ergebnisse  zusammen  in  dem 

Stellung.  o 

Theorem  24:     Jede  mehr  als  viergliedrige  projective  Gruppe 

der  Ebene  mit  paarweis  inversen  Transformationen  ist  durch 

projective  Transformation  in  eine  der  folgenden  üherführhar: 

p     q    xp    yp     xq    yq    x^p  +  xyq    xyp  -{-  y^q, 

p    q    xp     yp    xq    yq, 

xp    yp    xq    yq     x^p  -\-  xyq    xyp  -\-  y^q, 

p    q    xq    xp  —  yq    yp, 

xq    xp  —  yq    yp    x^p  +  xyq    xyp  -\-  y^q, 

p     q     xp     xq     yq. 

Keine  dieser  Gruppen  ist  überzählig.  Wohl  aber  lässt  sich 
durch  Dualität  die  zweite  in  die  dritte  und  die  vierte  in  die 
fünfte  überführen. 


§  2.    Vorbemerkungen  über  die  übrigen  projectiven  Gruppen. 

Für  alle  weniger  als  fünfgliedrigen  projectiven  Gruppen  lassen 
sich  einige  allgemeine  Sätze  vorausschicken,  welche  die  Bestimmung 
dieser  Gruppen  erleichtern  werden.  Ein  Teil  dieser  allgemeinen  Sätze 
lässt  sich  übrigens,  wie  wir  später  sehen  werden,  auch  auf  nicht -pro- 
jective Gruppen  ausdehnen. 

Ist  eine  projective  Gr  intransitiv  (§  1  des  8.  Kap.),  so  lässt  sie 
oo^  einzelne  Curven  in  Ruhe,  also  umsomehr  eine  Schar  von  <x^  Curven. 

Wir  werden  zeigen,  dass  auch  jede  transitive  projective  Gruppe, 
sobald  sie  weniger  als  fünfgliedrig  ist,  eine  Schar  von  <x>^  Curven  — 
allerdings  nicht  bestehend  aus  oo^  einzeln  invarianten  Curven  —  in 
NachweiB  «ich  überführt. 

der  In- 

^einer''  Wählen  wir  nämlich  aus  allen  Transformationen  einer  solchen  Gr 

BohAT.'  gerade  diejenigen  aus,  welche  einen  beliebig  angenommenen  Punkt  Pq 
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von  allgemeiner  Lage  in  Ruhe  lassen,  so  ergeben  sich  insgesamt  bei 
unserer  r-gliedrigen  Gruppe  gerade  cx>'— ^  Transformationen  —  denn 
wenn  es  mehr  wären,  so  wäre  die  Gruppe  intransitiv.  Diese  oo""—^ 
Transformationen  bilden  eine  (r  —  2)-gliedrige  Untergruppe  Gr-2. 
Nach  §  2  des  10.  Kap.  kann  sie  auch  aufgefasst  werden  als  eine 
Gruppe,  welche  Geraden  in  Geraden  verwandelt,  indem  man  sie  in 
Liniencoordinaten  u,  v  schreibt.  Insbesondere  werden  die  Geraden  durch 
den  Punkt  p^  unter  sich  vertauscht,  da  Pq  in  Ruhe  bleibt.  Ziehen 
wir  nur  diese  Geraden  in  betracht,  so  können  wir  sagen,  dass  sie 
durch  eine  gewisse  höchstens  (r  —  2)-gliedrige  projective  Gruppe  unter 
einander  vertauscht  werden.  Diese  braucht  in  u,  v  nicht  gerade  (r — 2)- 
gliedrig  zu  sein,  weil  die  oo'"— ^  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gr-2,  geschrieben  in  w,  v,  für  alle  Geraden  durch  den  Punkt  2?o  unter 
Umständen  teilweis  zusammenfallen  können. 

Wir  können  diesen  Gedankengang  auch  so  darstellen:  Es  seien 
üj^f.  .  Ur—if  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gr,  welche  einen 
bestimmten  Punkt  Pq,  etwa  den  Anfangspunkt  selbst,  invariant  lassen, 
und  also  sei  für  die  von  ihnen  gebildete  Gruppe  Gr—2  nach  dem  Haupt- 
satz allgemein : 
(2)  {UiU,)  =  2c,,sUsf. 

Die  CT/"  haben  als  projective  Transformationen,  die  den  Punkt  a; =2/ =0 
in  Ruhe  lassen,  die  Form: 

Ukf^  {ttkX  -f  'bky)p  +  {fikX  +  'bky)q  + 
+  (A^a;  +  ii^kV)  {xp  +  yq), 

setzen  sich  also  aus  einer  homogenen  linearen  und  einer  Transforma- 
tion mit  Gliedern  zweiten  Grades  in  x,  y  zusammen.  Indem  wir  diese 
beiden  Teile  mit  L^f  und  Zj^f  bezeichnen,  setzen  wir  also : 

Uj,f=Uf+Zkf. 
Dann  ist  nach  (2): 

{LiU)  +  {LiZ,)  +  {UZ,)  +  {ZiZu)  =  2Cius{.Lsf+  Z,f). 

Die  Klammerausdrücke  {LiLk)  sind  homogen  und  linear  in  x,  y,  die 
übrigen  quadratisch.     Daher  ist  auch 

{LiLk)  ^  ScasLsf. 

Die  Lif  bilden  also  für  sich  eine  lineare  homogene  Gruppe.  Betrachten 
wir  nun  die   durch   den  Anfangspunkt    gehenden   Geraden,   die   durch 

die  Richtungsgrösse  y  =  -^   bestimmt  werden.     Das    Incremenfc,    das 

y  bei  TJkf  erfährt,  ist,  wie  man  leicht  einsieht,  nur  von  Lkf  abhängig, 
sobald  in  ihm  x  ==  y  =  0  gesetzt  wird.     Also  geben  die  Lkf  solche 

Lic,  Continwiorlicho  Gruppen.  18 
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Transformationen  der  Punkte  der  Ebene,  welche  die  Geraden  durch 
den  Anfangspunkt  gerade  so  unter  einander  vertauschen  wie  die  Ukf 
selbst.  Die  Lkf  bilden  für  sich  eine  lineare  homogene  und  zwar  höch- 
stens auch  {r  —  2)-gliedrige  Gruppe, 

Ist  nun  »*  <  5,  so  ist  diese  Gruppe  höchstens  zweigliedrig  und 
lässt  demnach  mindestens  eine  Gerade  durch  den  Anfangspunkt  in- 
variant.    (Vgl.  Theorem  17,  §  4  des  5.  Kap.) 

Hätten  wir  an  Stelle  des  Anfangspunktes  irgend  einen  Punkt  p^ 
fest  halten  wollen,  so  hätten  wir  ihn  nur  zuvörderst  durch  eine 
Translation  in  den  Anfangspunkt  zu  überführen  brauchen,  um  alsdann 
dieselbe  Betrachtung  anstellen  zu  können. 

Also  ergiebt  sich: 

Satz  9 :  Alle  diejenigen  Transformationen  einer  höchstens  vier- 
gliedrigen  transitiven  projectiven  Gruppe  der  Ehene,  die  einen  Punkt  p^ 
von  allgemeiner  Lage  in  Ruhe  4assen,  lassen  ebenfalls  wenigstens  eine 
durch  Pq  gehende  Gerade  g^  in  Ruhe.  Für  intransitive  projective  Gruppen 
ist  dieser  Satz  selbstverständlich. 

Da  die  Gr  transitiv  ist,  so  giebt  es  nun  sicher  Transformationen 
T  in  ihr,  die  p^  in  irgend  einen  anderen  bestimmt  gewählten  Punkt 
p  allgemeiner  Lage  überführen.  Sie  führen  dann  sämtlich  die  Gerade 
gQ  in  ein  und  dieselbe  Gerade  g  durch  p  über. 

Um  dies  zu  beweisen,  seien  die  Transformationen  der  Gruppe, 
die  Pq  invariant  lassen,  mit  Sq,  die  aber,  die  p  invariant  lassen,  mit 
S  bezeichnet.     Alsdann  ist  stets: 

(Po)So  =  iP.),     ip)S=(p) 
(.9o)So=(9o),     {p,)T={p). 

Eine  bestimmte  T,  etwa  T^,  führe  g^  in  die  Gerade  g  durch  p  über, 
sodass 

ist.     Ferner  kann  in 

{v)S  =  {p) 

der  Punkt  (jp)  durch  (jOo)^o  ersetzt  werden,  sodass  kommt: 

{p,)T,S  =  {p,)T, 
oder 

{jP,)T,ST,--  =  {p,), 

Also  gehört  T^ST^^  zu  den  ä^,  die  p^  invariant  lassen: 
sodass 
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S  =  T„-  *  Sq  Tq 
wird.     Folglich  ist  nun 

Da  jedoch 

ist,  so  liefert  dies: 

d.  h.  jede  Transformation  S  der  Gr,  die  p  in  Ruhe   lässt,  lässt  auch 
g  in  Ruhe.     Ferner  folgt  aus 

auch 

{p)T-'  =  ip)T,-\ 
also 

(p)  =  ip)To-'T. 

Somit  gehört  Tq~^T  zu  den  S,  die  jp  und,  wie  soeben  bewiesen,  auch 
g  invariant  lassen: 


Hieraus  folgt: 


T^-^T=S. 


T=T^S 


oder,  da  {g)T,  =  {g),  {g)S=(g)  ist: 

(9)T=i9), 
was  zu  beweisen  war. 

Satz  10 :  Führen  alle  Transformationen  einer  projectiven  Gruppe, 
die  einen  Punkt  allgemeiner  Lage  p^  in  Ruhe  lassen,  zugleich  eine  Gerade 
g(,  durch  Pq  in  sich  Ober,  so  führen  alle  Transformationen  der  G nippe, 
die  Pq  nach  einer  Stelle  p  dringen,  auch  die  Gerade  g^  in  ein  und  dieselbe 
Gerade  g  über,  die  alsdann  bei  allen  p  invariant  lassenden  Transforma- 
tionen der  Gruppe  ebenfalls  in  sich  transformiert  wird. 

Es  ist  natürlich  denkbar,  dass  mit  p^  auch  mehr  als  eine  Gerade 
g^  durch  ihn  invariant  bleibt.  Wir  wählen  in  diesem  Falle  eine  unter 
den  Geraden  g^  aus  und  haben  alsdann  vermöge  des  Satzes  auch  jedem 
Punkt  p  der  Ebene  —  da  die  Gr  transitiv  ist,  also  p^■,  nach  jeder 
Stelle  p  überführt  —  eine  Gerade  g  durch  ihn  zugeordnet.  Wir  sagen: 
Mit  jedem  Punkt  p  der  Ebene  ist  eine  durch  ihn  gehende  Gerade  q  iw-«nvariante 

J  ^  ^  ^  Verknüpfg. 

variant  verknüpft.  ▼■  Pnakt 

.  ,  u.  Gerade. 

Durch  diese  allen  Punkten  zugeordneten  Richtungen  werden  oo^ 
Curven  definiert,  die  Curven  nämlich,  welche  in  ihren  Punkten  p  die 
betreffenden  Geraden  g  zu  Tangenten  haben  und  die  also,  wenn  y  die 
Tangentialneigung  im  Punkte  {x,  y)  bezeichnet,  durch  eine  gewisse 
Differentialgleichung  erster  Ordnung 

f{^,  y,  y)  =  0 

18* 
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definiert  sind.  Jede  Transformation  der  Gruppe  Gr  führt  die  Curveu 
dieser  Schar  in  einander  über,  da  sie  zugeordnete  Punkte  und  Geraden 
in  ebensolche  verwandelt.     Also  sehen  wir: 

Satz  11:  Jede  höchstens  viergliedrige  projective  Gruppe  der  Ebene 
lässt  eine  Schar  von  oo^  Curven  invariant. 

Offenbar  gilt  dies  ja  auch  für  jede  intransitive  projective  Gruppe. 

Invariante  Diesc  Curvcnschar  wird  nun   eine   Umhüllungsfigur  besitzen,   sei 

Curve  oder  o       o  / 

Punkt,  es  eine  Curve  oder  nur  ein  isolierter  Punkt*).  Jedenfalls  muss  die 
Gruppe  diese  Figur  in  sich  überführen.     Also  folgt: 

Satz  12 :  Jede  höchstens  viergliedrige  projective  Gruppe  der  Ebene 
lässt  wenigstens  eine  Curve  oder  einen  Punkt  in  Buhe. 

Die  eventuell  also  vorhandene  invariante  Curve  gestattet  r  infini- 
tesimale projective  Transformationen  und  ist  demnach  nach  Theorem  7, 
§  4  des  3.  Kap.,  im  Fall  r  =  4  eine  Gerade,  im  Fall  r  =  3  oder  2 
eine  Gerade  oder  ein  Kegelschnitt.  Im  Fall  r  =  1  lässt  die  Gruppe 
nach  Theorem  5,  §  1  des  3.  Kap.,  mindestens  einen  Punkt  und  eine 
Gerade  in  Ruhe.     Zusammengefasst  ergiebt  sich  also : 

Satz  13:  Jede  höchstens  viergliedrige  projective  Gruppe  der  Ebene 
lässt  mindestens  einen  Punkt  oder  eine  Gerade  oder  einen  Kegelschnitt  in 
Ruhe.     Ist  sie  viergliedrig ,  so  sind  nur  die  beiden  ersten  Fälle  möglich. 

In  Verbindung  mit  den  Ergebnissen  des  vorigen  Paragraphen 
liefert  dieser  Satz  noch: 

Satz  14:  Jede  projective  Gruppe  der  Ebene  —  mit  Ausnahme  der 
allgemeinen  achtgliedrigen  —  lässt  mindestens  einen  Punkt  oder  eine  Ge- 
ra^ oder  einen  Kegelschnitt  in  Ruhe. 

*)  Allerdings  ist  die  Existenz  einer  Umhüllungscurve  nur  dann  sicher,  wenn 
die  Schar  aus  algebraischen  Curven  besteht.  Wir  schliessen  exacter  so :  Eine 
Curve  der  Schar  geht  bei  den  oc  Transformationen  der  G'^  in  oo*  Curven  über, 
sie  gestattet  daher  nach  Satz  3,  §  1  des  10.  Kap.,  r  —  1  unabhängige  infinitesi- 
male projective  Transformationen,  also  für  r  >  2  mindestens  zwei,  sodass  dann 
nach  Theorem  7,  §  4  des  3.  Kap.,  die  Curven  der  Schar  Geraden  oder  Kegel- 
schnitte, mithin  wirklich  algebraische  Curven  sind.  Ist  r  =  2,  so  kann  die  G^ 
in  der  Form  U^f,  TJ^f  angenommen  werden,  dass  {U^U^)  =  cU^f  ist,  wie  man 
leicht  sieht  —  vgl.  „DflFgln.  m.  inf.  Trf.",  Satz  1,  §  1  des  18.  Kap.  Alsdann  gestattet 
die  Schar  der  Integralcurven  von  Uif  =  0,  d.  i.  die  der  Bahncurven  von  U^  f, 
alle  infinitesimalen  Transformationen  c^U^f -\- c^U^f  der  Gruppe,  da  diese  mit 
U^f  combiniert  Const.  UJ  liefern.  Vgl.  „Dffgln.  m.  inf.  Trf.",  Theorem  9,  §  2 
des  6.  Kap.  Immer  besitzt  nun  die  Schar  der  Bahncurven  von  t/j  f  eine  ümhül- 
lungsfigur,  bestehend  aus  Punkten  oder  Geraden,  siehe  Satz  23,  §  4  des  3.  Kap. 
Diese  Figur  bleibt  also  bei  der  Gruppe  invariant.  Der  Fall  r  =  1  erledigt  sich 
ohne  weiteres. 
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§  3.     Bestimmung  aller  übrigen  projectiven  Gmppen  der  Ebene. 

Wollen  wir  nun  die  4-,  3-  und  2-gliedrigen  projectiven  Gruppen 
bestimmen,  so  bemerken  wir;  Wenn  eine  solche  Gr  einen  Punkt  in 
Ruhe  lässt,  so  lässt  jede  dazu  dualistische  Gruppe  eine  Gerade  in 
Ruhe.  Kennt  man  also  alle  Gr,  die  eine  Gerade  in  Ruhe  lassen,  so 
kennt  man  auch  alle,  die  einen  Punkt  invariant  lassen.  Wir  suchen 
also  nur  alle  Gr  (r  =  4,  3,  2),  die  eine  Gerade  oder  einen  Kegel- 
schnitt invariant  lassen. 

Der  Keqelschnitt  kommt,  wie  wir  sahen,  nur   bei  den  G«  in  be- iii^aria»»ter 

^  '  .  '  ^  Kegelschn. 

tracht.     Er   kann   durch    eine   geeignete   projective  Variabeinänderung 
nach  Satz  14,  §  4  des  3.  Kap.,  auf  die  Form 

a;2  —  2y  =  0 

gebracht    werden    und    gestattet    alsdann,    wie  wir  schon   in   §  4  des 
4.  Kap.  bewiesen,  die  infinitesimalen  Transformationen: 


p  -\-xq     xp-\r  2yq     {x^  —  y)p  +  xyq 


Hiermit  ist  der  Typus   aller  G^  bestimmt,  die  einen  Kegelschnitt  in 
sich  überführen. 

Wir  fügen  die  wichtige  Bemerkung  hinzu:   Diese  (r,  transformiert^ur  Gruppe. 

°  °  f  .2  des  Kegel- 

die  Punkte  des  Kegelschnittes  unter  einander,  und  wir  können  x  als  schnitts. 
einziges  Bestimmungsstück  dieser  Punkte  betrachten,  sodass  die  in- 
finitesimalen Transformationen  sich  wegen  2y  =  x^  auf  ^,  xp,  x^p 
reducieren.  Es  ist  dies  die  allgemeine  projective  Gruppe  der  einfachen 
Mannigfaltigkeit  x.  Aus  Theorem  15,  §  2  des  5.  Kap.,  folgt  also, 
dass  jede  höchstens  ^fweigliedrige  projective  Gruppe,  die  einen  Kegel- 
schnitt invariant  lässt,  auf  ihm  auch  einen  Punkt,  daher  auch  die 
Tangente  dieses  Punktes  in  Ruhe  lässt,  während  der  obige  dr^ 
gliedrige  Typus  selbst  weder  einen  Punkt  noch  eine  Gerade  der 
Ebene  invariant  lässt.  Offenbar  ist  obiger  Typus  auch  zu  sich  selbst 
dualistisch,  nach  Satz  8,  §  3  des  10.  Kap. 

Nun  handelt  es  sich  nur  noch  um  die  Bestimmung  der  projectiven  invariante 

n       ri       r^         ^^         •         n  •  o  f     J  Gerade. 

6r4,  (t3,  tTg,  die  eine  Gerade  in  sich  überführen.  Diese  Gerade  kann 
ins  Unendliche  verlegt  werden,  sodass  die  gesuchten  Gruppen  nach 
§  1  des  4.  Kap.  linear,  also  Untergruppen  der  allgemeinen  linearen 
Gruppen  werden.  Verkürzen  wir  dieselben,  wie  es  in  §  1  bei  der 
Bestimmung  der  G^  geschah,  sodass  wir  nur  noch  lineare  homogene 
Transformationen  vor  uns  haben,  so  bilden  diese  für  sich  eine  Gruppe, 
vgl.  Satz  8    des  §  1.     Die   Typen    dieser   Gruppen  sind   aber  in   §  4 
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des  5. 

Kap.  bestimmt 

worden 

.     Es 

sind  nacl 

graphen  diese: 

A) 

xp 

yp 

xq    yq, 

B) 

xq^ 

xp  - 

-  y^  yp, 

■C) 

xq 

ya 

xp, 

D) 

xp 

yQ, 

E) 

xq 

axp 

+  &«/(?, 

P)  xq  +  a{xp  +  yq), 

G)  axp  +  ^yo.- 

Um  unsere  Gr  zu  erhalten,  haben  wir  nun  zu  diesen  Transformationen 
jedesmal  additive  Glieder  Const.  p  -\-  Const.  q  sowie  2,  1  oder  keine 
infinitesimale  Translation  Xp  -\-  (iq  derart  hinzuzufügen,  dass  sich 
wieder  eine  Gruppe  ergiebt.  Die  Hinzufügung  von  Const.  p  -(-  Const.  q 
können  wir  ohne  Schaden  der  Allgemeinheit  bei  xp  +  yq  stets  unter- 
lassen, da 

xp  +  yQ  ■}-  c^P  +  'bq 

durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  aj  +  a,  y-\-h  in  xp-\-yq 
übergeht. 

Ferner  bemerken  wir,  dass  aus  dem  Vorhandensein  von  xp  -f-  yq 
in  der  Gruppe  folgender  Schluss  gezogen  werden  kann:  Enthält  die 
Gruppe  etwa 

ap  +  ßq-\-  {yx  +  dy)p  +  (sx  +  ty)q, 

so  lehrt  die  Klammeroperation  mit  xp  +  yq,  die  ja  dann  nach  dem 
Hauptsatze  eine  Transformation  der  Gruppe  giebt,  dass  die  Gruppe 
ccp -\- ßq  enthält.     Die  Gruppe  enthält  also  dann  einzeln: 

f^p  +  ßü,    (.yx  +  ^y)p  +  («^  +  ty)q- 

Diese  Bemerkung  werden  wir  öfters  verwerten. 

Die  vier-  Bestimmen  wir  zunächst  die  viergliedrigen  Gruppen  G^,  indem  wir 

Gruppen,  die  Fälle  A)  bis  G)  einzeln  behandeln. 
A)  Hier  haben  wir: 
xq-^  ttp-\-  ßq     yp  -\-yp  -\-  dq     xq -\-  ep -{-  Iq     yq -{- rjp  -\r  d-q. 

Jede  Klammeroperation  soll  nach  dem  Hauptsatze  eine  infinitesimale 
Transformation  ergeben,  die  sich  aus  diesen  vieren  linear  ableiten 
lässt.  Da  es  so  eingerichtet  werden  kann,  dass  die  Gruppe  xp  -\-  yq 
enthält,  so  folgt,  dass  xp,  xq,  yp,  yq  sämtlich  ohne  additive  Glieder 
auftreten,  weil  sonst  die  Gruppe  nach  unserer  allgemeinen  Bemerkung 
noch  Translationen  enthielte,  also  mehr  als  viergliedrig  wäre.  Somit 
erhalten  wir  den  Typus: 
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x^    xq    yp     yq 


die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe.  Man  kann  sie  definieren 
als  den  Typus  aller  projectiven  Gruppen,  welche  nur  eine  Gerade  — 
hier  die  unendlich  ferne  —  und  nur  einen  nicht  auf  der  Geraden 
liegenden  Punkt  —  hier  den  Anfangspunkt  —  in  Ruhe  lassen.  Hieraus 
folgt  sofort,  dass  sie  in  jede  mit  ihr  dualistische  Gruppe  durch  pro- 
jective  Transformation  überführbar  ist. 

B)  Hier  kommt,  da  die  Gruppe  viergliedrig  sein  soll,  eine  Trans- 
lation selbständig  vor : 

xq-^'-,     xp  —  yq-\-'-,     yp -{-■-,     ^p-\-(iq- 

Die  nur  angedeuteten  Glieder  sollen  hier,  wie  in  Folgendem,  von  der 
Form  Const.  p  -f-  Const.  q  sein.     Aus 

ixq  +  --,     ^p-i-  liq)  =  —  H 
folgt,  dass,  da  nur  eine  Translation  kp  -{-  ^q  auftritt,  A  verschwindet. 
Ebenso  folgt  /:*  =  0,  sodass  sich  also  keine  viergliedrige  Gruppe  ergiebt. 

C)  Hier  folgt  zunächst,  da  xp  -f-  yq  vorkommt,  aus  der  voraus- 
geschickten Bemerkung,  dass  die  Gruppe  die  Form  hat: 

xq     yq     xp     Ip  -(-  ^Lq. 
Klammeroperation  lehrt  dann,  dass  A  =  0  ist,  sodass  die  Gruppe  her- 
vorgeht : 

1)  xq     yq     xp     q. 

D)  und  E)  Hier  kommen  unmittelbar  diese  Gruppen : 

2)  xp     yq    p     q, 

3)  xq    axp  -f-  hyq    p    q, 
während  F)  und  G)  keine  viergliedrige  Gruppe  liefern. 

Es  fragt  sich,  ob  keiner  der  Typen  1),  2),  3)  überzählig  ist. 
Nur  der  erste  lässt  ausser  der  unendlich  fernen  Geraden  noch  eine 
zweite  Gerade,  die  y-Axe,  in  Ruhe.  Er  ist  demnach  ein  selbständiger 
Typus,  den  wir  so  schreiben  können  : 

\    q     yq     xq     xp    \- 


Er  enthält  alle  projectiven  Transformationen,  welche  zwei  Geraden 
und  ihren  Schnittpunkt  in  Ruhe  lassen.  Eine  dualistische  Gruppe 
lässt  daher  zwei  Punkte  und  ihre  Gerade  in  Ruhe  und  ist  ein  beson- 
derer Typus,  der  unter  2)  oder  3)  vorhanden  sein  muss.  Es  ist  dies 
in  der  That  die  Gruppe  2): 

\    q    yq    p     xp    \. 
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Die  Gruppe  3)  lässt  nur  eine  Gerade  —  die  unendlich  ferne  — 
und  einen  Punkt  auf  ihr  —  den  Schnittpunkt  mit  der  «/-Axe  —  in- 
variant und  ist  also  ein  neuer  Typus,  den  wir  so  schreiben: 


p    q    xq    axp-{-hyq 


Da  in  diesem  Fall  das  invariante  Gebilde  zu  sich  selbst  dualistisch 
ist,  so  liegt  die  Vermutung  nahe,  dass  jede  hierzu  dualistische  Gruppe 
auch  durch  projective  Transformation  erhalten  werden  kann.  Das  ist 
aber  bei  allgemeiner  Wahl  des  Verhältnisses  a:h  nicht  der  Fall.  Man 
findet  ohne  Mühe,  dass  der  vorstehende  Typus  durch  projective  Trans- 
formation nur  in  solche  Gruppen 

p     q    xq    a^xp  -\-  h^yq 

verwandelt  werden  kann,  für  die  %  :  &i  =  a  :  &  ist.  Demnach  ist  die 
dualistische  Gruppe: 


p    q    xq     (b  —  a)xp  -j-  hyq 


ein  besonderer  Typus.  Nur  für  h  =  2a  oder  &  =  0  ist  der  Typus  zu 
sich  selbst  dualistisch.  Diese  Gruppen  sind  also  besonders  zu  be- 
merken : 


p    q    xq    xp-\-2yq 


p    q    xp    yq 


^i^drrin  ^^^  kommen  nunmehr  zur  Berechnung  der  dreigliedrigen  Gruppen 

Gruppen.  Q.^  j^  ^cu  Fällen  A)  bis  G). 

A)  liefert  keine  dreigliedrige  Gruppe. 

B)  giebt,  wie  die  Klammerausdrücke  sofort  zeigen: 


xq  xp  —  yq  yp 


Diese  Gruppe  lässt  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  keinen  Punkt 
und  im  Endlichen  nur  einen,  den  Anfangspunkt  in  Ruhe.  Auch 
kommt  ausser  der  unendlich  fernen  Geraden  keine  invariante  Gerade 
vor.  Offenbar  ist  die  Gruppe  nach  der  Tafel  am  Schluss  von  §  4  des 
10.  Kap.  zu  sich  selbst  dualistisch. 

C)  Hier    lehrt    die    vorausgeschickte    allgemeine    Bemerkung   un- 
mittelbar, dass  die  Gruppe  lautet: 

I)  xq    yq    xp. 

D)  Die  allgemeine  Bemerkung  giebt  zunächst: 

xp    yq     Xp  +  iiq. 
Klammeroperation   zwischen   xp  —  yq   und   Xp  -{■  ^q   giebt   kp  —  ^iq, 
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sodass  A  oder  ft  gleich  Null  ist,  da  nur  eine  Translation  vorkommt. 

Da  alles  in  x,  y  symmetrisch  ist,  so  können  wir  A  ==  0  setzen.    Dies 

liefert : 

11)  xp,     yq,     q. 

E)  Hier  haben  wir  zunächst : 

xq-\ ,     axp  -\-byq-{ ,     Xp  -\-  ^q, 

und  Klammeroperation  zwischen  der  ersten  und  letzten  Transformation 
liefert  A  =  0.     Nun  ist  die  Gruppe  etwa  diese : 

xq  -\-  ap     axp  -\-  hyq  -\-  ßp     q. 

o 

Ist  <x  =[=  0,  so  kann,  indem  x  -\-  —  als  neues  x  gewählt  wird,  ß  =  0 
gemacht  werden,  und  dann  giebt  Combination  der  beiden  ersten 

(&  —  a)xq  -j-  aap. 
Daher  ist 

aa  =  (b  —  a)a. 

Ist  2a  =j=  &,  so  ist  also  a  =  0,  und  es  kommt: 

III)  xq     axp  -\-  hyq     q. 
Ist  jedoch  h  =  2a  und  a  =f=  0,  so  bleibt 

xq  -\-  ccp    xp  -\-  2yq     q. 

Wäre  a  =  0,  so  wäre  diese  Gruppe  in  III)  enthalten.  Daher  setzen 
wir  a  =j=  0  und  können  leicht  a  ==  1  machen,  indem  wir  ein  Vielfaches 
von  y  als  neues  y  benutzen.     So  kommt: 

IV)  xq  -\-  p     xp  -\-  2yq     q. 
Wenn  aber  a  ==  0  ist,  so  haben  wir : 

xq -\- ap     yq -\- ßp     q 

und  Combination  der  beiden  ersten  giebt  a  =  0.  Alsdann  lässt  sich 
/3  =  1  machen,  sobald  es  nicht  Null  ist,  in  welchem  Falle  eine  in 
III)  enthaltene  Gruppe  hervorgehen  würde.     So  kommt  nur: 

V)  xq     yq+p     q. 

F)  und  G)  liefern  sofort: 

VI)  xq  +  a{xp  +  yq)    p     q, 
VII)  axp  -f-  hyq    p     q. 

Wir  fragen  uns  nun,  ob  unter  den  sieben  Gruppen  I)  •  VII)  über- 
zählige vorhanden  sind. 

Die  Gruppe  I)  und  II)  lassen  zwei  Geraden,  ihren  Schnittpunkt 
und  noch  einen  Funkt  auf  einer  der  Geraden  in  Ruhe.  Diese  Figur 
kommt   bei   den   anderen  Gruppen   nicht  vor  und  ist  zu  sich  selbst 
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dualistisch.  Man  sieht  leicht,  dass  I)  und  II)  durch  projective  Trans- 
formation oder  durch  Dualität  iu  einander  überführbar  sind.  Somit 
kommt  nur  ein  zu  sich  selbst  dualistischer  Typus: 


q    yq    xp 


Die  Gruppe  III)  lässt,  sobald  a  ^0  ist,  also  a  =  1  gesetzt 
werden  kann,  zwei  Geraden  und  ihren  Schnittpunkt  in  Ruhe.  Bei 
allen  anderen  Gruppen  ist  das  invariante  Gebilde  ein  anderes.  VII)  be- 
sitzt für  a  =1=  &  das  dualistische,  zwei  Punkte  und  ihre  Gerade.  Dem- 
nach sind  III)  und  VII)  zu  einander  dualistische  Typen,  die  nicht 
durch  projective  Transformation  in  einander  verwandelt  werden  können. 
In  der  That  ergiebt  sich  zu 


q    xq    xp-^-ayq 


als  dualistisch  die  Gruppe : 


p     q     {a  —  l)xp  -\-  ayq 


Man  sieht  leicht  ein,  dass  in  diesem  Typus  die  Constante  a  nicht 
weiter  specialisiert  werden  kann.  Er  lässt  sich  nur  durch  Einfuhrung 
passender  neuer  Variabein  a  in  1  —  a  verwandeln. 

Im  Falle  a  ==  0  lässt  III)  alle  Geraden  durch  einen  Punkt  in- 
variant, während  VII)  für  a  =  &  das  dualistische  invariante  Gebilde, 
alle  Punkte  auf  einer  Geraden,  besitzt.  Die  betreffenden  invarianten 
Gebilde  treten  sonst  nicht  auf.  Wir  erhalten  also  die  beiden  zu  ein- 
ander dualistischen  Typen: 


q    xq    yq 


p     q     xp-^yq 


Es  bleiben  nun  noch  die  Gruppen  IV),  V)  und  VI)  zu  unter- 
suchen. Bei  allen  diesen  bleibt  dasselbe  Gebilde,  eine  Gerade  und  ein 
Punkt  auf  ihr,  invariant.  Betrachten  wir  aber  die  Klammerausdrücke 
ihrer  infinitesimalen  Transformationen.     Sie  sind  bei  IV) : 

q     xq-\-p, 
bei  V) 

q     xq, 
bei  VI)  für  a  +  0: 

p     q 
und  für  a  =  0 : 

2- 
Da  nun  offenbar  zwei  Gruppen,  die  zum  selben  Typus  gehören,  auch 
bei  der  Klammeroperation  gleichviele  infinitesimale   Transformationen 
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reproducieren,    so   folgt,    dass  VI)  für  a  =  0   ein  besonderer  zu  sich 
selbst  dualistischer  Typus  ist: 


p    q     xq 


Die  durch  Klammeroperation  erhaltenen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen bei  IV),  V)  und  VI)  für  a  =^  0  bilden  jedesmal  eine  zwei- 
gliedrige Gruppe,  deren  erste  und  letzte  transitiv  und  die  zweite  in- 
transitiv ist.  (Vgl.  Satz  3,  §  2  des  8.  Kap.)  Daher  ist  V)  weder  in  IV) 
noch  in  VI)  projectiv  überführbar.  IV)  aber  ist  zu  sich  selbst  dua- 
listisch, und  V)  und  VI)  sind  zu  einander  dualistisch.  Somit  kommen, 
wenn  VI)  noch  etwas  umgeformt  wird,  die  Typen: 


q    p  +  xq    xp  +  2yq 


q     xq    p  +  yq 


p    Q.    ^p  +  {y  —  ^)9. 


Jetzt  erübrigt  nur  noch  die  Bestimmung  der  gweigliedrigen  Gruppen  ^{^jj^g^ 
(tjj.  Wir  betrachten  wieder  die  einzelnen  Fälle  A)  bis  G),  von  denen  cfruppon. 
aber  offenbar  A),  B),  C)  nichts  liefern. 

D)  giebt  nach  der  oben  gemachten  allgemeinen  Bemerkung  sofort: 

a)  xp     yq. 

E)  Hier  haben  wir: 

xq-\-  ap  -\-  ßq      axp  +  hyq  +  yp  +  8q, 
und  Klammeroperation  liefert: 

(2a  —  &)«  =  0,     y  =  aß. 

Ausserdem  ist  zu  beachten,  dass  durch  Einführung  eines  neuen  x  die 
Constante  y,  durch  Einführung  eines  neuen  y  die  Constante  8  gleich 
Null  gemacht  werden  kann,  sobald  a  resp.  6  ^=  0  ist.  Demnach  er- 
geben sich  die  Fälle: 

Ist  a  =j=  0  und  h=^0  und  auch  2a  —  &  4=  ö,  so  sind  ä,  ß,  y,  8 
sämtlich  Null: 

b)  xq     axp  -\-  byq. 

Ist  a  =4=  Ö  ^^^  ^  4=  öj  a^er  b  =  2a,  so  ist  ß  =  y  =  ö  =  0.    Ist 
dann  auch  «  =  0,  so  ist  dieser  Fall  unter  b)  enthalten.     Ist  cc  =^0, 
so  kann  es  ohne  Mühe  gleich  Eins  gemacht  werden: 
c)  xq-\-p     xp-\-  2yq. 

Ist  a  4=  0,  &  ==  0,  so  ist  a  =  ß  ^  y  =  Ö  und,  da  sonst  wieder 
eine  unter  b)  enthaltene  Form  hervorginge,  ^  4=  0,  also  leicht  a=l, 
d  =  1  zu  machen: 
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d)  xq     xp  -\-  q. 

Ist  a  ==  0,  h  =^0,  so  ist  a  =  y  =  d  =  0,  und  es  kommt,  wenn 
X  -{-  ß  als  neues  x  benutzt  wird,  eine  unter  b)  enthaltene  Form. 

F)  Hier  haben  wir: 

xq -{- a(xp -{- yq) -\ ,     ^P  +  M- 

Klammeroperation  lehrt,  dass  X  =  0  ist.     Es  kommt  also : 
xq  +  (^{oop  +  yq)  -}-  ap     q. 

So  lange  a  =^0  ist,  können  wir  x  -\ als   neues   x   und   —  ay   als 

neues  y  benutzen,  sodass  kommt: 

e)  xp-\-(y  —  x)q     q. 

Wenn  aber  a  =  0  ist,  so  ist  entweder  a  =|=  0,  also : 

i)  xq-\-  p     q 
oder  a  =  0,  d.  h. : 

g)  xq     q. 

G)  Die  Gruppe: 

axp  +  hyq  +  •  •  • ;      ^P  -\-  i'^Q. 

lässt  sich,  wenn  a  und  &  von  Null  verschieden  sind,  ohne  weiteres 
auf  die  Form  bringen: 

h)  axp  -\-  hyq    q. 

Ist  etwa  a=[=ö  ^^^  6  =  0,  so  kann  angenommen  werden: 
xp  •\-  cq     Xp  •\-  (iq 

und  Klammeroperation  giebt  Xp,  d.  h.  X  =  0  oder  (i  =  0.  X  =  0 
würde  eine  in  h)  enthaltene  Gruppe  liefern.  Also  ist  ft  =  0  und  die 
Gruppe  hat,  da  a  =  0  eine  unter  k)  enthaltene  Gruppe  liefert,  die  Form: 

xp  -\-  q     p 
oder  auch,  wie  Vertauschung  von  x  und  y  lehrt: 

i)  ya+p  '  a- 

Schliesslich  darf  die  Gruppe  nicht  vergessen  werden,  die  aus  lauter 
Translationen  besteht: 

^)  p      q. 

Wir  haben  jetzt  zu  untersuchen,  welche  der  Gruppen  a)  bis  k) 
überflüssig  sind. 

Von  diesen  Gruppen  hat  nur  eine  als  Klammerausdruck  Null  und 
ist  zugleich  intransitiv,  nämlich  g).  Diese  bildet  daher  einen  Typus 
für  sich: 

q    xq      . 
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Diese  Gruppe  lässt  nur  die  Geraden  eines  Büschels  und  den  Mittel- 
punkt des  Büschels  in  Ruhe.  Jede  dualistische  Gruppe  muss  daher 
die  Punkte  einer  Geraden  in  Ruhe  lassen  und  als  Klammerausdruck 
Null  haben.     Es   findet  sich  nur  eine  solche,  nämlich  die  Gruppe  k): 


i)     g 


Dies  ist  also  der  Typus  der  zu  jener  dualistischen  Gruppen. 

Von  den  übrigen  Gruppen  haben  den  Klammerausdruck  Null 
und  sind  transitiv  die  Gruppen  a),  b)  für  a=l),  f)  und  h)  für  b  =  0. 
Von  diesen  hat  nur  a)  ein  invariantes  Dreieck,  sonst  keine.  Diese 
invariante  Figur  ist  zu  sich  selbst  dualistisch.     Die  Gruppe: 


xp    yq 


ist  daher  ein  zu  sich  selbst  dualistischer  Typus.  Die  Gruppe  f)  lässt 
nur  eine  Gerade  und  auf  ihr  einen  Punkt  in  Ruhe.  Da .  dies  weder 
bei  Gruppe  b)  für  a  =  h  noch  bei  Gruppe  h)  für  6  =  0  eintritt,  so 
ist  f)  ein  zu  sich  selbst  dualistischer  Typus: 


q     p  +  xq 


Die  Gruppe  b)  für  a  =  b  und  h)  für  &  =  0  lassen  beide  je  zwei  Ge- 
raden, ihren  Schnittpunkt  und  je  noch  einen  Punkt  auf  einer  der  Ge- 
raden in  Ruhe.     Die  eine  geht  in  die  andere  über,  wenn  —  und  —  als 

neue  Veränderliche  eingeführt  werden.  Also  ergiebt  sich  der  zu  sich 
selbst  dualistische  Typus: 


q    xp 


Jetzt  haben  wir  unser  Augenmerk  nur  noch  auf  die  Gruppen 
zu  richten,  bei  denen  der  Klammerausdruck  nicht  Null  ist. 

Es  sind  unter  diesen  transitiv  die  Gruppen  b)  für  a  =j=  0,  h  =^  a, 
c),  d),  e),  h)  für  a  ^  0,  &  =|=  0,  i)  und  intransitiv  die  Gruppen  b)  für 
a  =  0  und  h)  für  a  =  0.  Die  Gruppe  c)  lässt  nur  einen  Punkt  und 
nur  eine  Gerade  durch  ihn  invariant.  Da  alle  anderen  Gruppen  mehr 
als  einen  Punkt  oder  mehr  als  eine  Gerade  in  Ruhe  lassen,  so  stellt 
c)  einen  zu  sich  selbst  dualistischen  Typus  dar: 


p-\-xq     xp-{-  2yq 
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Gerade  zwei  Punkte  und  ihre  Verbindende,  sowie  noch  eine  zweite 
Gerade  durch  einen  der  Punkte  lassen  die  Gruppen  b)  und  h),  beide 
für  «=!=&,  a=^0,  6  =1=  0,  in  Ruhe.     Wenn  man 

a;'     ^  X 

als  neue  Veränderliche  in  die  erste,  also  in  die  Gruppe  b) : 

xq     xp  -\-  hyq     {i  =^0   1) 
einfährt,  so  erhält  man 

q     xp-\-  (l  —b)yq, 

also   die   Gruppe  h).     Also    ist   h)    überzählig.     Gruppe   b)    ist   durch 

Dualität  in 

xq,     bxp  -\-  yq 

überführbar.     Wir  erhalten  also  den  Typus: 


xq    xp  +  ayq, 

«4=0,  1 

stisch  den  Typus: 

xq    axp  +  yq, 

a  +  0,  1 

Man  kann  leicht  nachweisen,  dass  der  Parameter  a  wesentlich  ist  und 
verschiedenen  Werten  desselben  stets  Gruppen  entsprechen,  die  nicht 
in  einander  überführbar  sind. 

Genau  zwei  Geraden  und  ihren  Schnittpunkt  lassen  die  Gruppen 
d)  und  e)  invariant,  während  i)  die  dazu  dualistische  Figur,  zwei 
Punkte  und  ihre  Gerade,  in  Ruhe  lässt.     Die  Transformation 

-         1        -        2/ 
X  =  ~,     y  =  — 

x^       ^         X 

führt  die  erste  in  die  zweite  Gruppe  über.     Wir  haben  also 


xq     xp  -\-  q 


Q.    M+i> 


als  zwei  zu  einander  dualistische  Typen. 

Nun  bleiben  nur  vier  Gruppen  übrig,  die  beiden  transitiven; 


und 


xq     xp 

^P  -\-  VQ.     Q, 
sowie  die  beiden  intransitiven: 

xq    yq 


und 


Vü    a- 
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Die  beiden  ersteren  lassen  alle  Punkte  einer  Geraden  und  ausser- 
dem noch  eine  Gerade,  die  beiden  letzteren  die  dazu  dualistische  Figur 
in  Ruhe.  Die  erste  Gruppe  geht  aus  der  zweiten,  ebenso  wie  die 
dritte  aus  der  vierten  durch 


X  ^       ^  X 


hervor.     Somit  können 


q_     xp  +  yci 


Q   ya 


als  die  beiden  letzten  zu  einander  dualistischen  Typen  benutzt  werden. 

Alle    Typen    von    eingliedrigen    projectiven    Gruppen   haben    wir 
schon  in  Theorem  6,  §  3  des  3.  Kap.,  aufgestellt.     Es  waren  diese:     guedrTgen 

Gruppen. 


xp  +  ayq 


p  +  yq. 


p  +  xq 


xp-{-yq 


Sie  sind  alle  zu  sich  selbst  dualistisch. 


§  4.     Tafel  aller  projectiven  Gruppen  der  Ebene. 

Das  Problem,  alle  projectiven  Gruppen  der  Ebene  mit  paarweis 
inversen  Transformationen  zu  bestimmen*),  ist  hiermit  erledigt,  denn 
jede  solche  Gruppe  ist  durch  Ausführung  einer  projectiven  Transfor- 
mation aus  einem  der  gefundenen  Typen  —  und  zwar  stets  aus  nur 
einem  —  abzuleiten. 

Wir  stellen  die  Typen  in  einer  Tafel  zusammen.  Dabei  hedeutet 
eine  doppelte  Umrahmung,  dass  die  betreffende  Gruppe  durch  projective 
Transformation  in  die  dualistische  verwandelt  werden  kann,  d.  h.  dass  sie 
zu  sich  selbst  dualistisch  ist. 

Im  übrigen  sind  zu  einander  dualistisclie  Gruppen  jedesmal  durch 
eine  Klammer  verbunden. 

Das  Zeichen  ^  besagt,  dass  die  Gruppen  durch  projective  Trans- 
formation in  einander  überführbar  sind.  Es  ist  dies  da  nötig,  wo  in 
den  Typen  eine  willkürliche  Constante  auftritt,  von  der  je  mehrere 
in  gewisser  Beziehung  stehende  Werte  Gruppen  liefern,  die  in  einander 
transformiert  werden  können. 

Jedesmal  ist  angegeben,  welche  Punkte,  Geraden  und  Curven  die 


*j  Lie  veröffentliciite  seine  schon  im  Jahre  1874  ausgeführte  Bestimmung 
aller  projectiven  Gruppen  der  Ebene  im  Jahre  1884  im  Archiv  for  Mathematik 
(„Untersuchungen  über  Transformationsgruppen  I").  Doch  findet  sich  seine  Be- 
stimmimg aller  projectiven  Gruppen  der  Geraden  schon  1880  in  den  Mathem. 
Annalen,  Bd.  16. 
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betreffende  Gruppe  invariant  lässt.  Dieses  invariante  Gebilde  ist  bei 
denjenigen  Gruppen  cursiv  hervorgehoben,  die  durch  Angabe  des  in- 
varianten Gebildes  völlig  definiert  sind. 


Zusammenstellung  aller  Typen  von  projectiven  Gruppen   der  Ebene. 

I.  Achtgliedrig : 

1)         p    q    xp    yp     xq    yq    x^p-\-xyq    xyp-{-y^q 


II.  Sechsgliedrig. 

2) 


p    q    xp     yp    xq    yq 


Invariante  Gerade. 


3)  I      xp     yp    xq    yq     x^p  -\-  xyq     xyp  +  y^q 


Invarianter 
Punlct. 


III.  Fünfgliedrig 
4) 


5) 


6) 


p    q     xq     xp  —  yq    yp       Invariante  Gerade. 


xq     xp  —  yq     yp     x^p  -j-  xyq     xyp  -\-  y^q 


Invarian- 
ter Punkt. 


p    q    xp    xq    yq 


Invariantes  Linienelement. 


IV.   Viergliedrig 
7) 


p    q    xq     axp-\-yq,    a=}=- 


Invariantes   Linien- 
element. 


p     q    xq     (1  -  a)xp  -{- yq,   a  4=  ö 


Desgl. 


8) 


9) 


10) 


p    q     xq     xp-\-  2yq 


Desgl. 


p     q     xp    xq 


xp    yp   xq   yq 


Desgl. 

Invarianter  Punkt  und  invariante  Ge- 
rade getrennt. 
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11)  1 

P     <1 

1 
xp     yci     1 

12)  1 
V.  Dreig 

a   ya 

1 
xq     xp 

üiedrig : 

13) 

P     (l 

1 

xq         Inva 

14) 

15) 
16) 

17) 

18) 

19) 

20) 


Invariante  Gerade  und  zwei  invariante 
Punkte  auf  ihr. 

Invarianter  Punkt  und  zwei  invariante 
Geraden  durch  ihn. 


Invariantes  Linienelement. 


q    p  -\-  xq     xp  -\-  2yq     \  j    Desgl. 


q    xq    p  +  yq    j    Desgl. 


p     q     xp  -\-  {y  —  X)q         Desgl. 


xq    xp  —  yq    yp 


Invarianter    Punkt    und    invariante 
Gerade  getrennt. 


p     q     (a  —  l)xp-\-ayq 


p     q     axp-{-{a—l)yq 


Invariante  Gerade  und  zwei  invariante  Punkte  auf  ihr. 


q    xq     xp  -\-  ayq 


q    xq    xp-{-(l  —  a)yq 


Invarianter  Punkt  und  zwei  invariante  Geraden  durch  ihn. 

Zwei  invariante  Punkte,  ihre  invariante 
Verbindende  und  noch  eine  invariante 
Gerade  durch  einen  der  Punkte. 


q     yq     xp 


21)         p     q     xp-j-yq 


Invariante  Punkte  einer  Geraden. 


22)  '      q     xq     yq 
23) 


Invariante  Strahlen  eines  BüscJiels. 


p-\-xq    xp-\-2yq    {a?—y)p -{- xyq 


Invarianter 
KegeUchnitt. 


VI.  Zweigliedrig 
24) 


q     p  +  xq 


Invariantes  Linienelement. 


Lie,  Continuierliche  Gruppen, 
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25)  [      q     ijq-jr  p 



26)  \\    xq    xp  -\-  q 


Invariante     Gerade     und     zwei    invariante 
Punkte  auf  ihr. 

Invariante  Punkte  und  zwei  invariante  Ge- 
raden durch  ihn. 


27) 

28) 

29) 

30)  i 

31) 

32) 
33) 


xq    xp-]r  ayq, 

a  +  0,  1 

xq    axp  +  yq, 

«4=0, 1 

Zwei  invariante  Punkte,  ihre 
invariante  Verbindende  und 
noch  eine  invariante  Gerade 
durch  einen  der  Punkte. 


q     xp 


Desgl. 


P     Q 


q    xq 


xp     yq 


Invariante  Punkte  einer  Geraden. 
Invariante  Strahlen  eines  Büschels. 

Invariantes  Dreieck. 


q     xp  +  yq 


Invariante  Punkte  einer  Geraden  und  noch 
eine  invariante  Gerade. 


a  yi 


34) 

p  -\-  xq     xp  -\-  2yq 

VII.  Bing 

liedrig. 

35) 

xp-\-  ayq,    «4=0,  1 

^ 

xp-\r{\-  a)yq 

^ 

Invariante  Strahlen   eines  Büschels  und  noch   ein 
invarianter  Punkt. 

Invarianter  Kegelschnitt,  ein  in- 
varianter Punkt  darauf  und 
dessen  invariante  Tangente. 


= 

,    1 
a 

^^  +  i-«2/2 

,    a  —  1 

xp  +  —T-  y^ 


XP  + 


a  —  1 


yo. 


36) 


p-\-ygi 


Invariantes   Dreieck 
und  oo^  invariante 
Ourven. 

Zwei  invariante  Punkte,  ihre  invariante  Ver- 
bindende, noch  eine  invariante  Gerade  durch 
einen  der  Punkte  und  oo*  invariante  Curven. 
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37) 


p  +  xq 


38) 
39) 


xp  +  yq 


Ein  invariantes  Linienelement  und   oo^  Kegel- 
schnitte, die  dieses  gemein  haben. 

Invariante  Punkte  einer  Geraden  und  invariante 
Strahlen  eines  nicht  auf  der  Geraden  liegen- 
den Büschels. 


Invariante    Punkte    einer    Geraden    und    invariante 
Strahlen  eines  auf  der  Geraden  liegenden  BüscJiels. 


Wir  bemerken  noch,  dass  bei  der  Bestimmung  dieser  Gruppen  immer  nur 
die  erste  Hälfte  des  Hauptsatzes  benutzt  worden  ist.  Denn  dass  die  gefundenen 
Typen  wirklich  Gruppen  darstellen,  kann  man  immer  auch  durch  Aufstellung 
ihrer  endlichen  Gleichungen  verificieren.  Aber  auch  die  erste  Hälfte  des  Haupt- 
satzes, der  Satz  also,  dass  die  (U^Uj^  der  Gruppe  U^f.  .U^f  angehören  und  daher 
(f/j.  t/^j.)  ^=27Cj.^^  CT /■  ist,  lässt  sich  durch  verschiedene  andere  Methoden  bei  un- 
serem Probleme  ganz  vermeiden.  Zunächst  kann  man  überall  da,  wo  der  Klammer- 
ausdruck (UV)  berechnet  wurde,  statt  dessen  neue  Veränderliche  in  Uf  vermöge 
einer  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe  Vf  einführen.  Der  Leser  kann 
sich  in  jedem  einzelnen  Fall  davon  überzeugen,  dass  beides  zum  selben  Ziele 
führt.  Ferner  kann  man  z.  B.  auch  bei  Einführung  der  Begriffe  „invariante  Unter- 
gruppe" und  „Isomorphismus"  die  Klammeroperationen  vollständig  vermeiden. 

Der  Hauptsatz  ist  somit  bei  der  Bestimmung  aller  projectiven  Gruppen  der 
Ebene  noch  zu  umgehen,  während  er  bei  späteren  Problemen  der  Gruppentheorie 
unvermeidlich  ist.  Jedenfalls  aber  werden  die  Betrachtungen  bei  Benutzung  des 
Hauptsatzes  kürzer,  übersichtlicher  und  freier  von  Kunstgriffen. 


19^ 


Abteilung  III. 
Die  Grruppen  der  Ebene. 

Nachdem  wir  in  der  vorigen  Abteilung  die  Typen  der  projeetiven 
Gruppen  bestimmt  haben,  kommen  wir  jetzt  zur  Bestimmung  aller 
endlichen  continuierlichen  Gruppen  der  Ebene  überhaupt  und  zur 
Zurückführung  dieser  Gruppen  auf  bestimmte  typische  Formen.  Wir 
werden  sehen,  dass  sich  in  der  That  eine  Tafel  aller  dieser  Gruppen 
der  Ebene  aufstellen  lässt.  Dabei  werden  auch  alle  endlichen  con- 
tinuierlichen Gruppen  der  Geraden,  d.  i.  einer  Variabein  bestimmt 
werden. 

Kapitel  12. 

Der  Hauptsatz  der  Grruppentheorie  für  die  endlichen  Gruppen 

der  Ebene. 

In  den  Kapiteln  6,  7  und  8  wurden  die  wichtigeren  Sätze  über 
die  endlichen  continuierlichen  Transformationsgruppen  der  Ebene  auf- 
stellt. Ein  Satz  jedoch  und  zwar  gerade  der  Hauptsatz  der  Gruppen- 
theorie wurde  in  Kapitel  9  nur  für  die  projeetiven  Gruppen  bewiesen. 
Die  Ausdehnung  des  Hauptsatzes  auf  beliebige  endliche  continuierliche 
Gruppen  der  Ebene  erfordert  einige  Vorbetrachtungen  über  Differential- 
gleichungen, die  infinitesimale  Puukttransformationen  gestatten.  Wie 
zu  Beginn  des  9.  Kap.  ist  auch  hier  hervorzuheben,  dass  wir  bei  der 
Entwicklung  des  Beweises  an  dieser ,  Stelle  kein  Gewicht  auf  Kürze 
legen.  Später  erst  werden  wir  den  Hauptsatz  losgelöst  von  allen  nicht 
unbedingt  nötigen  Nebenbetrachtungen  für  Gruppen  in  beliebig  vielen 
Veränderlichen  in  möglichster  Kürze  ableiten. 

§  1.     Vorbereitende  Bemerkungen. 
incremonte  Liegt  ciuc  infinitesimale  Punkttransformation 

der  ° 

der  Ebene  vor,   so  können   wir  ausser  der  Transformation  der  Coor- 
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dinaten    x,    y    auch'  die    Transformation    der    Differential quotienten 
y  =  ^,  y"=-n-^i  u.  s.  w.    ins    Auge    fassen.     Wir    haben    schon    an 

CL  CC  CL30 

mehreren  Stellen  die  Berechnung  des  Incrementes  von  y   durchgeführt 
(vgl.  z.  B.  Kap.  2,  §  3).     Es  ist: 

Die  Differentiation   nach  x  ist  hierbei    als   totale    aufzufassen,    es    ist 

also  dabei  ^  =  y  zm  setzen.    Mao  sieht  dann,  dass  sich  dy  als  ganze 

Function  zweiten  Grades  von  y  darstellt.     Wird  das  Increment  von  y 
mit  rj^dt  bezeichnet,  also 

dy  =  ri,dt,     r,^=--y- 

gesetzt,  so  kommt  ferner: 


u.  s.  w.     Man  bemerkt,  dass  dy'  in  y\  dy"  in  y"  u.  s.  w.  nur  linear 

ist,  denn  -^  ist  in  i/',  ~  in  y"  u.  s.  w.  linear. 

So  ist  allgemein  für  r  >  1  öy^''^  eine  ganze  lineare  Function  von 
y^''\  die  ausserdem  x,  y,  y  •  .  y^''~^^  enthält,  dy  dagegen  ist  eine  ganze 
quadratische  Function  von  y.  Indem  man  die  berechneten  Incremente 
von  y,  y"..y^''^  mit  berücksichtigt,  erhält  man  die  sogenannte  r-mal 
erweiterte  infinitesimale  Transformation:  ^ 

J7Y=  ^P  +  r}q  +  Vx§^'  +  V2-if  +  --  +  Vr^y 

Eine  Differentialgleichung  r*®'  Ordnung  zwischen  x  und  y: 
y{r)  —  G}{x,  y,  y  ...  y^'-^^)  =  0 

gestattet  nun  nach  Satz  2,  §  1  des  9.  Kap.,  die  infinitesimale  Punkt- 
transformation  Uf  dann  und  nur  dann^  wenn 

ist.  Hierbei  bedeutet  q  einen  von  y^^^  freien  Factor.  Wir  können  dies 
auch  so  auffassen:  Die  Gleichung  «/W  —  ci  =  0  zeichnet  aus  der  Schar 
aller  oo''+2  Wertsysteme  (o;,  y,  y,  y"-..yf^^)  gewisse  oo''+i  aus,  und 
sie  gestattet  Uf  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Transformation  ü''f, 
die  ja  x,  y,  y  .  . .  y^^^  Incremente  erteilt,  diese  oo''+^  Wertsysteme  unter 
einander  vertauscht.  Bedeuten  JJif . . .  U^jf  mehrere  infinitesimale  Punkt- 
transformationen, so  ist 


294  Kapitel  12,  §  1. 

c,U[f  +  ■  ■  +  c,Ul,f 
die  r^°  Erweiterung  von 

Daher  ergiebt  sich  unmittelbar  der  zwar  ziemlich  selbverständliche 
Satz,  der  aber  doch  besonders  ausgesprochen  werden  möge : 

Satz  1 :  Gestattet  eine  Differentialgleichung  t^""  Ordnung  in  x,  y 
die  infinitesimalen  Punkttransformationen  ü^f . .  U^f,  so  gestattet  sie  auch 
jede  Transformation  c-^ü^f  -\-  •  •  -\-  c^  U^f,  in  der  c^  . .  Cq  irgend  welche 
Constanten  bedeuten. 

Anzahl  der         Eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung   in   x,  y   gestattet   be- 
einer  Diffgi-kanutlich  cx)°°  vou  einander  unabhängige  infinitesimale  Punkttransfor- 
mationen, d.  h.  in  den  allgemeinen  Ausdruck  einer   solchen   infinitesi- 
malen Transformation  geht  stets  eine  willkürliche  Function  ein*). 
Differential-         Betrachten  wir  nun  eine  Differentialgleichung' ;Sf*f;aYer  Ordnung  in 
2.  ordnung.ic,  y.     Dabei  werden  wir  uns  auf  einen  functionentheoretischen  Hülfs- 
satz  stützen: 

Ist  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
y"—  co{x,  y,  y)  =  0 

vorgelegt,  so  ist  es  immer  möglich,  in  der  (xy)- Ebene  einen  solchen  Be- 
reich abzugrenzen,  dass  durch  zwei  beliebige  Punkte  des  Bereiches  immer 
eine  und  nur  eine  Integralcurve  hindurchgeht. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  gehört  nicht  hierher. 

Bekanntlich  gestattet  die  Differentialgleichung  y"  =  0  gerade  acht 
W)n  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen.  (Siehe  §  3 
des  2.  Kap.)  Wir  werden  sehen,  dass  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  y"  —  o  =  0  überhaupt  höchstens  acht  zulassen  kann.  An- 
genommen nämlich,  sie  gestatte  wenigstens  neun:  üif. .  .  ü^f.  In  dem 
im  Hülfssatz  erwähnten  Bereich  wählen  wir  vier  Punkte  Pi,  P2,  Ps)  Pi) 
von  denen  keine  drei  auf  derselben  Integralcurve  der  Differential- 
gleichung gelegen  sind.  Nach  Satz  1  gestattet  die  Differentialgleichnug 
jede  Transformation 

üf=c,ÜJ-\---  +  c,U,f. 

Es  lassen  sich  offenbar  für  c^  . .  Cg  solche  nicht  sämtlich  verschwin- 
dende Werte  angeben,  dass  diese  infinitesimale  Transformation  die  vier 
ausgewählten  Punkte  in  Ruhe  lässt,  denn  es  ergeben  sich  2-4  =  8 
Bedingungsgleichungen  für  die  9  Grössen  c^  .  .  Cg.  Es  existiert  also 
bei  der  gemachten  Annahme  eine   infinitesimale   Punkttransformation 


*)  Vgl.  „Diffgln.  m.  inf.  Trf.",  Theorem  10,  §  3  des  7.  Kap. 
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TJfj  welche  die  Integralcurven  der  Differentialgleichung  unter  einander 
vertauscht  und  die  vier  Punkte  p^,  p^,  p^,  p^  in  Ruhe  lässt.     Durch 
Pk   und  je   einen   der  drei   andern  invarianten  Punkte   geht    nach   un- 
serem Hülfssatz  je  eine  Integralcurve.     Also  bleiben  bei  üf  diese  drei 
Integralcurven  in  Ruhe  (Fig.  30).     Ina  Punkte  pk  hat  y    für  diese  drei 
Integralcurven  drei  bestimmte  Werte  und  diese 
werden    bei    der    einmal    erweiterten    infinitesi- 
malen Transformation   U'f  nicht  geändert.     Da 
•nun  nach  dem  Obigen  dy  sich  quadratisch  durch 
y  ausdrückt,  so  wird  y  durch  eine  infinitesimale 
projective  Transformation  der  einfachen  Mannig- 
faltigkeit y    geändert.     Bei  einer  solchen  bleibt 

aber  das  Doppelverhältnis  aus  vier  Werten  y  invariant.  Da  nun  in 
Pk  drei  Werte  y  invariant  sind,  ist  es  also  auch  jeder  Wert  y  in  pk. 
(Vgl.  Satz  2,  §  1  des  5.  Kap.)  Denselben  Schluss  können  wir  für 
jeden  den  vier  Punkte  machen:  In  jedem  dieser  Punkte  bleiben  die 
Richtungen  y  bei  TJf  ungeändert.  Ist  nun  p  ein  beliebiger  Punkt  des 
Bereiches,  so  geht  durch  ihn  und  p^  nach  dem  Hülfssatz  gerade  eine 
Integralcurve.  Weil  ferner  zu  zwei  verschiedenen  durch  p^  gehenden  In- 
tegralcurven zwei  verschiedene  Richtungen  y  in  p^  gehören  und  alle 
y  in  p^  in  Ruhe  bleiben,  so  folgt,  dass  diese  Integralcurve  durch  p 
und  p^  bei  Uf  in  sich  übergeht.  Ebenso  geht  die  durch  p  und  p^  ge- 
legte Integralcurve  in  sich  über.  Also  bleibt  p  als  Schnittpunkt  beider 
Integralcurven  fest.  Eine  infinitesimale  Punkttransformation  unserer 
Gleichung  y" —  ca  =  0,  die  vier  Punkte  jenes  Bereiches  in  Ruhe  lässt, 
führt  also  überhaupt  jeden  Punkt  des  Bereiches  in  sich  über,  dem- 
nach auch  —  wie  durch  analytische  Fortsetzung  folgt  —  jeden  Punkt 
der  Ebene,  d.  h.  sie  ist  die  Identität.  Dies  widerspricht  der  Voraus- 
setzung, dass  eine  wirkliche  infinitesimale  Transformation  Uf  vor- 
handen sei,  die  p^  .  .  p,^^  invariant  lässt.  Diese  Voraussetzung  aber 
beruhte  darauf,  dass  y" —  o)  =  0  mindestens  neun  von  einander  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen  gestatte.  Diese  Annahme 
ist  daher  falsch. 

Satz  2 :  Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in 
X,  y  gestattet  höchstens  acht  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen in  X,  y*). 

Gehen  wir  zu  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  über.     Für  ^^^i-j.^on 
diese  stellt  sich  die  Betrachtung  fast  ebenso  dar,  wie  für  die  Differen-^  Ordnung. 


*)  Vgl.  „Diffgn.  m.  inf.  Trf.",  §  3  des  17.  Kap. 
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tialgleichungen  von  noch  höherer  Ordnung.  Hierbei  machen  wir  Ge- 
brauch von  dem  functiouentheoretischen  Hülfssatz,  dessen  Beweis  nicht 
hierher  gehört: 

Ist  eine  Differentialgleichung  r'*'"  Ordmmg  (r  >  2) 
y{r)  _  cd(x,  y,y'-- !/('— 1))  =  0 

vorgelegt,  so  ist  es  immer  möglich,  in  der  (xy)- Ebene  einen  solchen  Be- 
reich abmgrengen,  dass  durch  zwei  heliebige  Punkte  des  Bereiches  immer 
eine  und  nur  eine  Integralcurve  hindurchgeht,  die  in  einem  der  beiden 
Punkte  vorgeschriebene  Werte  von  y,  y" .  .  i/^*""*^  hat 

Wir  verfahren  nun  so : 

Angenommen,   die  vorgelegte   Differentialgleichung  r*®^   Ordnung: 

y(.r)_a){x,  y,  y.  .  «/C-D)  =  0 

gestatte  ^  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
TJ^f .  .  TJ(,f,  so  gestattet  sie  nach  Satz  1  auch  jede  von  der  Form 

J]f=c^Jj\f-\-----^e,TJ,f 

Unter  diesen  oo?~^  infinitesimalen  Transformationen  sind  nun  min- 
^zweio*/"  destens  oo?"~^  enthalten,  die  zwei  beliebig  ausgewählte  Punkte  ^,  g 
Punkte,  jjmerhalb  jenes  Bereiches  in  Ruhe  lassen.  Denn  die  Invarianz  eines 
Punktes  drückt  sich  durch  höchstens  zwei  Bedingungen  aus.  Es  giebt 
also  mindestens  q  —  4  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Punkt- 
transformationen Y]f . . .  VQ—if  der  Gleichung,  welche  die  Punkte  j) 
und  C[  in  Ruhe  lassen.  Durch  p  und  q  gehen  nun  gerade  <xf~^  In- 
tegralcurven  hindurch.  Dieselben  werden  von  VJ'.  .  .  V^—^f  unter  ein- 
ander vertauscht,  da  p  und  q  invariant  sind.  Diese  oo'"""^  Integral- 
curven  werden  sich  analytisch  durch  eine  Gleichung  mit  r  —  2  wesent- 
lichen Parametern  «^  . .  «r— 2  darstellen.     V^f.  .  .  V^—^f  und   allgemein 

vertauschen  also  die  Wertsysteme  (a^  .  .  ar—2)  unter  einander  (vgl.  §  1 
des  10.  Kap.).    Verlangen  wir,  dass  eines  der  Wert  Systeme  fest  bleiben 

soll,  so  sind  also  dazu  höch- 
stens r  —  2  Gleichungen  nötig, 
die  sich  als  Bedingungen  zwi- 
schen C|  .  .  .  c^—4,  darstellen. 
Demnach  giebt  es  mindestens 
(S==Q  —  4  —  (r — 2)  von  einan- 
der unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  TFi  / . . .  Waf 
Fosthaiton  ^q^  Glcichung,  die   p,  q  und  eine  Integralcurve  c   durch  p,  q  in  sich 

eiuor  Intu-  07  x  ^    x  o  i  »     j.^ 

graicurve.  überführen.  (Vgl.  Fig.  31.)    Es  giebt  nun  oo^  Integralcurveu,  die  durch 
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p  gehen  und  mit  c  daselbst  die  Werte  y,  y" .  .  y^-''—^^  gemein  haben. 
Die  Wif.  .  .  Waf  transformieren  diese  oo^  Integralcurven  unter  sich, 
da  sie  alle  diese  Werte  y,  y"..y^''~^^  von  c  in  jp  uugeändert  lassen. 
Der  analytische  Ausdruck  dieser  oo^  Integralcurven  ist  eine  Gleichung 
mit  einem  Parameter  a.     Dieser  Parameter  a  erfährt  also  bei  den 

C,WJ-i hCaWaf 

gewisse  Incremente.  Die  Forderung,  dass  ein  Wert  des  Parameters 
uugeändert  bleiben  soll,  führt  also  zu  höchstens  einer  Bedingung 
zwischen  c^  .  .  Co. 

Mithin   giebt  es   mindestens   6  —  1   von   einander  unabhängige  in- 
finitesimale  Transformationen    der  Gleichung,    die    ausser  p,  q   und  c  Festhalten 

1         •  T  1  •  •  T  J-  i     J-  einer 

noch  eine  Integralcurve  n  invariant  lassen,  die  durch  »  geht  und  hier  zweiten  lu- 

T-T7  '        n  I        ->\  •        1  tegralcurve. 

mit  c  die  Werte  y,y.  ,y^^~'^'  gemein  hat. 

Ebenso  schliessen  wir,  dass  es  mindestens  6  —  2,  also  p  —  4 —    Ebenso 

einer 

—  (r  —  2)  —  2  =  Q  —  r  —  4  von  einander  unabhängige  infinitesimale    dritten. 
Transformationen  der  Gleichung  giebt,  die  ausser  jp,  g,  c  und  tc  noch 
eine  Integralcurve  x  invariant  lassen,   welche   durch   q   geht   und  dort 
mit  c  die  Werte  y,  y" ,  .y^'"'^'^  gemein  hat.     Wir  bezeichnen  diese  in- 
finitesimalen Transformationen  mit  Xf. 

Wählen  wir  nun  irgend  einen  Punkt  P  innerhalb  unseres  Be- 
reiches. Durch  ihn  geht  nach  dem  Hülfssatze  eine  Integralcurve  p 
nach  p,  die  in  p  mit  c  die  Werte  y,  y" .  .  ^('""2)  gemein  hat,  und  eine 
Integralcurve  q  nach  q,  die  in  q  mit  c  ebenfalls  die  Werte  y',  y". .y''''~^^ 
gemein  hat. 

Nun  giebt  es  gerade  oo^  Integralcurven  durch  p,  die  daselbst  mit 
c  die  Werte  «/',  y" .  .  i/f*"— 2)  gemein  haben.  Zu  ihnen  gehören  verschie- 
dene Werte  von  ^''~^\  Aber  y^''"^^  erfährt  bei  den  (r —  l)-mal  er- 
weiterten X^~^f  Incremente,  die  linear  in  y^''~^^  sind,  wie  wir  oben 
bemerkten.  Zwei  Werte  y^''~^'^  an  der  Stelle  p  sind  invariant  bei  den 
X''~^f,  nämlich  die  zu  c  und  n  gehörigen.  Also  bleibt  jeder  Wert 
von  y^''~^^  an  dieser  Stelle  p  invariant,  sobald  für  y,  y" .  .«/('"" ^^  eben 
die  zu  c  und  Ä  gehörigen  Werte  gesetzt  werden  (vgl.  §  1  des  5.  Kap.). 
Eine  infinitesimale  lineare  Transformation  der  einfachen  Mannigfaltig- 
keit y^^~^^  lässt  nämlich  höchstens  einen  endlichen  Wert  von  y^'^~^^ 
ungeäudert,  und  wir  dürfen  ja  annehmen,  dass  «/(''" ^^  für  c  und  für  % 
an  der  Stelle  p  endlich  sei. 

Es    folgt   daher    auch,    dass  die   Xf  jede  Integralcurve  durch  p,  Nachweis, 
welche  in  p  mit  c  die  Werte  y\  y" .  .  ^'''"^^  gemein  hat,  in  Ruhe  lassen.   Aues  in 
Demnach  ist  die  Curve  p  invariant  bei  den  Xf.    Ebenso  ist  die  Curve 
q  und  mithin  auch  der  Schnittpunkt  P  von  |)  und   q  invariant.     Alle 
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Punkte  des  Bereiches  und  also  —  wie  durch  analytische  Fortsetzung 
folgt  —  alle  Punkte  der  Ebene  überhaupt  bleiben  bei  den  Xf  in- 
variant.    Die  X.f  müssen  sich  daher  auf  die  Identität  reducieren. 

Es  ergaben  sich  aber  mindestens  q  —  r  —  4  von  einander  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  X.f.  Diese  Zahl  darf  also 
nicht  grösser  als  Null  sein.  Daher  ergiebt  sich  als  ein  Maximum 
für  Q : 

Q  =  r  -\-  4c. 

Satz  3:  Eine  gewohnliche  Differentialgleichung  r'*'"  Ordnung  (r^2) 
in  X,  y  gestattet  sicher  nicht  mehr  als  r  -{-  4  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  in  x,  y, 

Dass  es  andererseits  Differentialgleichungen  r*®'  Ordnung  giebt, 
die  wirklich  r  -\-  A  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen zulassen,  lehrt  das  Beispiel: 

^('•)  =  0 

mit  den  r  -f-  4  Transformationen: 

q,     xq,     x^q  .  .  .  x''~^q,     yq,    p,     xp,     x^p  -\-  rxyq, 

die  übrigens  nach  dem  Späteren  eine  Gruppe  erzeugen.  Ist  r^2,  so 
kann  man,  nebenbei  gesagt,  beweisen,  dass  jede  Differentialgleichung 
yter  Ordnung,  welche  die  Maximalzahl  r  -f-  4  von  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen  in  sich  besitzt,  durch  Einführung  passen- 
der Variabeln  auf  die  Form  y^''^  =  0  gebracht  werden  kann*). 

Der  unterschied  des  in  Satz  3  ausgesprochenen  Ergebnisses  von 
dem  Resultat  für  r  =  2  beruht  nach  unseren  Beweisen  darauf,  dass 
bei  einer  erweiterten  infinitesimalen  Punkttransformation  y'  ein  in  y 
quadratisches  f  y"  aber  ein  in  «/",  entsprechend  y"  ein  in  y"  u.  s.  w. 
lineares  Increment  erfährt. 

Wir  werden  im  nächsten  Paragraphen   unsere  Sätze   gebrauchen. 

Ausserdem  müssen  wir  noch  einige  Hülfssätze  vorausschicken. 

Augenscheinlich  gilt  zunächst  der 
Gruppe  der         Satz  4:     Bcr  Inbegriff  aller  Transformationen,  die  eine  vorgelegte 
einer     Bifferentiülgleichung  in  x,  y  gestattet,   bildet  eine  Gruppe  mit  paarweis 
gicichung.  inversen  Transformationen. 

Denn  gestattet  die  Differentialgleichung 

(1)  y^'^-<o{x,  y,  y'..y(r-^))^0 


*)  Vgl.  för  r  =  2  die  Schlussbemerkung  in  §  3  des  17.  Kap.  der  „Diffgl.  m. 
iuf.  Trf.". 
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die  beiden  Transformationen  S  und  T,  deren  erstere  x,  y  in  x^,  y^j 
deren  letztere  x^,  y^  in  x.2,  y^  überführt,  so  geht  die  Gleichung  bei  S  in 

(2)  2/i^'-^-«(^i,  2/1,  ^i'-.2/i^'-'0  =  0 
und  diese  bei  T  in 

(3)  2/2^'-^ -  »(^2,  2/2,  2/2'-  •  2/2^^-'0  =  ^ 

über,  sodass  also  die  Aufeinanderfolge  ST  die  Gleichung  (1)  in  (3) 
verwandelt,  d.  h.  die  Differentialgleichung  ebenfalls  in  sich  überführt. 
Die  Schar'  aller  Transformationen  der  Gleichung  (1)  in  sich  ist  mithin 
so  beschaffen,  dass  die  Aufeinanderfolge  zweier  Transformationen  der 
Schar  wieder  der  Schar  angehört:  Die  Schar  bildet  eine  Gruppe. 
Wenn«  ferner  S  die  Gleichung  (1)  in  (2)  verwandelt,  so  führt  S~^  die 
Gleichung  (2)  in  (1)  über.     Also  gehört  auch  S~'^  der  Gruppe  an. 

Die  Gruppe  braucht  allerdings  nicht  continuierlich  zu  sein.  So- 
bald man  jedoch  sich  in  einer  gewissen  Umgebung  der  identischen 
Transformation  hält,  kann  man  eine  continuierliche  Gruppe  con- 
struieren,  welche  die  Differentialgleichung  invariant  lässt.  Erst  durch 
analytische  Fortsetzung  dieser  würde  man  eventuell  zu  einer  nicht 
continuierlichen  Gruppe  gelangen.  Auf  diese  functionentheoretischen 
Fragen  gehen  wir  wie  immer  nicht  näher  ein. 

Angenommen  nun,  die  Differentialgleichung  (1)  gestatte  eine 
(»-gliedrige  Gruppe,  so  enthält  diese  Gruppe  nach  Theorem  18,  §  3 
des  6.  Kap.,  gerade  q  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen. Nach  Satz  2  und  3  ist  alsdann  q  an  eine  obere  Grenze 
gebunden,  sobald  r>l  ist.     Daher: 

Satz  5 :  Gestattet  eine  Differentialgleiclmvig  r^^  Ordnung  {r  >  1)  in 
X,  y  eine  Q-gliedrige  Gruppe  von  Transformationen  in  x,  y,  so  ist  die 
Zahl  Q  an  eine  endliche  obere  Grenge  gebunden. 

Weiter  leuchtet  der  folgende  Satz  ein: 

Satz  6 :     Haben  zwei  endliche  continuierliche  Gruppen  mit  paarweis^^"^^^'^^^'^'' 

■'-■'■  ■*•  Transform. 

inversen    Transformationen   eine   continuierliche   Schar    von    Transforma-    zweier 

'  Gruppen. 

tionen  gemein,  so  ist  diese  Schar  wieder  eine  endliche  continuierliche 
Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen. 

Denn  sind  S^,  S2  . .  die  Transformationen  der  einen,  T^,  T^  .  .  die 
der  andern  Gruppe  und  gehören  E^,  ^2  •  •  sowohl  zu  den  S  als  auch 
zu  den  T,  so  ist  jede  Aufeinanderfolge  Zii^k  eine  S  und  auch  eine  T, 
daher  eine  E.  Die  E  bilden  folglich  eine  Gruppe.  Ist  2^~^  zu  2  in- 
vers,  so  gehört  E~^  sowohl  zur  ersten  als  auch  zur  zweiten  Gruppe, 
da  beide  paarweis  inverse  Transformationen  haben.  Mithin  ist  E~^ 
wieder  eine  Z. 
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Schliesslich  ist  noch  von  Wichtigkeit  der 

von^T^ans?         ^^^^  '''•     '^'möf  U^f'  •  Urf  T  voii  einander  unabhängige  infinitesimale 

^cityo^  Transformationen  der  Ebene  und  ist  c  eine  Curve,  die  ]ceine  infinitesimale 

Transformation  e^ü^f-\- ■'•-{- CrUrf  gestattet,   so  geht   c  bei  allen  von 

den   EeiUif  erzeugten   endlichen    Transformationen  in    oo'"   verschiedene 

Curven  über. 

Es  sei  nämlich 
(4)  y  -  g>(x)  =  0 

die  vorgelegte  Curve,  die  keine  infinitesimale  Transformation  EdUif 
gestattet.  Die  endlichen  Gleichungen  der  von  UCjUif  erzeugten  ein- 
gliedrigen Gruppe  können  nach  Theorem  20,  §  2  des  7.  Kap.,  auf- 
gestellt werden.  Wir  finden  es  bequemer,  die  endlichen  GleicHungen 
der  eingliedrigen  Gruppe  — SeiUif  aufzustellen,  doch  nicht  in  der 
gewohnten  Form,  in  der  x^  und  y^  Functionen  von  x  und  y  sind,  son- 
dern in  nach  x,  y  aufgelöster  Form.  Diese  Gleichungen  ergeben  sich 
als  die  endlichen  Gleichungen  der  eingliedrigen  Gruppe  UeiUif,  wenn 
darin  x,  y  mit  x^,  y^  vertauscht  werden.    So  kommt  nach  Theorem  20: 

X  =  x^  -\-  UciUlx^  -\-  SSeiekülülxi  +  •  •, 

y  =  yi  +  ^eiUiy^  -f-  ESeiCkUlUly^  +  •  • . 

Der  Index  1  bei  den  TJ  soll  andeuten,  dass  überall  x^,  yi  statt  x,  y 
zu  schreiben  ist.  Die  Curve  (4)  geht  bei  allen  von  TJ^  f.  .  Urf  erzeugten 
endlichen  Transformationen  demnach  über  in  die  Schar: 

y^  -f  EeiUlyi  +  EEeiekUlUlyi  -\ 

~q>{x,-\-  EeiUl x^  -f  SSciCu ü!ulx,  +  -')  =  0 

oder,  da  wir  bei  genügend  kleinen  absoluten  Beträgen  von  e^  . .  Cr  ent- 
wickeln dürfen,  in  die  Schar: 

F=y,  -.9 W  +  2e,iUly,  -  <p'(x,)ü!x,)  -f-  •  •  •  =  0. 

Hierin  sind  die  Glieder,  in  denen  Producte  der  e^  .  .  Cr  auftreten,  durch 
Punkte  angedeutet. 

Diese  Schar  F=0  enthält  r  Parameter  e^  . .  c^.  Wir  haben  zu 
beweisen,  dass  sie  wesentlich  sind.  Dies  wäre  dann  und  nur  dann 
nicht  der  Fall,  wenn  F  eine  Function  von  x^,  y^  und  nur  r—1  Func- 
tionen von  e^  .  .  Cr  wäre,  wenn  also  F  eine  homogene  lineare  partielle 
Difierentialgleichung  in  e^  . .  Cr  erfüllte.     Es  ist  aber : 

(5)  ^^=uh.-<p'Mu!M -{-..-. 

Hierin  sind  die  ei..er  enthaltenden  Glieder  nur  angedeutet.  Eine  Gleichung: 
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(6)  %i(ei  • .  er)  ^  H h  %r{e^  •  •  ^'■)  ä^=  ^ 

würde  sich  aber  immer  in  der  Form  schreiben  lassen: 

in  der  die  Glieder  in  0 —  •  •  ^ — ,    deren   Coefficienten    die   e,  . .  Cr  und 

oe^         der'  1        »^ 

ihre  Producte  und  Potenzen  sind,  nicht  mitgeschrieben  sind,  während 
q  .  .  Cr  von  e^  .  .  Cr  unabhängige  Constanten  bedeuten,  die  nicht  sämt- 
lich Null  sind.     Für  e^  =  62  =  •  ■  =  er  =  0  käme  also : 

Es  ist  jedoch  nach  (5)  für  e^  =  •    ==  e^  =  0 : 
{dF\  111 

Also  müsste  sein : 

r 

1 

d.  h.  die  Curve  y^  —  9'(^i)  =  0  oder  also  y  —  g)(a;)  =  0  müsste  die 
infinitesimale  Transformation  UdUif  gestatten,  was  der  Voraussetzung 
widerspricht.  Die  Annahme  (6)  ist  demnach  undenkbar:  e^  .  .  Cr  sind 
in  der  Schar  F  ==  0  sämtlich  wesentlich. 

Hiermit    ist    Satz  7    bewiesen.     Von    ihm   wie    von    den    übrigen 
Sätzen  machen  wir  im  nächsten  Paragraphen  Gebrauch. 


§  2.     Beweis  des  Hauptsatzes. 
Zunächst  beweisen  wir  den  ersten  Teil  des  Hauptsatzes:  Erster  Teu 

r^  1  T-ii  •  •     '^"^  Haupt- 

Vorgelegt   sei   eine  r-gliedrige   Gruppe   der  Ebene   mit   paarweis     satzes. 
inversen  Transformationen : 

(7)  x^  =  (p{x,  y,  a^.  .  ar),     y^  =  i){x,  y,  a^  •  .  ar). 

Nach  Theorem  18,  §  3  des  6.  Kap.,  besitzt  die  Gruppe  gerade  r  von 
einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  U^f-  •  •  Urf  und 
enthält  überhaupt  alle  aus  ihnen  linear  ableitbaren: 

C^U.f -\-  ■  ■  -\-  CrUrf 

und  keine  weiteren.  Wir  werden  jetzt  zeigen,  dass  die  Klammeraus- 
drücke (^Ui  Uk)  auch  der  Gruppe  angehören,  d.  h.  also  linear  aus 
XJ^f...  Urf  ableitbar  sind. 
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Sei  etwa  {Uiü^  nicht  linear  aus  Z/i/".  ..  Z7r/"  ableitbar.  Alsdann 
betrachten  wir  die  oo''  infinitesimalen  Transformationen: 

(8)  Vf=  C{U,  U,)  +  C,  UJ+  •  .  +  CrUrf, 

in  denen  c,  c^  .  ,  Cr  Constanten  bedeuten.  Sie  besitzen  je  cx)^  Bahn- 
curven,  denn  jede  einzelne  erzeugt  ja  bekanntlich  durch  Wiederholung 
eine  eingliedrige  Gruppe.  Insgesamt  haben  sie  also  höchstens  oo'"+^ 
Bahncurven. 

Gestattet  eine  Curve  der  Ebene  eine  dieser  Transformationen  Vf, 
so  ist  sie  entweder  eine  Bahncurve  derselben  oder  alle  ihre  Punkte 
bleiben  bei  der  betreffenden  Vf  ungeändert.  Solcher  invarianter  Punkte 
kann  es  aber  nur  eine  beschränkte  Anzahl  geben  insofern,  als  ihr  Ort 
höchstens  aus  einer  discreten  Anzahl  von  Curven  bestehen  kann.  Mit- 
hin giebt  es  in  der  Ebene  höchstens  oo''+i  Curven,  deren  jede  bei 
wenigstens  einer  infinitesimalen  Transformation  Vf  in  sich  überge- 
führt wird. 

Daher  giebt  es  sicher  Curven,  die  Jceine  der  oo'"  infinitesimalen 
Transformationen  Vf  zulassen.  Es  sei  7c  eine  solche  Curve.  Wenn 
wir  auf  diese  alle  oo'"  endlichen  Transformationen  unserer  Gruppe  (7) 
ausüben,  so  geht  sie  in  eine  Schar  von  Curven  über.  Nach  Satz  7, 
§  4  des  9.  Kap.,  besteht  diese  Schar  gerade  aus  oo'"  Curven,  deren 
Inbegriff  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  invariant  bleibt.  Diese 
oo*"  Curven  werden  analytisch  durch  eine  Differentialgleichung  r**^'  Ord- 
nung in  X,  y  definiert: 

(9)  2/W-«(a;,  y,  y' .  .  y^r-x)-^  =  0 . 

Diese  Differentialgleichung  gestattet  also  U^f.  .  .  ürf  Nach  Satz  3, 
§  1  des  9.  Kap.,  gestattet  sie  daher  auch  z.  B.  (JJiü^.  Nach  Voraus- 
setzung soll  sich  (JJxü^  nicht  linear  aus  Uif.  .  .  Urf  ableiten  lassen. 
Die  Differentialgleichung  (9)  gestattet  also  mindestens  r  -\-  1  von  ein- 
ander unabhängige  infinitesimale  Transformationen.  Nach  Satz  4,  §  1 
des  9.  Kap.,  lässt  sie  daher  auch  alle  von  den  oo'"  infinitesimalen 
Transformationen  (8)  erzeugten  endlichen  Transformationen  zu.  Die 
Zahl  derselben  ist  aber  nach  Theorem  20,  §  2  des  7.  Kap.,  oo''+i. 
Mithin  gestattet  die  durch  (9)  dargestellte  Schar  von  oo'"  Curven  diese 
(X)»'+i  verschiedenen  endlichen  Transformationen.  Aber  nach  Satz  7 
deg  vorigen  Paragraphen  geht  die  Curve  k  bei  Ausführung  aller  dieser 
Transformationen  in  oo''+^  verschiedene  Curven  über.  Wir  sind  also 
zu  einem  Widerspruch  gekommen.  Die  Annahme,  dass  (C/iC^)  von 
Ulf...  ürf  unabhängig  sei,  ist  mithin  falsch.  Es  ist  daher  {Uyü^ 
linear  aus  U^f . .  .  ürf  ableitbar.  Dasselbe  gilt  natürlich  von  jedem 
Klammerausdrucke  {Uiüie).     Daher: 
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Satz  8:  Sind  U^f. .  .  Urf  r  von  einander  unabMngige  infinitesimale 
Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  der  Ebetie,  so  ist  jeder 
Klammerausdruclc  ( Ui  Uk)  aus  ihnen  von  der  Form : 

r 

iUiük)  =  ^sCn.Usf    ii,]c==l,2..r), 

in  der  die  Ciks  gewisse  Constanten  sind. 

.    Um   nunmehr   die   Umkehrung   zu    beweisen,   nehmen  wir   an,   esumkebning. 
seien  r  von   einander  unabhängige   infinitesimale   projective  Transfor- 
mationen   Ulf.  .  .  Urf  in  Xj  y  vorgelegt,  zwischen  denen  -^-^ — -  Rela- 
tionen von  der  Form 

r 

(10)  {UiUk)=^sCasUsf     (i.k  =  1,2 --r) 

1 

bestehen,  sodass  also  die  Klammerausdrücke  der  Uif...Urf  aus 
Ulf.  . .  Urf  selbst  linear  ableitbar  sind.  Wir  werden  nachweisen,  dass 
Ulf.  .  .  Urf  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen.  Man  wird  bemerken, 
dass  der  Beweis  einige  Analogien  zum  Beweise  in  §  3  des  9.  Kap. 
darbietet.     Wir  werden  uns  deshalb  auch  knapper  fassen. 

Zunächst  erkennen  wir  wie  damals,  dass  die  (r — l)-mal  er- 
weiterten infinitesimalen  Transformationen  gleich  Null  gesetzt  ein  ge- 
rade r-gliedriges  vollständiges  System  bilden: 

(11)  Uf-'f^O     {i  =  l,  2..r). 

An  Stelle  der  damaligen  Curve,  die  keine  infinitesimale  projective 
Transformation  gestattet,  tritt  hier  nur  eine  Curve  Je,  die  keine  infini- 
tesimale Transformation  2ei  Uif  zulässt.  Da  es  höchstens  oo'"  Curven 
giebt,  die  eine  dieser  infinitesimalen  Transformationen  gestatten,  giebt 
es  sicher  eine  Curve  k,  wie  sie  gebraucht  wird.  Integration  von  (11) 
giebt  eine  Losung  Jr—i,  sodass  jede  andere  Lösung  Function  von 
dieser  ist.     Nun  folgt  weiter  wie  früber,  dass 

(12)  Urf=^0     (*  =  1,  2..r) 

auch  ein  r-gliedriges  vollständiges  System  mit  der  Lösung  Jr—\  und 
einer  neuen  Lösung  Jr  ist,  welch  letztere  sicher  t/^'")  enthält. 

Von  hier  an  weichen  wir  merklicher  von  der  Betrachtung  in  §  3 
des  9,  Kap.  ab:    Jede  Gleichung 

(13)  Jr  —  Sl{Jr-l)  =  0 

stellt  eine  Differentialgleichung  von  sicher  r^''  Ordnung  dar,  die  alle 
infinitesimalen  Transformationen  SCiUif  sowie  nach  Satz  4,  §  1   des 
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9.  Kap.,  die  von  ihnen  erzeugten  endlichen  Transformationen  zulässt. 
Wir  können  nun  überhaupt  alle  infinitesimalen  Transformationen  F/"  auf- 
gesucht denken,  welche  (13)  invariant  lassen.  Nach  Satz  2,  §  1  des 
9.  Kap.,  leuchtet  ein,  dass  sie  eine  Schar  von  der  Form  Z!  Const.  Vf 
bilden,  die  nach  Satz  4  und  5  des  §  1  des  gegenwärtigen  Kapitels  eine 
()-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  in  der  q  an  eine  endliche  Grenze  gebunden 
ist.  Denn  der  in  Satz  5  ausgeschlossene  Fall  r  =  1  tritt  nicht  ein,  da 
wir  es  ja  mit  mehr  als  einer  infinitesimalen  Transformation  Uf  zu 
thun  haben,  denn  der  Hauptsatz  verliert  für  eingliedrige  Gruppen  jede 
Bedeutung. 

Die  ()-gliedrige  Gruppe  kann  nun  eine  andere  sein  für  eine  andere 
Wahl  der  Function  Sl  von  Jr—i-  Es  könnten  sich  also  sehr  viele 
Gruppen  ergeben.  Aber  nach  Satz  6  des  §  1  bildet  die  allen  diesen 
Gruppen  gemeinsame  continuierliche  Schar  von  Transformationen  für 
sich  eine  gewisse  (?-gliedrige  Gruppe  Gg.  Die  Zahl  6  ist  an  eine 
endliche  Grenze  gebunden.  Sicher  enthält  diese  Ga  die  infinitesimalen 
Transformationen  ZlCillif  selbst.  Es  ist  daher  ö^n  Es  mögen 
Fj/".  .  .  Va—rf  «?  —  ^  von  Ulf'  •  •  ürf  Unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen der  Gruppe  Ga  sein. 

Die  Differentialgleichung  r*®'  Ordnung  (13)  gestattet  dann  alle  in- 
finitesimalen Transformationen 

(14)  e,UJ-\ \-er  ürf  +  Cj  Fl/-  +  •  .  +  Ca-rfVa-rf 

einer  gewissen  ö-gliedrigen  Gruppe.  Nun  giebt  es  höchstens  00*^ 
Curven,  die  bei  wenigstens  einer  dieser  (x>"~^  infinitesimalen  Transfor- 
mationen in  Ruhe  bleiben.  (Vgl.  einen  analogen  Schluss  nach  Glei- 
chung (8)).  Mithin  giebt  es  sicher  Curven  /c,  die  keine  infinitesimale 
Transformation  (14)  gestatten.  In  (13)  lässt  sich  aber  Si  immer  so 
wählen,  dass  die  Differentialgleichung  eine  derartige  Curve  Je 

y  —  ^'C«)  =  0 
als  Integralcurve  besitzt,  denn  man  braucht  dazu  nur  ß  so  zu  wählen, 
dass  (13)  erfüllt  wird  durch 

y  =  cp(x),    y  =  (p'(x),    .  •  •  «/C-)  =  g)('->(a;). 

Dies  ist  immer  möglich,  sobald  die  Curve  1c  nicht  etwa  Integralcurve 
der  Gleichung 

Jr-i  =  0 

ist.     Dies  letztere  ist  aber  leicht  zu  vermeiden. 

Nunmehr  stellt  die  Differentialgleichung  (13)  oo*"  verschiedene 
Curven  dar,  unter  denen  die  Curve  1c  enthalten  ist.  Diese  Schar  ge- 
stattet alle  00"— 1   infinitesimalen  Transformationen  (14)  und  die  von 
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ihnen  erzeugten  00*^  endlichen  Transformationen.  Nach  Satz  7  wird 
jedoch  die  Curve  Ic  durch  diese  oo*^  endlichen  Transformationen  in  00° 
verschiedene  Curven  übergeführt.  Demnach  kann  6  nicht  grösser  als 
r  sein.  Es  ist  also  6  =  r,  d.  h.  die  Gruppe  Ga  reduciert  sich  auf  die 
Schar  aller  endlichen  Transformationen  EeiVif,  die  also  eine  Gruppe 
bilden  müssen. 

Satz  9:  Stehen  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen Ulf-  •  •  Urf  der  Ebene  paarweis  in  Beziehungen  von  der  Form 

r 

(UiU,)  =  ^sCasU/    ii,Jc=l,2.,r), 
1 

in  der  die  Ciks  Constanten  sind,  so  bilden  die  von  den  00''—^  infinitesi- 
malen Transformationen  2J  ei  üif  erzeugten  endlichen  Transformationen 
eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen. 

Satz  8  und  9  geben  nun  vereinigt  den  Hauptsatz  für  die  Gruppen  Hauptsatz. 
der  Ebene  : 

Theorem  25 :  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  ü^f. .  .  Urf  der  Ebene  erzeugen  dann  und  nur 
dann  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transfor- 
mationen, wenn  die  Uif  paar  weis  in  Beziehungen  stehen  von  der 
Form 

r 

{Uiü,)=^sCi,sUJ    {i,Jc^l,2--r), 

1 

in  der  die  c,i,  Constanten  sind. 


§  3.     Nachträgliche  Bemerktingen  zum  Hauptsätze. 

Die  früher  eingeführte  Redeweise  „Gruppe  JJ^f.  . .  Urf"  hat  nach 
unserem  Hauptsatz  nunmehr  dann  und  nur  dann  einen  Sinn,  wenn  die 
{UiUk)  linear  ableitbar  aus   U^f.  .  .  Urf  sind. 

Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  den  Satz  8  des  §  4,  9.  Kap.,  ohne 
den  damaligen  Vorbehalt  auszusprechen.  Wir  fassen  ihn  mit  dem 
Satz  9  desselben  Paragraphen  zusammen  in  dem 

Theorem  26 :     Eine  r-gliedrige  Gruppe  Uf. .  .  Urf  der  J^JöeweDifferontiai- 

,  invarianten. 

besitzt  nur  eine  Differentialmvariante  Jr—i  von  niederer  als 
r'^  Ordnung  und  ferner  je  eine  Differentialinvariante  Jr,  Jr-^\.. 
von  gerade  r'*'",  {r  -{-  1)'*''. .  Ordnung  derart,  dass  jede  Bifferen- 
tialinvariante   (r  -f-  sj^  Ordnung   eine   beliebige   Function  von 

liie,  Continuierliche  Gruppen.  20 
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Jr—\,  Jri  Jr+1  •  -  Jr+.s  ist.    Jr—\  littvin  vofi  niederer  als  (r — 1)'*'"  Ord- 
nung sein.    Es  darf  gesetzt  werden*): 

d'Jr 

j        dx^ 


Jr—1 

Nach  Satz  2,  §  1  des  8.  Kap.,  ist  Jr—i  von  nur  nullter  Ordnung, 
d.  h.  eine  Function  von  x  und  y  allein,  sobald  die  Gruppe  üif...Urf 
intransitiv  ist.     Andernfalls  ist  Jr—i  mindestens  von  erster  Ordnung. 

In  den  fundamentalen  Formeln 

r 

(15)  (UiU,)=^sCasüsf 

1 

für  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  Gruppe  treten  r^  gewisse 

Constanten  Ci^s  auf.     Kennt  man  diese  Constanten,  so  weiss  man  auch, 

wie   sich   die  Klammerausdrücke   aus   den  infinitesimalen  Transforma- 

setzung    tionen  der  Gruppe  zusammensetzen.    Das  System  dieser  Constanten  Ca« 

Gruppe,   bestimmt,  sagen  wir,  die  Zusammensetzung  der  Gruppe  U^f. .  .  Urf**)- 


*)  Gestatten  überhaupt  n  gegebene  DifFerentialausdrücke 

^  /  dz         dz       d^z         \ 

Jk[x,    ..«;n,    .,^..^,^,...j 

gewisse  bekannte  Transformationen  in  x^  •  •  Xn,  so  ist  das  Gleiche  mit  der  Func- 
tionaldeterminante 

dx^  dx^       dxn 

der  Fall.     Folglich  geben  w  +  1  solche  Ausdrücke  Jj  •  •  Jn+i  eine  netie  DiflFeren- 
tialinvariante : 

„    1     ^^         ^  Jn  —  l  dJn  +  1 
—  dXj^        dXn  —  l      dXn 


^    ,     dJ,         dJn—l  dJn 

2/  -r 


dXi         dXn—l  dXn 

oder 

(Jj  •  .  •  Jn  —  l  Jn  +  l\ 
Xi'  •  •  Xn-X      Xn    ) 
^Ji Jn 


M Jn\ 

\ä!j Xn/ 


oder,  wenn  wir  das  Bilden  der  Functionaldeterminante  von  J^-    Jn—i  und  Js  als 
einen  Differentiationsprocess  von  Js  auffassen : 

dJn  +  l 
dJn 

**)  Vgl.  „Diffgln.  m.  inf.  Trf.",  §  1  des  21.  Kap. 
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Zu  ein  und  derselben  Gruppe  gehören  unendlich  viele  Systeme  der  Ca«- 
Denn  man  kann  anstatt  U^f .  .  .  TJrf  r  lineare  Combinationen  derselben 
benutzen : 


7 


in  denen  die  yij  irgend  welche  Constanten  bedeuten,  deren  Deter- 
minante nicht  verschwindet.  Alsdann  werden  sich  die  (IJiTJk)  in  an- 
derer Weise  durch  die  Uf  ausdrücken  als  die  ( TJi  Uk)  durch  die  Uf. 
Es  leuchtet  aber  ein,  dass  alle  Wertsysteme  Ca«  einer  Gruppe  bekannt 
sind,  sobald  man  nur  eines  kennt. 

Liegt  eine  Gruppe  vor,  so  kann  man  sich  daher  das  Problem 
stellen,  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  so  aus- 
zuwählen, dass  das  System  der  c^«  eine  möglichst  einfache  Gestalt 
annimmt,  dass  also  die  (JJiük)  sich  in  möglichst  einfacher  Weise  durch 
die   TJ^f. . .  TJrf  ausdrücken  lassen. 

Für  zweigliedrige  Gruppen   U^f,   U^f  gilt  in  Bezug  hierauf  der 
Satz  10 :     Jede  zweigliedrige  Gruppe   U^f,   U^f  Icann  durch  passende 
Auswahl  der  infinitesimalen  Transformationen  auf  eine  solche  Form  ge 
bracht  werden,  dass  entweder 

oder  aber 

ist  *). 

Denn  allgemein  wird 

iU,U,)  =  aüJ-\-bUJ 

sein.  Ist  a  =  &  =  0,  so  liegt  der  erste  Fall  vor.  Ist  etwa  a  =|=  0, 
so  setzen  wir 

üj=u,f^\u,f    u,f=\u,f 

und  erhalten  die  zweite  Form 

{UJ,  ü,f)  =  ÜJ. 

Zwischen  den  Zusammensetzungsconstanten  c^«  in  (15)  bestehen 
gewisse  Relationen,  die  aus  der  sogenannten  speciellen  Jacobi' sehen  Iden-^^^owsche 

^  '  ö  x-  Identität. 

tität  folgen. 

Es  gilt  nämlich  zunächst  der 

Satz  11 :  Drei  beliebige  infinitesimale  Transformationen  Uf,  Vf,  Wf 
erfüllen  immer  die  Identität: 

i{UV)W)  +  iiVW)U)-\-  {{Wü)r)  =  0. 

*)  Siehe  „Diffgln.  m.  inf.  Trf.",  Satz  1,  §  1  des  18.  Kap. 

20* 
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Diese  Jacobi'sche  Identität  kann  man  durch  directe  Ausrechnung 
der  Klammerausdrücke  verificieren.  Einen  kürzeren  Beweis  lieferten 
wir  an  einer  anderen  Stelle*). 

Wir  bemerken  noch,  dass  diese  Identität  für  infinitesimale  Trans- 
formationen in  beliebig  vielen  Veränderlichen  gilt. 

Nach  diesem  Satze  ist  nun  für  drei  beliebige  infinitesimale  Trans- 
formationen  üify   Ukf,  Ulf  einer  Gruppe    Uif...  Urf: 

(16)  ((R^.)C^)  +  i{U,Uc)Ud  +  iiUcUoü,)  =  0. 

Es  ist  aber  nach  (15) : 

r 

1 

und  nach  derselben  Formel: 

r 

1 
daher : 

r 

i{UM)Uc)  =  yi  yicasCsnUtf. 


Vertauschen  wir  hierin  i,  Je,  l   cyklisch,    so  ergeben   sich   im    ganzen 
drei  Identitäten.    Ihre  Addition  liefert  dann  infolge  der  Identität  (16): 

j{CiksCslt  +   CklsCsit-j-  CiisC.kt)  Utf^E:  0. 

Da    aber   U^f . .  •  Urf  von    einander    unabhängig    sind,    so    kann    diese 
Gleichung    nur    dann    bestehen,    wenn    darin    die    Coefficienten    von 
Ü^f.  .  .  Urf  einzeln  Null  sind.     Dies  führt  zu  dem 
Beiationen         Satz  12 '.     Ist  in  der  Grume  Uf...  Urf  allgemein 

zwischen 
den  Cit;,,  r 

{Ui  Uk)  =^Ciks  Usf    {i,  1c  ==1,2..  r), 

1 

so  bestellen  zwischen  den  Constanten  Ciks  die  Eelationen: 

r 
Xf  (piksCslt  +  CkisCsit  +  CiisCsht)  =  0 

(^■,  k,  l,  t=  1,  2..r). 

Später  bei  Betrachtung  der  Gruppen  in  beliebig  vielen  Veränder- 
lichen werden  wir  beweisen,   dass  sich  zu  einem  System  von  r*  Cou- 


*)  Vgl.  „üiffgln.  m.  inf.  Trf.",  §  4  des  10.  Kap. 


Gruppen 

der 
Geraden. 
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stanten  Cna,  welche  die  soeben  angegebenen  Relationen  erfüllen,  stets 
eine  Gruppe  construieren  lässt,  deren  Zusammensetzung  gerade  von 
diesen  Ca*  gebildet  wird*). 

§  4.     Die  Gruppen  der  einfachen  Mannigfaltigkeit. 

Wir  kommen  jetzt  dazu,  den  Hauptsatz  auch  für  die  Gruppen 
der  Geraden,  für  die  Gruppen,  bei  denen  nur  eine  Veränderliche  trans- 
formiert wird,  abzuleiten. 

T^i.  Hauptsatz 

^^^  für  die 

(17)  Xy  =  9p(ic,  aj .  .  a,) 

eine  r-gliedrige  continuierliche  Gruppe  der  Geraden  mit  paar  weis  in- 
versen  Transformationen,  so  besitzt  sie  r  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  TJ^f...  TJrf,  aus  denen  alle  infinitesi- 
malen Transformationen  der  Gruppe  linear  ableitbar  sind.  (Nach 
Satz  2,  §  3  des  7.  Kap.)     Dabei  haben  die   TJif  die  Form : 

Ferner  bilden  die  Gleichungen 

a?!  =  (p{x,  «1 . .  ür),     yt  =  y 

eine  r-gliedrige  Gruppe  der  Ebene  mit  paarweis  inversen  Transfor- 
mationen. Da  bei  ihr  y  nicht  geändert  wird,  sind  ihre  infinitesimalen 
Transformationen  identisch  mit  denen  der  Gruppe  (17).  Mithin  gilt 
der  erste  Teil  des  Hauptsatzes,  also  Satz  8  des  §  2,  auch  für  die 
Gruppe  (17). 

Umgekehrt  seien  nun  U^f.  .  .  TJrf  r  von  einander  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen  der  Variabein  x  von  der  Form 

?7;/=i(:r)|^, 
welche  Relationen  erfüllen  von  der  Form : 

{UiUu)  =  ^^casüsf    {i,  /.•  =  1,  2  .  .  r). 


*)  Aus  diesem  von  Lie  entdeckten  Satze  hat  er  eine  Reihe  wichtiger  Sätze 
über  die  Zusammensetzung  der  Gruppen  abgeleitet.  Herr  Killing,  der  später 
einige  weitergehende  Schlüsse  aus  diesem  Satze  gezogen  hat,  citiert  bei  der  Be- 
nutzung desselben  irrtümlicherweise  fortwährend  Jacobi,  der  weder  die  Summen- 
formel des  Satzes  12  noch  die  Lie'schen  Fundamentalformeln  {J^i^Jj^^Sc^j^fl^f 
kannte.  Infolgedessen  bemerkt  ein  Leser  der  Killing'schen  Arbeiten  nicht,  dass 
seiue  sämtlichen  gruppentheoretischen  Folgerungen  auf  Lie's  allgemeinen  Theorien 
beruhen. 
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in  denen  die  c^,  Constanten  bedeuten.  Alsdann  lassen  sich  TJ^f. . .  Urf 
auch  als  infinitesimale  Transformationen  in  zwei  Veränderlichen  x,  y 
auffassen,  bei  denen  allerdings  y  nicht  geändert  wird.  Nach  Satz  9 
des  §  2  erzeugen  sie  eine  r-gliedrige  Gruppe  der  Ebene  mit  paarweis 
inversen  Transformationen.  Da  x  bei  ihnen  nur  von  x  abhängige  In- 
cremente  und  y  stets  das  Increment  Null  erhält,  so  hat  diese  Gruppe 
die  Form 

Xi  =  cp{x,  «1  . .  ar),     yi  =  y. 

Es  leuchtet  dann  ein,  dass  die  Gleichung 

für  sich  eine  r-gliedrige  Gruppe  der  einfachen  Mannigfaltigkeit  x  mit 
paarweis  inversen  Transformationen  darstellt.  Der  zweite  Teil  des 
Hauptsatzes  gilt  daher  auch  für  die  Gruppen  der  Geraden.  Wir  sagen 
somit : 

Satz   13 :     Der   Hauptsatz   der   Gruppentheorie  gilt   auch   für    die 
Gruppen  der  Geraden. 

Bestimmung         Um  uun  alle  continuierlichen  Gruppen  der  Geraden  mit  paarweis 

aller         ,  ,  .  , 

Gruppen derinversen  Transformationen   zu  bestimmen,    wollen  wir   annehmen,    es 

Geraden. 

seien 

W=U^)p     {i=l,2..r) 

r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer 
solchen  r-gliedrigen  Gruppe.  Da  wir,  wie  immer,  die  |i  als  ana- 
lytische Functionen  voraussetzen,  die  sich  an  einer  allgemein  aber 
bestimmt  gewählten  Stelle  (cif)  regulär  verhalten,  so  lassen  sich  die 
li  für  hinreichend  wenig  von  x'^  abweichende  Werte  von  x  nach  ganzen 
Potenzen  von  x  —  x^  entwickeln,  sodass  die   TJif  die  Form  haben : 

der  inf.  (i  z=  \      9         r\ 

Transform.  •  V  h    ^  ■  '  ' ) 

Hierin  können  gewisse  der  Constanten   a,o,  «ii . .   verschwinden.     Wir 
Inf.  Trans-  wollcu  cinc  infinitesimale  Transformation  als  eine  von  der  p*^'*  Ord- 

formatiou  i  •   i  -i  -r»    -i  •  •      /  \ 

()ter  Ordng.  nung  bezeichnen,  wenn  ihre  Reihenentwickelung  erst  mit  \x  —  x^y  be- 
ginnt. Also  ist  Vif  von  p*®'  Ordnung,  wenn  aiQ  =  aa  =  -'  =  a,-^_i  ==  0, 
aber  a,p  =|=  0  ist.     Sind 

rf=  {a(x  —  ic")?  +  •  •)p     (a  4=  0), 
Wf={b(x  —  xy-i---)p     (6  4=0) 

von  p*®'  bez.  ö*^'  Ordnung,  so  giebt  die  Klammeroperation 
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(VW)  =  a{x  —  x^y{öb{x  —  xy-^  -\ )p-{ 

—  b{x  —  xy{Qa{x  —  xy-^  H )p  -\ 

={{&  —  Q)ah(x  —  xy+''-'-  H )p, 

d.  h.  eine  infinitesimale  Transformation  von  gerade  p  +  <?  —  1**'  Ord- 
nung und  nicht  etwa  bloss  Null,  sobald  (»  =j=  (?  ist.  Von  dieser  Be- 
merkung werden  wir  sogleich  Gebrauch  machen. 

Zunächst  kann  der  Punkt  (xP)  so  gewählt  werden,  dass  er  nicht 
bei  allen  Uif  invariant  ist,  d.  h.  dass  sich  nicht  alle  Uif  für  x  =  x^ 
auf  Null  reducieren.  Sei  (ßp)  etwa  bei  ü^f  nicht  invariant.  Dann  ist 
a^Q  =1=  0.  Da  es  auf  einen  Zahlenfactor  nicht  ankommt,  kann  U^  f 
durch  aio  dividiert  werden.  So  efgiebt  sich  dann  die  infinitesimale 
Transformation 

VJ={l  +  a{x-x')  +  ---)p. 

Existiert  nun  noch  eine  von  Vf^f  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mation der  Gruppe,  die  mit  einem  Gliede  0*®'  Ordnung  anfängt,  so 
kann  man  aus  ihr  und  V^f  eine  von  Vf^f  unabhängige  infinitesimale 
Transformation  linear  ableiten,  die  von  erster  Ordnung  ist: 

V,f={{x-x')  +  .--)p. 

Wenn  dagegen  keine  solche  mehr  vorhanden  ist,  so  könnte  doch  eine 
von  erster  Ordnung  da  sein.  Diese  würden  wir  alsdann  als  V^f  be- 
nutzen. Ist  auch  keine  von  erster  Ordnung  da,  so  doch  eine  von  etwa 
pter  Ordnung  (^  >  1),  die  mit  Uf  bezeichnet  sei.  Alsdann  gehört 
nach  dem  Hauptsatze  auch  {VqU)  der  Gruppe  an.  Sie  ist  aber  nach 
der  vorausgeschickten  Bemerkung  von  (q  —  1)*®'  Ordnung.  Diese  giebt 
mit  Vof  durch  Klammeroperation  eine  von  (p  —  2)*®'  Ordnung  u.  s.  w^ 
Schliesslich  kommen  wir  also  doch  zu  einer  von  erster  Ordnung,  die 
wir  als  V^f  verwerten.  Genau  so  sieht  man  ein,  dass  auch  eine  in- 
finitesimale Transformation  der  Gruppe  von  zweiter  Ordnung  vorhanden 
ist  u.  s.  w.  So  finden  wir,  dass  die  Gruppe  sicher  r  infinitesimale 
Transformationen  vou  der  Form 

rj=il-ha(x-x')-^---)p, 

rj=iix-x')-{----)p, 
r,f={{x-xy-\-->.)p, 

rr-if={{x-x,r-^-j-.--)p 

enthält.     Sie  sind  von  einander  unabhängig,  denn  wenn 
wäre,  so  würde  folgen,  dass 
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Co  +  ic^  +  ac,)(x  -  x')  +  (c,  +  •  -^x  -  x'f  +  •  •  • 
+  (cr-i-{-'-){x-x'y-'  +  '-  =  0, 

also  zunächst  Cq  ==  0,  daher  q  =  0,  folglich  Cg  =  0  u.  s.  w.  wäre. 

Mithin  ist  jede  infinitesimale  Transformation  unserer  Gruppe  linear 
aus  Fq/)  Vif. . .  Vr—if  ableitbar.  OflFenbar  lassen  sich  aus  ihnen  auch 
keine  von  höherer  als  (r  —  1)*^'  Ordnung  linear  ableiten.  Folglich 
sind  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  von  höchstens 
{r  —  1)*"  Ordnung. 

Nun  gehören  Vr—^f  und  Vr—xf  der  Gruppe  an,  dasselbe  gilt  von 
ihrem  nicht  verschwindenden  Klammerausdruck,  der  aber  von  der  Ord- 
nung {r  —  2)  -j-  {r  —  1)  —  1  ist.     Also  ist: 

(r  —  2)  +  (r  —  1)  —  1  <  r 
oder 

r  <4. 

Somit  kommen  nur  die  Werte  r  =  1,  2,  3  in  Betracht. 
Maximal-  Satz  14:      Eine   endliche   continuierliche   Gruppe   der   Geraden  mit 

zahl  r  =  3.  .        .  ^^ 

paarweis  inversen  Transformationen  enthält  höchstens  drei  von  einander 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen. 

Dass  die  Maximalzahl  r  =  3  wirklich  vorkommt,  lehrt  die  drei- 
gliedrige projective  Gruppe  der  Geraden  (siehe  Kap.  5). 

Eingliedrige         Ist  zunächst  r  =  1,  so  liegt  nur  eine  infinitesimale  Transforma- 

Gruppen. 

tion  vor: 

üf=^ix)p. 

Führen  wir  J^-^  als  neues  x  ein,  so  kommt  einfach  die  Gruppe: 


P 


Zwei-  Ist  die  Gruppe   zweigliedrig,   U^^f   U^f,  so  darf  nach  Satz  10  des 

Gruppen.  §  2  gcsctzt  Werden:  entweder 

oder 

Im  ersteren  Fall  dürfen  wir  wie  vorher 

UJ=p 
annehmen.     Dann  kommt,  wenn 

ist: 
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d.  h.  I  ist  eine  Constante.  Dann  aber  sind  U^f  und  JJ-^f  nicht  von 
einander  unabhängig.  Dieser  Fall  kommt  also  nicht  in  Betracht.  Es 
ist  vielmehr  anzunehmen : 

Zunächst  kann 

angenommen  werden.     Dann  ergiebt  sich  für 

die  Bedingung 

T—  =  1,  also  I  =  rc  +  Const,, 

sodass  U^f^  xp  -\-  Const.  p  ist.  Nun  kann  JJ^f  —  Const.  U^f  als 
U..f  benutzt  werden,  sodass  sich  der  Typus  ergiebt: 


p    xp 


Ist  die  Gruppe  dreigliedrig:    ZJi/",  TJ^f.  üof.  so  können  wir  voraus-     Drei- 

.  gliedrige 

setzen,   üif  sei  von  nuUter,  Ü2f  von  erster  und  U^f  von  zweiter  Ord-  Gruppen, 
nung.     Dann  ist  (C^C^)  von  nullter,  (C/jC/g)   von   erster  und  {TJ^TJ^ 
von  zweiter   Ordnung   nach    der   oben  gemachten   Bemerkung.     Dem- 
nach ist: 

{U,ü,)  =  aUJ, 

iU,U,)  =  hUJ+cU,f, 
(U,U,)  =  eUJ-}-güJ-{-hU,f. 

Hierin  bedeuten  a,  h,  c,  e,  g,  h  Constanten.  Wir  sehen,  dass  U-^^f  und 
U^f  für  sich  eine  zweigliedrige  Gruppe  erzeugen,  die  bei  passender 
Wahl  der  Veränderlichen  x  auf  die  obige  Form  jp,  xp  gebracht  wer- 
den kann : 

Utf=p,     U2f=xp. 
Sei  nun 

U,f=^P, 
so  kommt : 

{Uiüs)  =  ^p  =  hp-{-  cxp, 

(U^U^)  =  [x^  —  ^)p  =  ep-\-  gxp  +  Hp, 
sodass 

^li-e  +  gx  +  Qi+l)^ 
wird.     Hiernach  muss  §  die  Form  haben: 
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in  der  «,  /3,  y  gewisse  Constanten  bedeuten.     Dann  ist 

UJ-aU,f-ßü,f=yx'p. 
Sonach  dürfen  wir  die  Gruppe  in  der  Form  annehmen: 


p     xp     x'p 


Also  sagen  wir: 
^steiking"  Theorem  27:    Eine  endliche  continuierliche  Gruppe  der  ein- 

Gm^^'^en  f^^^ken    Mannigfaltigkeit   mit  paarweis   inversen    Transforma- 
derGeraden.^^'o^g^    «Ä^   Jiöchstens  dreigliedrig.     Sie   lässt  sich   durch   Ein- 
führung einer  passenden  Veränderlichen  stets  auf  eine  der  drei 
Formen  bringen: 


P 


p    xp 


p    xp 


x^p 


Dieses  Theorem  ist  deshalb  besonders  merkwürdig,  weil  es  zeigt, 
dass  sich  jede  solche  Gruppe  der  Geraden  auf  eine  projective  Gruppe 
zurückführen  lässt.  Vgl.  Theorem  15,  §  2  des  5.  Kap.  Man  darf  aber 
nicht  in  den  Irrtum  verfallen,  auch  sonst  in  Theorem  15  Gesagtes  auf 
das  jetzige  Ergebnis  auszudehnen.  Eine  zweigliedrige  Gruppe  z.  B. 
kann  sehr  wohl  mehr  als  einen  Punkt  in  Ruhe  lassen,  obwohl  ihr 
Typus  p,  xp  nur  einen  invarianten  Punkt  hat.  Es  kommt  dies  daher, 
dass  bei  der  Einführung  einer  passenden  neuen  Veränderlichen  mehr- 
deutige Functionen  benutzt  werden  können.     Wenn  etwa  1/ 1 ;  als 

neues  x  benutzt  wird,    so  geht  die  Gruppe  p,  xp  in 

(1  —  a;2)ä 


1  —  X' 

2x 


-P, 


2x 


P 


über  und  lässt  die  beiden  Punkte  ic  =  +  1  in  Ruhe.  Es  können  sogar 
nach  passender  Substitution  der  neuen  Veränderlichen  unendlich  viele 
discrete  Punkte  in  Ruhe  bleiben.  Doch  sind  dies  functionentheoretische 
Fragen,  auf  die  wir  nicht  weiter  eingehen.  Es  sollte  eben  nur  vor 
einem  hier  naheliegenden  Irrtum  gewarnt  werden. 
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Bestimmnng  der  imprimitiven  Gruppen  der  Ebene. 

Wir  greifen  nunmehr  das  Problem  an,  alle  endlichen  continuier- 
licJien  Gruppen  der  Ebene  mit  paarweis  inversen  Transformationen  su 
bestimmen.  Dabei  ist  es  zweckmässig,  die  Bestimmung  der  imprimi- 
tiven von  der  der  primitiven  Gruppen  zu  trennen,  weil  diese  beiden 
Klassen  verschiedene  Behandlungsweisen  erfordern.  Zunächst  bestimmen 
wir  alle  imprimitiven  Gruppen. 

§  1.    Vorbemerkungen. 

Als  wir  im  11.  Kapitel  alle  projectiven  Gruppen  der  Ebene  be- 
stimmten und  auf  typische  Formen  brachten,  bedienten  wir  uns  zweier 
Hülfsmittel  zur  Vereinfachung  der  Gruppen.  Einerseits  suchten  wir 
durch  Einführung  passender  linearer  Combinationen  der  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gruppen  ihre  Zusammensetzung,  andererseits 
durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  vermöge  passender  projectiver 
Transformationen  die  Gestalt  ihrer  infinitesimalen  Transformationen 
möglichst  zu  vereinfachen.  Das  erstere  Mittel  werden  wir  ebenso  bei 
der  Bestimmung  aller  Gruppen  der  Ebene  anwenden,  das  zweite  da- 
gegen mit  einer  Abänderung.  Wir  werden  nämlich  jetzt,  wo  es  auf 
projective  Eigenschaften  nicht  ankommt,  2wei  solche  Gruppen  als  gleich- 
berechtigt bezeichnen,  die  vermöge  irgend  welcher  Transformation  in  ein- 
ander überführbar  sind,  indem  wir  Satz  4,  §  4  des  6.  Kap.,  benutzen. 
Demnach  werden  wir  die  infinitesimalen  Transformationen  dadurch  zu 
vereinfachen  suchen,  dass  wir  nicht  gerade  durch  projective,  sondern 
durch  irgendwelche  passende  Transformation  neue  Veränderliche  ein- 
führen. Alsdann  rechnen  wir  alle  Gruppen  zu  demselben  Typus,  die 
dadurch  in  einander  verwandelt  werden  können. 

Wir  beginnen  mit  der  Bestimmung  der  imprimitiven  Gruppen.  Eine^ur  Bestim- 
r-gliedrige  derartige  Gruppe  TJJ.  .  .  ürf  lässt  nach  §  3  des  8.  Kap.  imprimitiv, 
eine  Schar  von  oo^  Curven 

€p(x,  y)  =  Const. 

invariant,  indem  sie  diese  Curven  in  einander  überführt.  Benutzen 
wir  g){x,  y)  als  neues  x  und  eine  davon  unabhängige  Function  als 
neues  y.  so  folgt:    Wir  können  annehmen,   dass  die  gesuchte  Gruppe  1''^»"»°*«' 

"  •  cj  /  o  ±  x:        üeraden- 

Uif...  Urf  die  Geraden  schar. 

X  =  Const. 
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unter  einander  transformiert,  d.  h.  dass  mit  x  =  Const.  auch  das  In- 
crement  von  x  constant  ist,  dass  also  in  U^f.  .  .  TJrf  die  Coefficienten 
von  p  nur  von  x  abhängen.     Die   Uf  haben  dann  die  Form: 

(1)  Uif=  %i{x)p  +  rii{x,  y)q. 

Da  die   Uf  eine  Gruppe  erzeugen,  so  ist  nach  dem  Hauptsatz 

r 

(2)  (UiUk)  =  ^sCasUsf. 

1 
Es  kommt  aber  nach  (1): 

d.  h.  der  Coefficient  von  p  in  {UiUk)  ist  derselbe  wie  der  von  p  in 
der  Combination  von 

t{x)p  und  i,k{x)p 
allein.     Setzen  wir 

Xif=li{x)p     0  =  1,  2..r), 
so  sehen  wir  also,  dass  nach  (2)  auch 


(XiX;t)  =^    Xf  <^iks^sf 


ist.  Die  Xj/". .  .  Xrf  transformieren  nur  x  und  erzeugen  nach  dieser 
Formel  und  nach  Satz  13,  §  4  des  vorigen  Kap.,  eine  Gruppe  der  ein- 
fachen Mannigfaltigkeit  x. 

Die  Xj/  geben  an,  wie  die  Geraden  x  =  Const.  bei  den  Uif  unter 
einander  transformiert  werden.     Sie  erzeugen  diejenige  Gruppe  in  x, 
vermöge  deren  die  Gruppe  üif.  .  •  Urf  die  Geraden  x  =  Const.  in  ein- 
ander  überführt.     Wir   nennen  die  Xif  die  verkürzten   infinitesimalen 
Verkürzte  Transformationen  und  ihre  Gruppe  die  verkürzte  Gruppe. 

Gruppe.  ^^  ^-^ 

Nach  Theorem  27,  §  4  des  12.  Kap.,  ist  diese  verkürzte  Gruppe 
Teilung    höchstcns  dreigliedrig.  Hierdurch  bietet  sich  eine  naturgemässe  Teilung 
Problems.  uDsercs  Problems  in  vier  einzelne  dar,  je  nachdem  x  nuUgliedrig,  ein- 
gliedrig, zwei-  oder  dreigliedrig  transformiert  wird. 


§  2.     Erster  Fall:    Die  Curvensohar  wird  nuUgliedrig 
transformiert. 

Wenn  wir  annehmen,  dass  die  verkürzte  Gruppe  nuUgliedrig  sei, 
so  heisst  dies :  Jede  der  Geraden  x  ==■  Const,  bleibt  für  sich  invariant, 
ihre  Punkte  werden  unter  sich  vertauscht.  Dann  sind  alle  X,/e^O, 
d.  h.  alle  |,  =  0,  sodass  die  gesuchte  Gruppe  zunächst  die  Form  hat: 
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Uif=  riiix,  y)q     (»  =  1 ,  2  .  .  r). 
Geben  wir  hierin  x  einen  bestimmten  Wert,  so  erzeugen  die  Uif  immer  Festhalten 

'  _  °  ,  einer 

noch   eine   Gruppe.     Einmal  folgt  dies    begrifflich    daraus,    dass    eine  Geraden, 
solche  Annahme  x  =  x^  besagt,  dass  nur  die  Punkte  einer  bestimmten 
der  invarianten  Geraden  ins  Auge  gefasst  werden  sollen.    Andererseits 
aber  erkennt  man,  da  jetzt 

rTTTJ\  —  f       ^"^^  ^''A 

ist,  dass  die  (JJiTJk)  genau  ebenso  zu  bilden  sind,  ob  nun  x  allgemein 
oder  speciell  angenommen  wird,  sodass  auch  für  x  =  x^ 

r 

1 

ist.     Der  Index  0  soll  hierin  die  Substitution  x  ==  x^  andeuten. 

Aber  die  Gruppe  V^f .  .  .  TJr^f  der  Punkte  (y)  der  Geraden  x  =  x^ 
braucht  nicht  auch  r-gliedrig  zu  sein,  vielmehr  können  zwischen 
U^^f. .  .  ür^f  Relationen  mit  constanten  Coefficienten  bestehen,  indem 
die  Coefficienten  ja  x^  enthalten  können.  Ja  wir  wissen,  dass  die 
Gruppe  Ui^f.  . .  Ur^f  nach  Theorem  27  in  §  4  des  letzten  Kap.  höch- 
stens dreigliedrig  ist,  da  sie  nur  die  einfache  Mannigfaltigkeit  y  trans- 
formiert. Also  besteht  zwischen  je  vieren  der  Ui^f  sicher  eine  Rela- 
tion mit  nur  von  x^  abhängigen  Coefficienten,  demnach  auch  zwischen 
je  vieren  der  i^,(a;",  y) : 
<Pi(x')ri,{x',  y)  +  g>j(x'Mx^,  y)  +  q>k{f)nk{x',  v)  +  9>i(x')ViiA  y)=0. 

Da  dies  für  jede  Gerade  (pcf^)  gilt,  so  folgt,  dass  zwischen  je  vieren 
der  i^(x,  y)  sicher  eine  Relation  mit  nur  von  x  abhängigen  Coefficien- 
ten besteht: 

(Pi(x)rii{x,  y)  +  (pj{x)rij{x,  y)  +  (p,{x)rik{x,  y)  +  (pi{x)rii{x,  y)  =  0. 

Nun  können  aber  solche  Relationen  schon  zwischen  je  zweien  oder 
wenigstens  schon  zwischen  je  dreien  der  y  bestehen.  Somit  liegen 
drei  Fälle  vor,  die  wir  auch  so  charakterisieren  können:  Die  Gruppe  Drei  FäUe. 
Uj'^f.  .  .  ür^f  auf  der  Geraden  (x^)  ist  eingliedrig,  zweigliedrig  oder 
dreigliedrig  bei  beliebiger,  aber  bestimmter  Wahl  von  x^.  Wäre  sie 
nullgliedrig,  so  würden  alle  Punkte  der  Ebene  in  Ruhe  bleiben. 

I.  Die  Gruppe  U^f-  •  •  Ur^f  sei  eingliedrig.    Alsdann  ist  also  etwa :  Erster  Fau. 
während  rji=\=0  ist,  sodass  die  gesuchte  Gruppe  die  Form  annimmt: 
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Aber  rj^q  kann  dadurch j  dass  man  als  neues  y  eine  Function  benutzt, 
deren  Differentialquotient  nach  y 
bracht  werden.     Dann  haben  wir 


deren  Differentialquotient  nach  y  gleich  —  ist,    auf  die    Form    q    ge- 


q     (p.,(x)q     (p^(x)q   ..    (pr(x)q 


In  der  Tbat  ist  dies  eine  Gruppe,  denn  die  Klarameroperationen  geben 
stets  Null. 

Zweiter  jj.   Die  Gruppe   Uif...Ur'^fsei  zweigliedrig^    sodass   zwischen  je 

dreien  der  t;  eine  Relation  besteht.     Hier  können  wir  setzen  : 

sodass 

(3)    UJ=ri,q,     ÜJ=ri,q,     U,f=  g>,UJ  +  t^UJ    (Ä;  =  3,  4  .  .  r) 

ist.  Dabei  darf  keine  Relation  zwischen  rji  und  fj^  allein  bestehen, 
d.  h.  es  muss  rj^  :  r}^  die  Grösse  y  wirklich  enthalten,  denn  sonst  läge 
die  vorige  Annahme  vor.  Nach  dem  Hauptsatze  ist  {üyU^  linear  aus 
ZJi /"...  ZJ^/"  ableitbar.    Hier  kommt  also  nach  (3)  eine  solche  Gleichung: 

Wären  co^  und  cjg  beide  Null,  so  käme 

d.  h.  % '  V2  wäre  frei  von  y.  Wir  dürfen  also  etwa  o,  =^=  0  annehmen. 
Betrachten  wir  nun  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

VJ=  UJ-\-  ^  UJ,     VJ=  -^,  UJ. 

Sie  gehören  natürlich  im  allgemeinen  der  Gruppe  nicht  an,  denn  sie 
sind  nicht  mit  constanten  Coefficieuten  aus  ü^f...  TJrf  ableitbar.  Aber 
wir  werden  doch  aus  ihnen  Nutzen  ziehen.     Es  ist  nämlich 

Wir  können  durch  Einführung  einer  passenden  von  y  nicht  freien 
Function  von  x  und  y  als  neues  y  erreichen,  dass 

wird.  Alsdann  folgt  aus  {V^V^  ^  F^/"  ohne  Mühe,  dass  V^f  die 
Form  hat 

n/"=  (2/  +  X{^)')<1' 
Benutzen  wir  endlich  y  •\-  %{x)  als  neues  y^  so  wird 
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Durch  diese  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  y  wird  die  Form 
der  Ausdrücke  (3),  soweit  sie  für  uns  wesentlich  ist,  nicht  gestört. 
Wir  dürfen  also  annehmen,  diese  Substitution  wäre  schon  zu  Anfang 
vollzogen.     Wegen 

kommt  dann  umgekehrt: 

oder 

UJ=  (1  —  0)2^)9',     U2f=  (o,yq- 

Hierin  sind  a^  und  Og  Functionen  von  y  allein.     Jetzt  kommt: 

(U^Ü^)  =  (o^q,     ((o,q,U2)  =  G)j^q,     {(o,^q,  U2)  =  (Oj^q 

u.  s.  w.  Alle  diese  Klammerausdrücke  gehören  aber  nach  dem  Haupt- 
satze der  Gruppe  an.  Wenn  aber  a^  keine  Constante  ist,  so  sind  alle 
diese  Transformationen  co^q,  coi^q,  a^q...,  deren  Zahl  beliebig  weit 
ausgedehnt  werden  kann,  von  einander  unabhängig.  Da  die  Gruppe 
aber  nur  eine  endliche  Anzahl  von  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen enthalten  darf,  so  muss  also  Oi  eine  Constante  sein. 
Daher  darf  U^f^yq  gesetzt  werden,  während  die  Gruppe  auch  ca^q, 
also  auch  q  enthält.     Wir  dürfen  daher  jetzt  annehmen : 

Ulf  =2,     UJ=yq, 

sowie : 

üif^  g>k{x)q  +  ^k{x)yq 

(Ä  =  3,  4  .  .  r). 
Nun  ist 

XX.  s.  w.  Also  gehören  Viff»  ^*^g',  ^/ff  •  •  •  der  Gruppe  an.  Ahnlich 
wie  vorhin  für  03^  folgern  wir  hieraus  für  ^a:,  dass  es  eine  Constante 
Ck  sein  muss.  Alsdann  können  wir  statt  der  ükf  die  Ukf — CkU.^f  als 
Symbole  benutzen  und  haben  die  Gruppe: 


a     yO.     9^3(^)2     ^i{x)Q.  ■  •  ^r{x)q 


Wie  auch  die  qpg,  (p^.  .  tpr  als  Functionen  der  x  gewählt  sein   mögen, 
immer  ist  dies  offenbar  nach  dem  Hauptsatze  eine  Gruppe. 

ni.   Die   Gruppe  TJ^^f . . .  üj^f  sei   dreigliedrig.     Hier   werden   dienritter  Fau. 
Punkte    jeder    Geraden    x  =  Const.    dreigliedrig    transformiert.     Wir 
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wissen,  dass  jede  dreigliedrige  Gruppe  der  einfachen  Mannigfaltigkeit 
y  auf  die  Form 

Q.,   ya,   y'q. 

gebracht  werden  kann,  nach  Theorem  27,  §  4  des  12.  Kap.  Aber  in 
unserem  Falle  enthält  die  Gruppe  noch  a?,  ohne  jedoch  diese  Variabele 
zu  transformieren.  Daraus  folgt,  dass  sich  die  allgemeinen  infinitesi- 
malen Transformationen  der  gesuchten  Gruppe  durch  passende  Wahl 
der  Variabein  y  auf  die  Form 

ükf^  (pk{x)q_  +  ^k{x)yq-\-Xk{x)y^a 

bringen  lassen.     Nun  ist: 

(4)  (UiUk)^ {(piifk  —  i^i(pk)q  +  ^((PiXk  —  Xi(Pk)yq  +  {^i%k  —  Xi'^k)y^q, 

(Uiüj)  ={(pitj  —  ti(pj)q  +  2(<Pi%j—Xi(pj)yq  +  (fiXj  —  Xi^j)y\' 

Die  Coefficienten  hierin  sind  also  die  Determinanten  von  je  zweien  der 
(p,  tjj,  %.  Combinieren  wir  nochmals,  indem  wir  {{UiUk) {üiüj))  bilden, 
so  erhalten  wir  einen  ähnlichen  Ausdruck.  Insbesondere  hat  darin  q 
den  Coefficienten: 

(fi'^k  tiffk  fpiXk  Xi^li   I       , 

fpi^i  —  ti(pj      (fiXj  —  xm  I  ' 

fpi'^k  —  '^iffk  ^iXk  —  Xii'k 

I  g>i^j  —  ti9>j      tiXß  —  Xitj 

und  y'^q  den  Coefficienten : 

9^iXk  —  Xi^k        tiXk  —  Xii^k 
^iXi  —  Xi^j        i^iXj  —  Xitj 


yq  den  Coefficienten 


Aus  der  ersten  Determinante  lässt  sich  9»,  aus  der  zweiten  ^^  und  aus 
der  dritten  %(  ^Is  Factor  absondern,  sodass  sich  schliesslich    ergiebt: 


I  <Pi     <Pk     fpj 

iiUiU,)(üiUj))  =  2\  ^,    ^,     tj 

I  Xi        Xk        Xi 


üif. 


Bezeichnen  wir  die  Determinante  E  +  (fitkXj  ^^i^  ^«Ary,  so  haben  wir 
also : 

(5)  aUiU,)  ( UUj))  =  2Jaj Uif. 

Geomo-  Dass  eine  solche  Relation  besteht,  sieht  man  am  ungezwungensten  ein, 

iJeutuM   wenn  man  von  einer  naheliegenden  geometrischen  Deutung  Gebrauch  macht. 
Wir  fassen  in 
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Uif^  <Piq  +  ilfiyq  +  Xiy^q 

(pi^  ipi  und  ii  als  homogene  Punktcoordinaten  in  der  Ebene  auf,  sodass 
jeder  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  ein  Punkt  der  Ebene  ent- 
spricht, während  umgekehrt  zu  einem  Punkte  der  Ebene  allerdings  un- 
endlich viele  infinitesimale  Transformationen  gehören  können,  von  denen 
sich  aber  je  zwei  nur  um  einen  Factor,  der  von  x  abhängt,  unterscheiden 
können.  Die  Combinationsformel  (4)  sagt  dann  aus,  dass  dem  Klammer- 
ausdruck {UiUk)  als  Bildpunkt  der  Pol  der  Geraden  zugehört,  welche  die 
Bildpunkte  von  Z7,f  und  Ü^f  verbindet,  und  zwar  hinsichtlich  -eines  Kegel- 
schnittes mit  der  Gleichung  in  homogenen  Coordinaten : 

4:(pi  —  ip^  =  0, 

Alsdann  ist  der  Bildpunkt  von  {TJiTJj)    der   Pol   der    Geraden,   welche   die 

Bildpunkte  von  Uif  und  Ujf  verbindet.    Die 

Verbindende  der  Bildpunkte  von  (TJiUk)  und 

{üiUj)  ist  demnach  die  Polare  von  ZJ,/",  d.h. 

der  Büdpunkt  von  {{UiU^)  (UiUj))   ist   der 

von  Uif  selbst.    (Fig.  32.)    Mithin  kann  sich 

( ( Ui  TJk)  ( TJi  TJj) )  nur  um  einen  von  x  allein 

abhängigen  Factor  von   Uif  unterscheiden: 


{{UiU,)(UiU,))  =  <o{x)Uif 


U.U.) 


Fig.  32. 


Oben  fanden  wir  rechnerisch,  dass  «(a;)  gleich 
^Aikj  ist. 

Da  alle  durch  Klammeroperation  hervorgehenden  infinitesimalen 
Transformationen  nach  dem  Hauptsatze  ebenfalls  der  Gruppe  an- 
gehören, so  gehört  nach  (5)  auch  /Jnjüif  der  Gruppe  an.  Indem  wir 
sie  anstatt  Uif  benutzen  und  die  obige  Betrachtung  wiederholen,  er- 
halten wir  die  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe: 

((z/,-,y Ui,  U,)  (z/,-,,- Ui,  Uj))  =  2^hjUif 

u.  s.  w.     Demnach  gehören 

^ikjTJif,    ^fkjTJif,    ^ikjUif... 

sämtlich  der  Gruppe  an.  Da  die  Gruppe  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  einander  unabhängiger  infinitesimaler  Transformationen  besitzt, 
so  folgt,  dass  ^iicj  eine  Constante  sein  muss  —  analog  wie  im  Falle  II 
die  Grösse  o^.  Daraus  ergiebt  sich  nun,  dass  die  Gruppe  gerade 
dreigliedrig  ist.  Denn  wenn  wenigstens  vier  infinitesimale  Transfor- 
mationen: • 

C/,/=  (p,q  +  ^;rjq  +  iiy^q 

0-=l,  2,  3,  4) 

vorliegen,  so  kommt: 

Lie,  Continuierlicbe  Gruppen.  21 
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ÜJ 

<Pi      ti 

Xi 

uj 

(fi       t2 

X2 

U,f 

<P3       % 

Xz 

uj 

9^4       ^4 

Xi. 

oder 

^2z,uj+  ^sMf+  ^^,i\f+  A,,vj~o. 

Da  aber  die  ^  Constanten  sind,  so  würden  UJ".  . .  UJ"  hiernach  nicht 
von  einander  unabhängig  sein,  wenn  nicht  jedes  ^  ^  0  wäre.  Wäre 
aber  jedes  /Jnj  ^  0,  so  würde  schon  zwischen  Uif,  Ukf,  üjf  eine  Rela- 
tion bestehen,  deren  Coefficienten  Functionen  von  x  sind.  Dies  aber 
würde  zur  Annahme  des  Falles  II  führen,  ist  also  ausgeschlossen. 
Somit  sind  je  vier  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe  von 
einander  abhängig;  die  Gruppe  ist  deshalb  höchstens  dreigliedrig. 
Wäre  sie  weniger-gliedrig,  so  würde  Fall  II  oder  gar  Fall  I  vorliegen. 
Sie  ist  also  gerade  dreigliedrig. 

Sicher  besitzt  sie  zweigliedrige  Untergruppen.  Denn  alle  Trans- 
formationen der  Gruppe,  die  einen  bestimmten  Punkt  (x^,  yT)  der 
Ebene  in  Ruhe  lassen,  bilden  offenbar  für  sich  eine  Gruppe,  da  die 
Aufeinanderfolge  zweier  solcher  Transformationen  auch  den  Punkt  in- 
variant lässt.  Da  aber  x  bei  der  gesuchten  Gruppe  überhaupt  nicht 
transformiert  wird,  so  giebt  das  Festhalten  eines  Punktes  (aP,  y^)  nur 
eine  Bedingung:  Es  giebt  also  wenigstens  eine  zweigliedrige  Unter- 
gruppe unserer  gesuchten  Gruppe.  In  der  That  haben  wir,  um  aus 
drei  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  der 
gesuchten  Gruppe  , 

üif=  <Pi(ß))q  +  ^i{x)yq  +  %i{x)y\ 
.        (*=1,  2,  3) 
die    infinitesimalen    Transformationen    dieser    Untergruppe    abzuleiten, 
nur  in 

c,UJ+c,U,f+c,UJ 

die  Constanten  c^,  Cg,  Cg  so  zu  wählen,  dass 

3 

^c,icp,{x')  +  U^')f  +  XiWf')  =  0 

wird. 

Es  mögen  also  etwa  gerade  Uif  und  U^f  diese  zweigliedrige 
Untergruppe  erzeugen,  was  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit  ist. 
Dieselbe  gehört  einem  der  schon  unter  I  oder  II  gefundeneu  Tvpen 
an.  Wie  werden  sogleich  ermitteln,  welchem  von  beiden.  Wäre  schon 
eine  Relation 


Erster  Fall:    Die  Curvenschar  wird  nullgliedrig  transformiert.  323 

zwischen  U^f  und  U.J  allein  vorhanden,  so  wären  alle  zweireihigen 
Determinanten  der  Matrix 

9>2       ^2       X2 

identisch  Null,  sodass  auch  die  dreireihige  Determinante  ^^^^  identisch 
Null  wäre,  d.  h.  zwischen  L\f,  U^f  und  U^f  bestände  eine  Relation 
mit  von  x  abhängigen  Coefticienten.  Diese  Annahme  würde  jedoch 
zum  Fall  11  gehören  und  ist  hier  also  unstatthaft.  Daher  besteht  bei 
der  Untergruppe  JJif,  U^f  keine  Relation  zwischen  Uif  und  U^f  mit 
von  X  abhängigen  Coefficienten.  Diese  Untergruppe  gehört  demnach 
zu  dem  unter  II  bestimmten  Typus  und  kann  durch  passende  Wahl 
der  Veränderlichen,  bei  der  U^f  nicht  wesentlich  geändert  wird,  auf 
die  dort  bestimmte  Form 

Uif=q,     VJ=yq 
gebracht  werden.     Jetzt  ist  noch 

U^f=q>{x)q-\-^{x)yci-[-x{x)y^q 

zu  normieren.  Sicher  ist  hierin  ;t^|-.0,  weil  sonst  zwischen  U^f,  U^f,U^f 
eine  Relation  mit  von  x  abhängigen  Coefficienten  vorhanden  wäre. 
Nun  ist 

{tJ,U,)  =  (rl,  +  2iy)q. 

Da  U^f  auch  y^q  enthält,  so  kann  diese  infinitesimale  Transformation 
(^  -|-  2%y)q  nur  aus  U^f  und  ü^f  linear  ableitbar  sein,  d.  h.  ip  und  % 
sind  Constanten  a  und  h.     Nun  kann  statt 

Uif=  fqi  +  ayq  +  hy^q 
auch 

UJ-aU,f=g>q-i-bfq     (&  +  0) 

als   ü^f  benutzt  werden.     Alsdann  haben  wir 

(U,U,)  =  {-g>-{-bf)q. 

Dies  muss  linear  aus   U^^f  und   f/g/"  ableitbar  sein,  sodass 

-cp-{.bf  =  a  +  ßicp-\-bf) 

ist,   wenn    a  und   ß  Constanten    bedeuten.     Hiernach    ist  ß  =  1   und 
<p  =  Const.     Alsdann  kann  statt   U^f  auch  U^f —  Const.   U^f  benutzt 
werden,  sodass   U^f^by^q  oder  also   U^f'^y'^q  verbleibt. 
Die  gesuchte  Gruppe  lautet  also  einfach: 


q   yq   y  q 


Hiermit  sind  alle  Typen  von  imprimitiven  Gruppen  bestimmt,  bei 
denen  die  Curven  der  invarianten  Schar  einzeln  invariant  bleiben. 

21* 
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§  3.    Zweiter  Fall:    Die  Curvenscliax  wird  eingliedrig  transformiert. 

Jetzt  liegt  der  Fall  vor,  dass   in  den  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  gesuchten  Gruppe 

C/;/=  ^i(x)p  +  r)i(x,  y)q 
(e=l,  2..r) 

X  gerade  eingliedrig  transformiert  wird,  also  zwischen  je  zweien  der  | 
eine  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  besteht,  sodass  etwa 

I2  =  öglj,       .  .  .  |r  ==  ö^rli        {P"i,  .  .  «r  ==  Const.) 

ist,  während  l^  nicht  Null  ist,  denn  sonst  läge  die  Annahme  des 
vorigen  Paragraphen  vor.  Wir  können  anstatt  TJ^f .  .  Urf  nun  auch 
Ü2f —  ci^^if}  '  '  •  Urf —  drllif  als  infinitesimale  Transformationen  be- 
nutzen, da  sie  der  Gruppe  angehören,  weil  a2  .  .  ar  Constanten  sind. 
Alsdann  kann  noch  U^f  durch  Einführung  einer  passenden  Function 
von  X  als  neues  x  auf  die  Form  gebracht  werden,  dass  li  ^  1  ist, 
sodass  wir  haben: 

Uif=  rj^ix,  y)q, 


Urf=  Vrioc,  y)q. 

Hier  ist  offenbar  ( Ui  Uk)  frei  von  p.  Also  sind  diese  ( üi  ük)  linear 
aus  U^f ' . .  Urf  allein  ableitbar,  d.  h.  nach  dem  Hauptsatze  erzeugen 
Ü2f.  . .  Urf  für  sich  eine  (r —  l)-gliedrige  Untergruppe.  Bei  ihr  wird 
jede  Gerade  x  =  Const.  in  Ruhe  gelassen.  Diese  Untergruppe  gehört 
deshalb  einem  der  im  vorigen  Paragraphen  bestimmten  drei  Typen  an, 
indem  wir  bemerken,  dass  bei  Aufstellung  dieser  Typen  keine  neue 
Variabele  x  eingeführt  wurde,  wodurch  die  Form  von  ü^f  eine  Ände- 
rung erlitte.  Deshalb  dürfen  wir  direct  ü^f'-ürfsls  einen  jener  Typen 
wählen,  zu  denen  dann  noch  U^f  ^ p -{- ri^q  hinzutritt,  sodass  die  drei 
Fälle  vorliegen: 

I.     q     (p^{x)q     <Ps(x)q     .  .  <pr-i(x)q    p -\- ni^,  y)^, 
IL     q     yq     cp^(x)q     .  .  (pr-i{x)q    p -{- vi^,  tj)q, 
in.     q    yq     y^q    p -\- v(pc,  y)a- 
Der  Fall,  dass  zu  p  -{-  rjq  keine  infinitesimalen  Transformationen 
hinzutreten,  ist  auszuschliessen,  denn  dann  könnte  die  Gruppe  auf  die 
Form  q  gebracht    werden,    die   zu   den    im    vorigen  Paragraphen    be- 
stimmten Typen  gehört.     Wir  behandeln  nun  die  Fälle  I,  II,  III  nach 
einander,  indem  wir  die  Klammerausdrücke  prüfen. 
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I.    Es    ist  Erster  Fall. 

{g)k(x)q,  p  -\-riq)  =  [(pk  ^  —  cpk)  q. 

Diese  Transformation  muss  der  Gruppe  angehören.  Da  sie  frei  von 
p  ist,  muss   sie   also   linear   aus  q,  {p^q  .  .  q)r—\q  ableitbar  sein.     Also 

ist  ^  frei   von  y,    da  ^j^  ^  1    zu    setzen,   also    nicht  Null  ist.     Wir 

haben  also  anzunehmen : 

n  =  VK^)«/  +  %{^)- 

Indem  wir  als  neues  y  die  Grösse 

A{x)y  +  B{x) 

einführen,  können  wir  bei  passender  Wahl  der  Functionen  A  und  JB 
erreichen,  dass^4~''?9'  ^^^  Form  p  annimmt,  während  die  <pk{pc)q  nicht 
wesentlich  gestört  werden,  sodass  die  Gruppe  lautet: 

(p^{x)q     (p^{x)q  .  .  .  <pr-i{x)q    p. 

Combinieren  wir,  so  kommt: 

(P,  <Pk{oc)q)  =  (p'kq. 

Also  müssen  g)/. .  fp'r—i  nach  dem  Hauptsatze  lineare  homogene  Func- 
tionen von  9?i  .  .  (pr  mit  constanten  Coefficienten  sein : 

-j-  =  ttklCpx  +  •      +  akr—l<Pr  —  l 

(Ä  =  1,  2  •  •  r). 

Die  Theorie  dieser  Differentialgleichungen,  die  ja  ein  d'Alembert'sches 
System  bilden,  lehrt  bekanntlich,  dass  cp^^  .  .  tpr—i  linear  mit  constanten 
Coefficienten  aus  gewissen  r  —  1  Functionen  linear  und  homogen  zu- 
sammensetzbar sind.     Diese  r  —  1  Functionen  haben  die  Form : 


Da  statt  der  r  —  1  infinitesimalen  Transformationen  g)^q  .  .  tpr—iq 
irgend  welche  r  —  1  von  einander  unabhängige  aus  ihnen  linear  ab- 
leitbare gesetzt  werden  dürfen,  so  folgt,  dass  wir  (p^  .  .  fpr—i  direct 
mit  den  obenstehenden  Functionen  identificieren  dürfen.  Sonach  er- 
giebt  sich  die  typische  Form: 


e"*'g       xe^'^^'q     •     •     • 

x^'^e^'^q      p 

ft=l,  2..m, 

ttk  =  Const.,    ÜQk  -f-  w  = 

-.r  —  1,    r>l 
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Man  überzeugt  sich  durch  Bildung  der  Klammerausdrücke  davon,  dass 
diese  infinitesimalen  Transformationen  stets  eine  Gruppe  erzeugen,  wie 
auch  die  Constanten  «^  . .  «^  und  die  ganzen  Zahlen  q^  .  .  Qm  und  m 
gewählt  werden. 

Zweiter  jj    jm  zweiten  Fall 

Fall. 

q     yq     (p^{x)q  .  .  fpr-i{x)q    i)  +  i?(a;,  «/)g 
giebt  die  Klammeroperation  zunächst  wieder: 

{(pk{x)q,  p  +  riq)  =  [(fk  ~  —  (p'k)  q. 

Da  diese  infinitesirüale  Transformation  von  jp  frei  ist,  muss  sie  linear 
aus  q,  yq  und   den   q)iq   ableitbar    sein.     Da   q   selbst   auftritt,    also 

sicher  ein  tp  nicht  Null  ist,  so  folgt  also,  dass  ■—  linear  in  y  ist,  d.  h. : 

ri  =  (o{x)y^  +  rl}{x)y  +  x{x). 
Ferner  kommt: 

Q/g,  p-\-iiiq)  =  [y^—7i)q  =  (ay^  —  x)g. 

Da  diese  Transformation  p  nicht  enthält,  muss  sie  sich  aus  den  r  —  1 
ersten  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  linear  ableiten 
lassen,  d.  h.  es  ist  co  ^  0,  während  %  die  Form  2J  Const.  (pi  -j-  Const. 
hat,  sodass  wir  in 

das  Glied  x(j^)Q  streichen  können,  da  es  eine  schon  vorhandene  in- 
finitesimale Transformation  ist.     Also  lautet  die  letzte  Transformation: 

p-jr  i'{oc)yq- 

Durch  Einführung  einer  Function  A{x)  •  y  als  neues  y  können  wir 
sie  auf  die  Form  p  bringen,  indem  die  Gruppe  die  Form  enthält: 

cöi(ic)g  .   .   G)r-2{x)q    yq    p. 

Lassen  wir  hierin  yq  fort,  so  bildet  der  Rest  für  sich  eine  Gruppe, 
da  die  übrigen  unter  sich  combiniert  nie  Glieder  mit  yq  liefern.  Diese 
Untergruppe  wurde  unter  I  bestimmt.     Danach  kommt  der  Typus: 


e"* 

X                           Oll. 

q      ice  * 

'q    ■    ■   ■ 

k  =  l,  2 

e^'^'q 

ya 

P 

«*  = 

=  Const., 

^Qk-\- 

ni  = 

=  r  — 

2 

f    r 

>2 

Dies  ist  nach  dem  Hauptsatze  stets  eine  Gruppe. 
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III.  Wir  kommen  zu  der  Form:  ^f^l' 

q     yq     ifq    Jß -\- m 

und  finden  durch  Combination: 

Mithin  ist  ~- ,    da  rechts  p  nicht  auftritt,  quadratisch  in  y  und  frei 
von  x\  wir  dürfen  also  setzen : 

ri  =  ay^  -\r  ßy^  +  y«/  +  i^i^), 

indem  wir  unter  a,  ß,  y  Constanten  verstehen.    Da  yq,  y^q  besonders 
auftreten,  darf  sogar 

7}  =  ay^  +  ^(a;),  d.  h.  p  +  7]q  ^p  +  {ay^  +  il})q 

gewählt  werden.     Nun  gehört  der  Gruppe  an: 

{yq,  p  +  (ay^  +  ^)g)  =  (2ay^  —  if)q, 

d.  h.    es    ist   «  ==  0  und  iff    eine   Constante,    die    gleich    Null    gesetzt 
werden  darf,  weil  q  besonders  auftritt.     Somit  kommt: 


q    yq    y^q    p 


Offenbar  ist  dies  wirklich  nach  dem  Hauptsatze  eine  Gruppe. 

Wir  bemerkten  zwar  oben,  dass  sich  der  Fall,  dass  nur  p  -\-  riq 
auftritt,  auf  die  Annahme  des  vorigen  Paragraphen  zurückführen  lässt. 
Dabei  bedarf  es  jedoch  der  Einführung  einer  Function  von  x  und  y 
als  neues  x.  Da  wir  nun  im  nächsten  Paragraphen  von  den  jetzigen 
Ergebnissen  Gebrauch  machen  müssen  und  zwar  von  den  Ergebnissen, 
die  hervorgehen,  wenn  wir  statt  x  höchstens  eine  Function  von  x  selbst 
einführen,  so  müssen  wir  die  Annahme  p  -^  vi^t  y)Q.  gesondert  auf- 
stellen. Indem  wir  hierin  eine  passende,  y  wirklich  enthaltende  Func- 
tion von  x  und  y  als  neues  y  einführen,  können  wir  diese  eingliedrige 
Gruppe  auf  die  Form  bringen : 

I 

P     1  • 
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Wir   kommen    nunmehr    zur    Annahme,    dass    die    Geradenschar 
X  =  Const.   bei  der  gesuchten   Gruppe  zweigliedrig  in   sich    transfor- 
miert wird.     Die  Gruppe  hat  zunächst  wieder  die  Form 
Uif=  li{x)p  -f-  rii{x,  y)q 
(?•  =  1,  2  . .  r). 
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Es  besteht  aber  jetzt  zwischen  je  dreien  der  |j  eine  lineare  Relation 
mit  Constanten  Coefficienten.  Die  verkürzte  Gruppe  ii(x)p  {i  =  l,2 ..r), 
die  jetzt  also  gerade  zweigliedrig  ist,  lässt  sich  durch  Einführung  einer 
passenden  Function  von  x  als  neues  x  nach  Theorem  27,  §  4  des 
12.  Kap.,  auf  die  Form  p,  xp  bringen.  Hieraus  folgt,  dass  die  ge- 
suchte Gruppe  durch  Einführung  dieses  neuen  x  die  Form  annimmt: 

Uif^  {aiX  +  h^p  ■\-  'Y\i{x,  y)q 
{i  =  \,2..r), 

in  der  die  a»  und  hi  Constanten  bedeuten.  Durch  lineare  Combination 
mit  Constanten  Coefficienten  erreichen  wir  nun,  dass  die  Gruppe  so 
erscheint : 

rii(x,  y)q    ■•     r]r-i(x,  y)q      P  +  Vr-iipc,  y)q       ocp -{- r){x,  y)q. 

Die  r  —  1  ersten  infinitesimalen  Transformationen  geben  bei  der 
Klammeroperation  mit  einander  nie  Glieder  mit  xp.  Diese  Klammer- 
ausdrücke müssen  sich  also  linear  aus  den  r  —  1  ersten  ableiten  lassen, 
d.h.  die  r  —  1  ersten  erzeugen  eine  {r — l)-gliedrige  Untergruppe. 
Diese  Untergruppe  lässt  sich,  wie  wir  sahen,  durch  Einführung  einer 
passenden,  y  wirklich  enthaltenden  Function  von  x,  y  als  neues  y,  wo- 
durch xp-j-rjq  nicht  wesentlich  geändert  wird,  auf  eine  der  im  vorigen 
Paragraphen  bestimmten  vier  typischen  Formen  bringen.  Es  handelt 
sich  also  darum,  zu  jenen  drei  Typen  noch  eine  solche  infinitesimale 
Transformation  xp  -f-  rj(x,  y)q  hinzuzufügen,  dass  sich  wieder  Gruppen 
ergeben. 

Erster  Fall.         I-  Zunächst  haben  wir: 

^"''^q      xe'^'^q     •     •     •     x^^e'^^'q       p       rr^)  -f-  "^iXy  y)q 

/c  =  1,  2  .  .m,     ÜQk  -\-  m  =  r  —  2,    r>2. 
Es  ist 

♦  (e"*''^,  xp  -f  fiq)  =  (e"*''  ^  —  cckxe"'''')  q. 

Diese  infinitesimale  Transformation  muss  sich  aus  denen  der  Gruppe 
linear  ableiten  lassen,  offenbar  aus  den  r  —  2  ersten.     Dies  zeigt,  dass 

ö^  eine  Function  von  x  allein  ist,  sodass 

zu  setzen  ist.     Nun  ist 

(jp,  xp  +  riq)^p  +  j^q. 

Dieser  Ausdruck  lehrt,  dass  ^  nur  x  enthalten  darf,  da  er  sich  linear 
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aus  den  r  —  1  ersten  infinitesimalen  Transformationen  ableiten  lassen 
muss.     Somit  ist  ■^  constant,  etwa  gleich  a  und  'q'^iay  -\-  i{x). 
Nunmehr  bilden  wir 

(/*e"*"g,  x^  +  {ay  +  i)q)  =  {(a  —  Q^)x^^e'^''  —  a,a;^*+'e"*")<?. 
e'^^q  kommt  in  der  Gruppe  höchstens  mit  dem  Factor  rc^*  vor.     Hier 
aber  tritt  a^x^''       auf.     Also  ist  a^  ==  0.     Folglich  reduciert  sich  die 
Gruppe,  indem  nun  m  =  Je  ==  1  sein  muss,  einfach  auf: 

q     xq     x^q     .     .     x''~^q    p     xp  -\-  (ay  +  x{x))q. 

Combination  der  beiden  letzten  infinitesimalen  Transformationen  giebt 

P  "h  XÜ-     Daher  ist 

x(x)  ^  Const.  -f-  Const.  x  -{-  •  -  -{-  Const.  x''~^, 
d.  h. 

X  (x)  ^E  «Q  +  ^1^  +  •  •  +  cir—üX''~^  -f-  bx''~^, 

sodass,  wenn  man  von  der  letzten  infinitesimalen  Transformation  die 
in  der  Gruppe  enthaltene : 

(«0  +  «1^  H h  ar-3X''-^)q 

abzieht,  einfach  als  letzte  bleibt : 

xp  -\-  (ay  4"  hx''~^)q. 

Führen  wir  y  -\-  cx^~^  als  neues  y  ein,  so  werden  die  r  —  2  ersten 
infinitesimalen  Transformationen  nicht  geändert,  während  die  vorletzte 
übergeht  in 

p  -\-  {r  —  2)cx''~^q, 

die  wir  durch  p  ersetzen  können,  da  x''~^q  schon  auftritt.  Die  letzte 
ferner  geht  über  in: 

ocp  -{-  ({r  —  2  —  a)c  -f-  b)x''~^q  +  ayq. 

Ist  r  —  2  =^  a,  so  lässt  sich 

—  & 

c  = 


r  —  2  —  a 
wählen,  sodass  sich  xp -\- ayq  ergiebt  und  die  Gruppe  lautet; 


q    xq    x^q  •  •  x''~^q    p     xp  -\-  ayq 


Wenn  aber  r  —  2  =  a  ist,  so  lautet  die  letzte  infinitesimale  Trans- 
forn;ation  vor  Einführung  jenes  neuen  y: 

xp  +  {{r  —  2)y  +  bx''-^)q. 
Ist  &  =  0,    so  würden  wir    einen  Specialfall    der   soeben   bestimmten 
Form  erhalten.    Daher  nehmen  wir  h=^0  a.n  und  führen  -j-  y  als  neues 
y  ein,  sodass  sich 
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ergiebt,  während  die  übrigen  infinitesimalen  Transformationen  nur  um 
Zahlenfactoren  geändert  werden,  die  gestrichen  werden  dürfen.  Somit 
gelangen  wir  zum  Typus 


q     xq    x^q  •  •  x''—^q    p    xp  -\-  {{r  —  2)y  -\-  af~^)q 


Die  beiden  Typen  stellen  in  der  That  Gruppen  dar,   wovon  man  sich 
durch  Bilden  der  Klammerausdrücke  überzeugen  möge. 


^Faii^'  ^^'  ^^^  haben  nunmehr  anzunehmen: 


e'^'^q    xe^^^'q     •  •  •     x^^e'^^'q    yq    p    xp  -{■  rjq 
Je  =  \,  2  .  .m,     SQk  -\-  m  =  r  —  3,     r>3. 


Wir  combinieren  e'^'^q  mit  xp  +  riq,  wie  im  Falle  I,  und  finden  hier- 
durch im  Gegensatz  zu  Fall  I,  dass  -^  linear  in  y  ist: 

ri  =  co(x)y^  +  t{oc)y  +  xi^)- 
Nun  ist 

(yq,  xp-{-r]q)  =  {y^  —  ri)q  =  {(oif  —  x)q. 

Da  y'^q  gar  nicht  in  der  Gruppe  vorkommt,  so  muss  also  erstens  ra^O 
sein,  sodass  bleibt: 

n  =  i;{x)y  -{-  x(x), 

und  zweitens  die  Gruppe  xQ.  enthalten.  x2  iduss  sich  daher  linear  aus 
den  r — 3  ersten  infinitesimalen  Transformationen  ableiten  lassen  und 
kann  in  xp  -\-  i]q  gestrichen  werden,  sodass  die  letzte  infinitesimale 
Transformation  lautet: 

xp  +  tl^{x)yq. 

Combination  mit  p  liefert  p  +  ip'yq.  Es  ist  demnach  ^'  eine  Con- 
stante,  sodass  wir  als  letzte  infinitesimale  Transformation  haben: 

xp  +  {ax  +  b)yq 
oder,  da  yq  besonders  auftritt: 

xp  +  axyq. 

Die  Klammeroperation  mit  x^^e^^^q  liefert: 

((a  —  aA>?*+'e"^-"  -  (».a;^*^"*')^. 

Da  aber  in  der  Gruppe  c"*'^g'  höchstens  mit  dem  Factor  a;^*  auftritt, 
linear  muss  a^  =  a  sein,  sodass  sich  die  Gruppe  reduciert  auf: 
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(f^q     xef^q 


^ef^q    yq    p    xp  -\-  axyq. 


Indem  wir  nun  ye~^^  als  neues  y  benutzen,  erhalten  wir 
q     xq  •  '  '  x''~^q     yq    p  —  ayq     xp. 

Da    yq   besonders    auftritt,    so    kann    ohne    weiteres    a  ==  0    gesetzt 
werden.     Dadurch  geht  die  Gruppe  hervor: 


a 

xq  ' 

•  x'—'^q 

r>S 

ya 

p 

xp 

III.   Wir  kommen  zur  Bestimmung  einer  Gruppe  von  der  Form :    Dritter 


FaU. 


Es  ist 


q     yq     y^q    p     xp -\-  rjq. 

drj 


{q,  xp  +  riq)=j^q. 

Daher  ist  -^  quadratisch  in  y  und  frei  von  x,  denn  ^q  muss  wieder 

der  Gruppe  angehören.     Wir  setzen   daher,  unter  a,  ß,  y  Constanten 
verstehend, 

1?  =  «^  +  /3t/*  +  y«/  +  ^{x). 

Weil  die  Gruppe  schon  yq^  y^q  selbständig  enthält,   so   können   diese 
Glieder  in 

xp  +  (at/3  +  ßy''  +  y?/  +  ^(^))2 

gestrichen  werden,  sodass  bleibt 

xp  +  {ay^  +  T^)g. 


Nun  ist 


(2/2;  ^P  +  («?/^  +  ^)2)  ^  (2ay^  —  ^)q. 


Also  muss  auch  2ay^  —  ^  quadratisch  in  y  und  frei  von  ic  sein. 
Somit  ist  a  =  0  und  ^  eine  Constante,  die,  weil  q  selbständig  auf- 
tritt, gleich  Null  gesetzt  werden  darf.     Die  Gruppe  lautet  nun: 


9.   y<i  y  a  p  xp 


Man  überzeuge  sich  davon,  dass  dies  in  der  That  eine  Gruppe  ist. 

IV.   Jetzt  bleibt  die  Annahme  übrig: 

p     xp  -\-  rjq. 

Klammeroperation    liefert   p  -{-  ^q.     Also  ist  —  ^  0,   daher  r]  ei 


Vierter 
FaU. 


dx 


dx 


eine 


Function   von  y  allein.     Ist    sie    verschieden  von  Null,    so    kann    sie 
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durch  Einführung  einer  passenden  Function  von  y  als  neues  y  gleich 
1  gemacht  werden,  sodass  sich  die  beiden  Gruppen  ergeben: 


p     xp 


p     xp  +  q 


§  5.    Vierter  Fall:    Die  Curvenschar  wird  dreigliedrig  transformiert. 

Wir  nehmen  nunmehr  an,  dass  die  Geraden  x  =  Const.  bei  der 
gesuchten  Gruppe  dreigliedrig  unter  einander  transformiert  werden. 
Die  verkürzte  Gruppe  kann  durch  Einführung  einer  Function  von  x  als 
neues  x  nach  Theorem  27,  §  4  des  12.  Kap.,  auf  die  Form  p,  xp,  x^p 
gebracht  werden.  Eine  Überlegung  wie  zu  Beginn  des  vorigen  Para- 
graphen lehrt,  dass  wir  daher  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
gesuchten  Gruppe  vorerst  so  wählen  können: 

Vi(^7  y)^     '"     nr-z{3c,  y)q       P  +  Vr-2{sc,  y)q      xp -}- r}r-i{x,  y)q 

x^p-{-rj{x,  y)q. 

Die  Klammerausdrücke  der  r  —  1  eisten  geben  nie  Glieder  mit  x^p. 
Sie  müssen  also  für  sich  eine  (r  — l)-gliedrige  Untergruppe  bilden, 
die  in  Form  eines  der  in  §  4  bestimmten  Typen  angenommen  werden 
darf,  da  bei  der  Normierung  dieser  Typen  nur  für  y  eine  neue  Varia- 
bele  eingeführt  wird,  wodurch  x^p  -\-  riq  nicht  wesentlich  geändert 
wird.  Es  liegt  uns  also  jetzt  ob,  zu  den  in  §  4  bestimmten  sechs  Typen 
eine  solche  infinitesimale  Transformation  x^p  +  riix,  y)q  hinzuzufügen, 
dass  sich  wieder  eine  Gruppe  ergiebt.  Dabei  dürfen  wir  uns  jetzt 
sprachlich  kürzer  fassen,  da  es  sich  immer  um  Wiederholungen  gleich- 
artiger Überlegungen  handelt. 

Erster  Fall.         I.          q     xq     x^ q  •  ■  x^'-^q    p     xp  -{■  ayq     x^p  +  riq. 
Es  kommt  hier 
{q,  x^p  +  i?g)  =  ||g,  daher  ^  =  K  +  «iä?  H h  ar-^x'-')y  +  ^{x). 

{x^-'q,  x'p  ■\-n<i)  =  {^'-'  f|  -  (»-  -  4)^'-') 2  = 

=  (aoa;'--*  +  a^x^-"^  H \-  ar-^x^'-^  —  {r  —  ^)x^-'')q, 

d.  h.  «1  =  r  —  4,  a^  =  0,  '  •  '  ar-\  =  0.  Die  letzte  infinitesimale 
Transformation  lautet  nun: 

Ä;^i3  +  K^/ +  (»*  —  4)a;«/ +  ^(ä;))2- 
Combination  mit  p  giebt: 

2arp  +  ((r  —  A)y  +  ^')?, 
d.  h.  y  —  4  =  2a,  t^'=  &o  +  ^i^  H 1"  ^r-i.x'-^,  sodass 
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^  =  &o  ^  +  I  ^'  +  •  •  +  ^  ^^  -  ^  +  & 
wird.     Da  q,  xq  ■  •  af~^q  selbständig  auftreten,  so  darf  sogar 

gesetzt  werden,   sodass   die  beiden  letzten  infinitesimalen  Transforma- 
tionen diese  sind: 

xp  +  "-^  yq,     x^p  +  {%y  +  (r  —  4.)xy  -\-  cx'—^)q. 

Ihre  Combination  giebt: 

x^p  —  ur  —  4:)xy  -\-  ^        cx''~^j q. 

Dies    muss    gleich    der    letzten    infinitesimalen    Transformation    sein. 

Daher  ist: 

a^  =  0,     (r  — 4)c  =  0. 

Ist  zunächst  c  =  0,  so  lautet  der  Typus,  wenn  die  vorletzte  Transfor- 
mation noch  mit  2  multipliciert  wird: 


q     xq     x^q  • 

■  x''~^q    p     2xp -{- (r —  4)yq 

r  >3 

x^p  -\-  {r  —  4:)xyq 

Wenn  aber  c  =|=  0  und  also  r  ==  4  ist,  so  kommt: 

q    p    xp    x^p  -\-  cxq. 
y_ 
Da  c  =j=  0  ist,  können  wir  e°  als  neues  y  einführen.    Alsdann  kommt: 


yq    p     xp    x^p  -\-  xyq 


Beide  Typen  stellen  wirklich  Gruppen  dar. 

II.  Wir  betrachten  nun  den  Fall:  zweiter 

Fall. 

q      xq      ■  •      x''~^q      p      oop  -\-  {(r  —  4)«/  +  x''—^)q      x^p  +  fiq. 

Wie  im  vorigen  Fall  ergiebt  sich  zunächst,  dass  die  letzte  infinite- 
simale Transformation  in  der  speciellen  Form  angenommen  werden 
darf: 

x^p -jr  (ay -\- (r  —  A)xy -jr  il;{x))q. 

Combination  mit  p  giebt : 

2xp  +  ((r  —  4:)y -\- t')q. 

Diese  infinitesimale  Transformation  lässt  sich  aber  unmöglich  aus 
denen  der  Gruppe  linear  ableiten,  da  hier  yq  den  Coefficienten  r  —  4 
hat,  also 


Dritter 
Fall. 
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r  — 4  =  2(r  — 3) 

sein  inüsste,  was  für  r  >  2  unmöglich  ist.    Hier  ergiebt  sich  demnach 
keine  Gruppe. 

III. 
Wir  bilden 


d.h. 
Ferner 


q    xq  •  •  x^^^q    yq    p     xp    x^p  +  riq. 
(q,  x^p  +  nQ)^j~a, 


^2  =  K  +  «1^  H h  ar-^x''-^)y  +  ay"^  +  i>{x). 

{yq,  x^p  +  i;g)  =  (2/ 1^  —  »?)  2-  =  {ay'  —  t}q, 


also  a  =  0,  sodass  ip{^)Q.  selbständig  auftritt  und  in  x^p  -{-  rjq  ge- 
strichen werden  darf.  Die  letzte  infinitesimale  Transformation  lautet 
folglich 

x^p  +  (üQ  -j-  üj^x  +  •  •  +  ar—5X*'~^)yq. 

Combination  mit  p  liefert : 

2xp  +  («1  -f  2a2^  -| \-  (r  —  6)ar-6X'—^)yq. 

Daher  ist  a^  =  0,  •  •  a^—s  ==  0.     Die  letzte  Transformation  ist  also: 

x^p  +  K  +  «i^)^2- 

Hierin  kann  aQ  =  0  gesetzt  werden,  da  yq  besonders  auftritt.  Somit 
bleibt : 

x^p  -\-  axyq. 


Nun  ist 


{x''~^q,  x^p  -{-  axyq)  ^  (a  —  r  -\-  6)x''~^q, 


d.  h.  a  =  r  —  5.     Der  Typus  lautet  also : 


q    xq  •  •  x^—^q    yq    p    xp    x^p  -\-  {r  —  b)xyq 

r  >  4 


Man  überzeuge  sich  davon,  dass  dies  wirklich  eine  Gruppe  ist. 
Vierter  IV.  q    yq     y^ q    p    xp     x^p  -\-  riq. 


Fall. 


Fünfter 
Fall. 


Hier  ergiebt  sich  ohne  Mühe  1^  ^  0,  sodass  die  Gruppe  hervorgeht; 


q     yq     y'q    p     xp     x'p 


V.  p    xp    x^p  4-  i^i' 

Auch  hier  ergiebt  sich  leicht  iy  ^  0.    Wir  bekommen  also  die  Gruppe 


p    xp    arp 
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VI.  JP       Xp  -}-  q      X^p  -\-  rjq.  Sechster 


FaU. 


Es  ist  hier: 
also 


O,  x^p  +  riq)  =  2xp  +  ^q, 


ferner 

(xp  +  q,  x'p  +  rjq)  =  x^p  -\-  [x  ^  -^  ^  q  =  x^p  +  (2x  +  f')q, 

sodass 

2x  -I-  if'^2x-}-t, 
also 

^  ==  aey 

sein  muss.    Führen  wir,  wenn  a  =j=  0  ist,  a;  +  ae^'  als  neues  y  ein,  so 
kommt : 


p-^q    xp  +  yq    a?p -\-  y^q 


Wenn  dagegen  a  =  0  ist,  so  haben  wir 

p     xp  -\-  q    x^p  -f-  2xq. 


Benutzen  wir  e     als  neues  y,  so  kommt  die  Form; 


p     2xp  -f-  yq     x^p  -\-  xyq 


in  der  die  Gruppe  projectiv  erscheint.  Auch  die  vorige  Gruppe  lässt 
sich  durch  Einführung  neuer  Variabein  auf  eine  projective  Form 
bringen.     Führt  man  nämlich 

— ^=r^     und     xy 

1/2  ^ 

als  neue  Veränderliche  x  und  y  ein,  so  kommt  zunächst: 

V2{p-^xq)     xp-\-2yq     y2{a?  -  y)p  ^y2xyq. 

Der  Factor  )/2  kann  gestrichen  werden.  So  ergiebt  sich  die  bekannte 
dreigliedrige  projective  Gruppe,  die  den  Kegelschnitt  x^  —  2y==0 
invariant  lässt  (vgl.  §  4  des  4.  Kap.) : 

p-^xq     xp-\-  2yq     {a?  —  y)p  +  xyq. 

Wir  sind  nun  zu  Ende  mit  der  Bestimmung  aller  imprimitiven 
Gruppen  der  Ebene.  Unter  den  gefundenen  Typen  kommen  allerdings 
überzählige  vor.  Doch  wollen  wir,  ehe  wir  auf  diesen  Punkt  eingehen, 
das  zweite  Problem  in  Angriff  nehmen,  alle  primitiven  Gruppen  der 
Ebene  zu  bestimmen. 
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Kapitel  14 

Bestimmung  der  primitiven  Gruppen  und  Classification  aller  endlichen 

Gruppen  der  Ebene. 

Um  die  primitiven  endlichen  Gruppen  der  Ebene  zu  bestimmen, 
schlagen  wir  einen  vs^esentlich  anderen  Weg  ein  als  zur  Bestimmung 
der  imprimitiven.  Wir  machen  dabei  Gebrauch  von  ähnlichen  Reihen- 
entwickelungen der  infinitesimalen  Transformationen  wie  in  §  4  des 
12.  Kapitels  bei  den  Gruppen  der  Geraden,  und  besonders  benutzen 
wir  die  Transformationen,  welche  die  Richtungen  durch  einen  fest- 
gehaltenen Punkt  bei  der  gesuchten  Gruppe  erfahren.  Dadurch  ge- 
lingt es,  das  Problem  in  drei  einzelne  zu  teilen,  deren  Behandlung 
keine  besonderen  Schwierigkeiten  macht.  Die  in  §  3  des  12.  Kapitels 
aufgestellte  specielle  Jacobi'sche  Identität  wird  hierbei  öfters  verwertet. 

Schliesslich  stellen  wir  alle  endlichen  continuierlichen  Gruppen 
der  Ebene  mit  paarweis  inversen  Transformationen  in  einer  Tafel  zu- 
sammen, indem  wir  sie  in  geeigneter  Weise  einteilen. 

§  1.     Transformation  der  Linienelemente  durch  einen 
festgehaltenen  Punkt. 

Zunächst  haben  wir  einige  Betrachtungen  anzustellen,  die  nicht 
nur  für  die  primitiven,  sondern  auch  für  die  imprimitiven  Gruppen 
gültig  sind.  Wir  ziehen  es  daher  vor,  bis  auf  weiteres  überhaupt  von 
einer  beliebigen  r-gliedrigen  Gruppe  U^f .  .  Urf  der  Ebene  zu  sprechen. 
Festhalten  Eine  r-glicdrige  Gruppe  der  Ebene  enthält  eine  Schar  von  Trans- 


eines 


Punktes   formationen,  die  einen  beliebig  aber  bestimmt  gewählten  Punkt  (a;^,  y^) 

bei  einer  '  °  °  \      7  ^  J 

Gruppe,  in  Ruhe  lassen.  Natürlich  bilden  alle  diese  Transformationen  für  sich 
eine  Gruppe,  da  auch  die  Aufeinanderfolge  zweier  dieser  Transforma- 
tionen den  Punkt  {x^,  y^)  in  Ruhe  lässt  und  daher  einer  Transforma- 
tion eben  dieser  Schar  äquivalent  ist.  Auch  ist  klar,  dass  diese 
Gruppe  zu  jeder  ihrer  Transformationen  die  inverse  enthält. 

Ist  die  r-gliedrige  Gruppe  transitiv,  so  lassen  sich  ihre  Gleichungen 
nach  Satz  1,  §  1  des  8.  Kap.,  nach  zweien  ihrer  Parameter  auflösen; 
wenn  man  in  diesen  aufgelösten  Gleichungen  die  ursprünglichen  und 
die  neuen  Veränderlichen  gleich  x^,  y^  setzt,  so  erhält  man  also  für 
jene  zwei  Parameter  bestimmte  von  den  übrigen  r  —  2  Parametern  ab- 
hängige Werte.  In  einer  transitiven  Gruppe  lassen  also  gerade  oo'"— ^ 
Transformationen  einen  bestimmten  Punkt  allgemeiner  Lage  (a;"^,  y^) 
in  Ruhe. 
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Ist  die  r-gliedrige  Gruppe  intransitiv,  [so  hat  sie  eine  Invariante 
Sl{x,  y)  nach  Satz  2,  §  1  des  8.  Kap.,  und  ist  nach  nur  einem  der 
Parameter  auflösbar.     Daher  lässt  sie  sich  so  schreiben: 

^{^u  Vi)  =  ^(^,  y),   «1  =  ^(^iJ  yiy  ^;  y^  «2  •  •  «r), 

wenn  a^  .  .  ür  ihre  Parameter  sind.  Setzt  man  hierin  x  =  x^  =  x^, 
y  =  y^  =  y^^  so  wird  die  erste  Gleichung  identisch  erfüllt,  während 
die  zweite  a^  als  Function  der  übrigen  r  —  1  Parameter  bestimmt. 
In  einer  intransitiven  Gruppe  lassen  also  gerade  oo'— ^  Transforma- 
tionen einen  bestimmten  Punkt  allgemeiner  Lage  (aP,  y^)  in  Ruhe. 

Satz  1:  In  einer  r-gliedrigen  Gruppe  der  Ebene  gieht  es  gerade 
oo'"— 2  hez.  cx)*""^  Transformationen,  die  einen  bestimmt  gewählten  Punkt 
allgemeiner  Lage  in  Ruhe  lassen,  je  nachdem  die  Gruppe  transitiv  oder 
intransitiv  ist.  Diese  Transformationen  bilden  für  sich  eine  Gruppe  mit 
paarweis  inversen  Transformationen. 

Durch  die  Bezeichnung  des  Punktes  (x^,  y^)  als  Punkt  allgemeiner 
Lage  werden  gewisse  singulare  Punkte  ausgeschlossen,  die  bei  mehr 
als  diesen  Transformationen  invariant  bleiben.  Bei  einer  Gruppe  kann 
es  z.  B.  sehr  wohl  gewisse  Punkte  geben,  die  bei  allen  Transforma- 
tionen der  Gruppe  in  Ruhe  bleiben.  Solche  Punkte  sollen  aber  bei 
der  Wahl  des  Punktes  (x^,  y^)  ausgeschlossen  werden. 

Insbesondere  kann  man,  ausgehend  von  den  infinitesimalen  Trans-  Inf  Transf. 
formationen  Uif.  .  .  TJrf  der  r-gliedrigen  Gruppe,  die  (r  —  2)-gliedrige  die  einen  ' 
bez.   (r — l)-gliedrige   continuierliche   Untergruppe   mit    paarweis    in-  invariant 
Versen  Transformationen  construieren,  bei  der  ein  Punkt  allgemeiner, 
aber  bestimmter  Lage  {x^,  y^)  invariant  ist.    Man  hat  zu  dem  Zwecke, 
wenn 

üif=  li{x,  y)p  +  'rii{x,  y)q 

(i  =  l,  2..r) 
ist,  die  Constanten  e^  . .  Cr  den  beiden  Bedingungen  zu  unterwerfen : 

r  r 

1  1 

Alsdann  lassen  alle  infinitesimalen  Transformationen  27e,-  üif  den  Punkt 
(aP,  f)  in  Ruhe. 

Unter  ihnen  sind  gerade  r  —  2  von  einander  unabhängige,  wenn 
keine  der  beiden  Bedingungsgleichungen  Folge  der  andern  ist.  Die 
eine  ist  nun  Folge  der  andern,  wenn  —  da  {x^,  y^)  von  allgemeiner 
Lage  sein  soll  —  alle  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix 

Lie,  Continuierlicha  Gruppen.  22 
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^1 

^1 

k 

V2 

Sr 

Vr 

identisch  verschwinden,  d.  h.  wenn  die  Gruppe  intransitiv  ist,  nach 
Satz  5,  §  2  des  8.  Kap. 

Wir  erhalten  also  r  —  2  bez.  r  —  1  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen,  je  nachdem  die  Gruppe  transitiv  oder 
intransitiv  ist. 

Beihenent-  Denken   wir   uns   nun   alle   infinitesimalen   Transformationen    der 

Wickelung 

Transform  ^''glic^rigen  Gruppe  nach  Potenzen  von  x  —  x^  und  y  —  y^  entwickelt, 
was  bei  hinreichend  wenig  von  x^,  y^  abweichenden  Werten  von  x,  y 
geschehen  darf,  so  haben  sie  zunächst  allgemein  die  Form : 

(a  +  b(x  —  x"")  +  c(y  —  y"")  +  d{x  —  x^  -\ )p  + 

+  («  +  ß{x  -  x')  +  y{y  -  y^)  +  d{x  -  x^  +  •  •  •  •)q. 

Der  Punkt  (af',  y^)  bleibt  hierbei  in  Ruhe,  wenn  die  Coefficienten  von 
p  und  q  für  x  ==  x^,  y  =  y^  verschwinden,  wenn  also  a  =  a  =  0  ist. 
Er  bleibt  dagegen  nicht  in  Ruhe,  wenn  wenigstens  einer  der  Coef- 
ficienten a,  a  nicht  Null  ist.  Nach  dem  Obigen  wissen  wir  also,  dass, 
sagen  wir  gerade  q,  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen der  Gruppe  die  Form  haben : 

V,f~  ih(x  -  X')  +  c,{y  -f)+'  )p  +  iß^ix  -  x')  +  niy  -  /)  +  •  •)? 

in  der  die  Glieder  höherer  Ordnung  in  x  —  x^  und  y  —  y'^  nur  an- 
gedeutet sind.  Ausserdem  enthält  die  Gruppe  noch  r  —  9,  also  zwei 
oder  eine,  von  diesen  und  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  von  der  Form  • 

ia-^h{x~  X")  +  c(y  -  /)  +  •  ')p  +  («  +  ß(x  -  x')  -f  viy-f)  +  '  OS; 

in  denen  a  und  a  nicht  beide  Null  sind. 

Wir  wollen  künftig  in  einer  infinitesimalen  Transformation  immer 
nur  die  wirklich  vorkommenden  Glieder  niedrigster  Ordnung  wirklich 
angeben  und  die  höherer  Ordnung  durch  Punkte  andeuten.  Eine 
infinitesimale  Transformation,  in  der  der  niedrigste  Grad,  den  die 
Coefficienten  von  p  und  q  in  x  —  x^,  y  —  y^  haben,  gleich  s  ist,  nennen 
^ter  or^d. '  wir  eine  infinitesimale  Transformation  s*^*"  Ordnung. 

Alsdann  können  wir  sagen  :  Die  Gruppe  enthält  q  infinitesimale 
Transformationen   erster  oder    höherer  Ordnung.     Dieselben    erzeugen 
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in  der  That  für  sich  eine  Gruppe.     Setzen  wir  nämlich  T^nrf  die 

—  einen  Punkt 

Vif=  {hiix  —  a;«)  +  Ci{y  —  y''))p  +  {ßiix  —  a;«)  +  y.(y  —  f))q        iB-ri*nt 

(i  =  l,2..p), 
so  ist 

wenn  die  Glieder  von  zweiter  und  höherer  Ordnung  nur  angedeutet 
werden.     Alsdann  giebt  die  Klammeroperation : 

{fj,)  =  {B,,{x  -  x')  +  Q,{y  -  f))p  +  (B,,(a:  -  x')  +  r,*(i/  -  y')ql 

wo 

Bik  =  ßiCk  —  ßkCi, 

Cik  =  yiCjc  —  ykCi  +  Cihk  —  Ckbi, 
Bik  =  biß,  —  bkßi  +  ßiYk  —  ßkYi, 

r,i  =  Cißk  —  Ckßi 

ist.  Offenbar  drücken  sich  auch  die  Coefficienten  der  Glieder  erster 
Ordnung  in  {ViVk)  allein  durch  die  Coefficienten  der  Glieder  erster 
Ordnung  in  Vif  und  Vkf  aus,  d.  h.  es  ist: 

(Virk)  =  iVifk)-\--" 

oder  auch 

(1)  ( ViVk)  =  iBa{x  -  x')  +  Ci,{y  -f)  +  -  )p  + 

+  (B^(^  -  X')  +  Tikiy  -  y«)  +  •  •)?• 

Für  X  =  x^,  y  =  y^  sind  nun  die  (Ff F*)  Null,  also  auch  die  {ViVk). 
Mithin  lässt  jeder  Klammerausdruck  (ViVk)  den  Punkt  (a;'^,  y^)  in  Ruhe, 
Daher  ist  er,  da  er  auch  der  r-gliedrigen  Gruppe  angehört,  linear  aus 
Fj/". . .  V^f  allein  ableitbar : 

(2)  {riVk)  =  ^syi,,Vsf 

1 

{i,  Ä  =  1,  2  . .  p). 

Nach  dem  Hauptsatze  ergiebt  sich  hieraus: 

Satz  2:  Alle  infinitesimalen  Transformationen  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  der  Ebene,  die  einen  Punkt  allgemeiner  Läge  in  Ruhe  lassen 
erzeugen  eine  Gruppe.  Diese  Gruppe  ist  (r  —  2)-gliedrig  oder  {r  —  1)- 
gliedrig,  je  nachdem  die  r-gliedrige  Gruppe  transitiv  oder  intransitiv  ist. 

Erweitern  wir  nun  die  infinitesimalen  Transformationen  F,  f. .  .F„/",Erwreiterung 

>■'  (!l^     der  inf. 

indem  wir  die  Transformationen  von  y'oder  -^  mitberücksichtigen.  (Vgl.  ''^'^*°^^""°- 
§  1  des  9.  Kap.)     Wir  erhalten  dadurch  gewisse  infinitesimale  Trans- 

22* 
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(4) 


formationen  Vif.  .  .  V^f  in  x,  y,  y,  für  die  infolge  von  (1)  die  Rela- 
tionen bestehen : 

(3)  {ViVl)  =  ^Yik.V:f 

1 
(i,  Ä;  =  1,  2  .  .  r), 

da  {V-Vk)  =  iViVi)'  ist.  (Siehe  Formel  (3)  in  §  1  des  9.  Kap.)  Bei 
F;/ist: 

öx  =  1^^  =  {h,{x  -  x')  +  Ci{y  —  f)  +  •  •  0^^, 

dy  =  7idt={ßi{x-  x')  +  Ydy-  2/°)  +  •  •  )St, 
also  nach  bekannter  Formel 

^        \dx  "*"  \dy         dx) ^        dy  ^  J 

^  ißi  +  in  -  W-  Ciy'  +  •  •  •)  St. 

Die  nicht  geschriebenen  Glieder  enthalten  x  —  x^  und  y  —  y^  als 
Factoren.  Man  sieht,  dass  sich  die  Coefficienten  der  hingeschriebenen 
Glieder  allein  durch  die  Coefficienten  der  Glieder  erster  Ordnung  in 
Vif  oder  also  durch  die  Coefficienten  in  Vif  ausdrücken. 

Wenn  wir  (ViVk)  um  das  Increment  von  y   erweitern,  so  erhalten 
wir  hiernach  und  nach  (1)  das  Increment: 

^2/'  =  (B.*  +  i^iic  -  Bik)y-  Ci,y'  +  . 
Da  ferner  (ViVk)' ^  (ViVk)  ist,  so  folgt  also: 

{V;Vk)  =  {Bi,(x  -  x')  +  Cik{y  -  f)  + 
^{ßi,{x-x^)-^Vi,{y-f)  + 

+  (B,,  +  iViu  -  Bik)y  —  Ciky''  + 


(5) 


')<!  + 

^  df 


dy 


Hierbei  bedeuten  die   Punkte  in  den  beiden  ersten  fetten  Klammern 


Glieder  zweiter   und  höherer  Ordnung  in  x  —  x^  und  y  —  v°,  in   der 


letzten  Klammer  Glieder  erster  und  höherer  Ordnung  in  diesen  Grössen. 

Die  von  x  —  x^  und  y  —  w°  freien  Factoren  von  ö-^  haben    hiernach 
^        ^  dy 

in  iy'iVk)  nur  solche  Coefficienten,  die  von  den  entsprechenden  Coeffi- 
cienten in  V'if  und  V'kf  allein  abhängen,  da  die  Ba-,  fa-  —  J5,*,  Ca- 
sich  durch  die  /3,-,  yi  —  &,-,  c,-,  ßk,  Yk  —  &*,  Ck  allein  ausdrücken.  Nach 
(3)  und  (5)  kommt  nun: 

{Bik  +  {Vik-Bik)y-Ciky"  + 


(6) 


2:y* 


hy  — 


i-,{ßs  +  (Ys  —  hs)y  —  c,ip  +  •  •  •) 


K 

dy 


Transformation  der  Linienelemente  durch  einen  festgehaltenen  Punkt.     341 

Wir  wollen  nunmehr  nur   die   Transformationen    der    durch   den^f*"/^  ^^^ 

Bichtungen 

Punkt  («",  «/")    gehenden   Richtungen   y    betrachten.     Zu    dem    Zweck  ^"^^^^^^^^^^ 
haben  wir  in   den  Vif  überall  x  =  x^,  y  =  y^  zu    setzen,    sodass    die    Punkte. 
Glieder,  die  x  —  x^  und  y  —  y^  enthalten ,  sämtlich   fortfallen.     Dann 
erkennen  wir,  dass  die  Richtungen  y    durch  den  festgehaltenen  Punkt 
{x^j  lf)  vermöge  der  infinitesimalen  Transformationen 

(7)  w,f={ß,  +  {Yi-h.)y-c,y")l^ 

und  der  aus  ihnen  linear  ableitbaren  unter  einander  vertauscht  werden. 
Die  Klammerausdrücke  der  Wf  nehmen  nach  (5)  die  Form  an : 

{WiW,)  =  (B,,  +  {Va  -  B„)y'-  Q,y')§^, 

während  nach  (6)  die  rechte  Seite  hierin  gleich 

2}Yiu{ß.  +  (y,  —  h,)y  —  c,y^)  ^ 
ist,  sodass  nach  (7)  folgt: 

{i,Tc  =  l,2..r  —  2). 

Diese  Relationen  halben  eine  begrifi'liche  Deutung :  die  Wf  sind 
infinitesimale  Transformationen  der  Veränderlichen  y'  allein.  Ihre 
Klammerausdrücke  sind  nach  der  letzten  Formel  linear  aus  ihnen 
selbst  ableitbar,  die  Wf  erzeugen  mithin  nach  dem  Hauptsatz  für 
Gruppen  der  einfachen  Mannigfaltigkeit  y  (Satz  13  in  §  4  des  12.  Kap.) 
eine  Gruppe  in  y  und  zwar,  wie  die  Form  (7)  der  Wf  lehrt,  eine 
projective  Gruppe  in  y.  Wie  in  §  1  des  11.  Kap.  wollen  wir  unter 
einem  Linienelement  den  Inbegrifi*  eines  Punktes  und  einer  durch  ihn 
gehenden  Geraden  oder,  besser  gesagt,  einer  durch  ihn  gehenden  Rich- 
tung verstehen.  Es  werden  die  Linienelementß  {x'^,  y^,  y)  durch  den 
festgehaltenen  Punkt  {x'^,  y^)  wieder  in  Linienelemente  durch  ihn  über- 
geführt, sodass  y  als  Coordinate  dieser  cx»^  Linienelemente  dienen  kann. 
Man  beachte,  dass  die  Form  der  W^f.  .  .  W^f  nur  von  den  Gliedern 
erster  Ordnung  in  Fj/".  . .  V^f  abhängt.  Diese  Glieder  erster  Ordnung 
nennen  wir  die  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen  erster 
Ordnung: 

f,f=  {l,{x  -  af>)  +  Ci{y  -  f))p  +  {ßi{x  -  x')  +  y,{y  -  f))q. 

Auch  bemerkt  man,  dass  die  Wf  sich  genau  so  combinieren  wie  die 
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Vf,  und  dass  zwischen  diesen  Vf  und  den  Wf  genau  derselbe  Zu- 
sammenhang besteht  wie  zwischen  der  allgemeinen  linearen  homogenen 
Gruppe  der  Ebene  und  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ge- 
raden. (Vgl.  §  4  des  5.  Kap.)  Man  erhält  nämlich  die  Form  der  zu- 
gehörigen Wf  auch  dadurch,  dass  man  nicht  y,  sondern 

«*  —  aj  -  «0 

als  Veränderliche  benutzt.  Es  kommt  dann  aus  jedem  Vif  eine  infini- 
tesimale Transformation 

ißi  +  in  —  ^'^  —  CiU')^, 

also  eine  von  derselben  Form  wie  Wif. 

Wir  sagen: 

Satz  3:  Alle  diejenigen  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Grujope 
der  Ebene,  die  einen  Punkt  (x^,  t/")  invariant  lassen,  transformieren  die 
durch  diesen  Punkt  gehenden  Linienelemente  (x^,  y^,  y)  vermöge  einer  pro- 
jectiven Gruppe  der  einfachen  Mannigfaltigkeit  y. 

Femer  ist  zu  bemerken,  dass  die  W^f. . .  W^f  im  allgemeinen 
nicht  sämtlich  von  einander  unabhängig  sein  werden,  denn  eine  pro- 
jective  Gruppe  der  einfachen  Mannigfaltigkeit  ist  ja  höchstens  drei- 
gliedrig. Es  sind  nach  Theorem  15,  §  2  des  5.  Kap.,  mithin  diese 
Fälle  denkbar : 
Vier  FäUe.  Erstens .'  Die  Gruppe  in  y'  ist  die  allgemeine  dreigliedrige  pro- 
jective  Gruppe.  Dann  bleibt  kein  Linienelement  durch  (a;°,  y'^)  mit 
diesem  Punkte  invariant.  Die  r-gliedrige  Gruppe  kann  dann  offenbar 
auch  keine  Curvenschar  g)(aj°,  «/^)  =  Const.  invariant  lassen,  denn  sonst 
müsste  ja,  wenn  der  Punkt  (ic°,  «/")  festgehalten  wird,  auch  die  Curve 

tp{x,  y)  =  q>{x'',  f) 

der  Schar  invariant  bleiben,  mithin  auch  das  Linienelement,  das  ihre 
Tangente  im  Punkte  (x^,  y^)  bestimmt.  In  diesem  Falle  ist  also  die 
r-gliedrige  Gruppe  sicher  primitiv. 

Zweitens:  Die  Gruppe  in  y  ist  zweigliedrig.  Alsdann  ist  ein 
Linienelement  y  durch  den  Punkt  {x^,  y^)  bei  der  Gruppe  der  Trans- 
formationen, die  {x^,  y^)  in  Ruhe  lassen,  ebenfalls  invariant.  Wir 
werden  bald  sehen,  dass  dann  die  r-gliedrige  Gruppe  eine  und  nur 
eine  Schar  von  oo^  Curven  (p(x,  y)  =  Const.  in  sich  überführt,  sobald 
die  Gruppe  transitiv  ist. 

Drittens:  Die  Gruppe  in  y  ist  eingliedrig.  Mit  (x^,  y^)  bleiben 
dann  ein  oder  zwei  Linienelemente  durch  diesen  Punkt  fest.  In  diesem 
Falle  lässt  die  r-gliedrige  Gruppe,  wie  wir  erkennen  werden,  gerade 
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eine  bez.  zwei  Scharen  <p(x,  y)  =  Const.  invariant,  sobald  sie  tran- 
sitiv ist. 

Viertens:  Die  Gruppe  in  y  ist  nullgliedrig,  d.  h.  alle  Linien- 
elemente durch  den  Punkt  {jf^,  y^)  bleiben  mit  ihm  in  Ruhe.  In  diesem 
Falle  werden  wir  zeigen,  dass  die  r-gliedrige  Gruppe,  wenn  sie  tran- 
sitiv ist,  unendlich  viele  Scharen  ^{x,  y)  =  Const.  invariant  lässt. 

Wir  werden  also  nachweisen,  dass  die  r-gliedrige  Gruppe  in  den 
drei  letzten  Fällen  imprimiüv  ist,  sobald  sie  transitiv  ist.  Intransitive 
Gruppen  muss  man  ja  überhaupt  zu  den  imprimitiven  rechnen  (vgl. 
§  3  des  8.  Kap.). 

Der  Beweis  ist  schnell  geführt,  da  er  sich   nicht  wesentlich  von^"^^"*"!^ 

<-'  '  Verknüpfg. 

der  Betrachtung  unterscheidet,  die  in  §  2  des  11.  Kap.  zum  Satz  10  ^o^?"!^* 
führte.  Wo  dort  das  Wort  Gerade  gebraucht  wurde,  ist  hier  nur  das  eiement. 
Wort  Richtung  zu  benutzen.  In  jedem  unserer  drei  letzten  Fälle  giebt 
es  ja  mindestens  eine  Richtung  durch  den  Punkt  p^  oder  (a;^,  y^j, 
die  in  Ruhe  bleibt,  sobald  p^  festgehalten  wird.  Da  die  r-gliedrige 
Gruppe  auch  die  Linienelemente  unter  einander  transformiert  —  wie 
die  Mitberücksichtigung  der  Transformationen  von  y'  lehrt  — ,  so  sehen 
wir  also :  Es  giebt  in  jenen  Fällen  mindestens  eine  Richtung  g^  durch 
den  Punkt  p^,  für  die 

ist,  sobald  Sq  eine  solche  Transformation  der  r-gliedrigen  Gruppe  ist, 
die  Pq  in  Ruhe  lässt: 

iPo)So  =  (Po)- 
Dies  gilt  entsprechend,  wenn  der  Punkt  Pq  vermöge  einer  Transforma- 
tion T  der  Gruppe  in  einen.  Punkt  2>  übergeführt  wird: 

(Po)T=ip), 
für  die  Richtung  g  durch  p,  für  welche 

(9o)T=ig) 

ist,  und  man  sieht  ein,  dass  alle  T,  die  p^  nach  p  führen,  auch  ^^  in 
g  überführen.  Der  Beweis  ist  genau  so  wie  früher  an  der  angegebenen 
Stelle.  Der  Inbegriff  von  p  und  g  ist  ein  Linienelement  l,  und  wir 
finden  somit  den  Satz : 

Satz  4:  Bleibt  bei  allen  den  Transformationen  einer  Gruppe,  die 
einen  bestimmten  Tunkt  p  allgemeiner  Lage  in  Ruhe  lassen,  ein  Linien- 
element l  durch  diesen  Punkt  in  Buhe,  so  ist  mit  allen  Punkten  p,  in 
die  p  bei  der  Gruppe  übergehen  kann,  ein  Linienelement  l'  invariant  ver- 
knüpft, d.  h.  jede  Tramformation  der  Gruppe,  die  p  in  p  überführt, 
bringt  l  nach  l' ;  jede,  die  p   in  Buhe  lässt,  lässt  auch  V  in  Buhe. 
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e^*t^™ns  ^^^  ^^^  ^^^  Gruppe  transitiv,  so  kann  p  in  alle  Punkte  p   über- 

Gruppe.  geführt  werden  —  wenigstens  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches.  Wir 

erhalten  dann  in  allen  diesen  Punkten  p'  je  ein  Linienelement  T,  und 

offenbar  führt  jede  Transformation  der  Gruppe  die  Schar  dieser  oo^ 

Linienelemente  in  sich  über.     Denn  ist 

und 

{p)Ta^(p"),(l)Ta^{n 

wenn  l"  das  mit  p"  invariant  verknüpfte  Linienelement  bedeutet,  so 
ist  wegen  (p)  =  (p)  Ta  auch : 

und  also  nach  Satz  4,  da  TaTc  einer  Transformation  der  Gruppe 
äquivalent  ist: 

{l)TaTo={l"\ 

d.h.,  da  (Z)ra  =  (0  ist: 
Invariante  Dicsc  Invariante  Schar  von  Linienelementen  wird  dargestellt  durch 

Differential-  ° 

gieichung  eine  Gleichung  von  der  Form 

1.  Ordnung.  ° 

y  =  (o{x,  y), 

die  jedesmal  das  zu  einem  Punkte  (a;,  y)  gehörige  Linienelement 
(x,  y,  y)  giebt.  Es  ist  dies  aber  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  mit  oo^  Integralcurven.  Mithin  lässt  die  Gruppe  die  Schar 
dieser  oo^  Integralcurven,  die  von  jenen  oo^  Linienelementen  eingehüllt 
werden,  invariant. 

Sind  mit  p  mehrere  Linienelemente  invariant  verknüpft,  so  führt 

jedes  zu  einer  invarianten  Schar  von  oo^  Linienelementen,  indem  man 

Anzahl  inv.  auf  iedes   alle  Transformationen   der  Gruppe   ausübt.     Demnach   lässt 

Scharen  "^  ^  ,  .  . 

v.ooicurrea.die  Gruppc  in  dem  dritten  der  obigen  Fälle  gerade  eine  bez.  zwei  und 
im  vierten  sogar  unendlich  viele  Scharen  von  oo^  Curven  in  Ruhe. 
Im  zweiten  Falle  dagegen  existiert  nur  eine  Schar.  Denn  es  ist  ein- 
leuchtend, dass  umgekehrt  jede  invariante  Schar  von  oo^  Curven  mit 
jedem  Punkte  ein  Linienelement  invariant  verknüpft. 

Mithin  ist  die  r-gliedrige  Gruppe  im  zweiten,  dritten  und  vierten 
Falle  imprimitiv.     Daher  folgt: 

Satz  5 :  Bei  allen  denjenigen  Transformationen  einer  pimitiven 
r-gliedrigen  Gruppe  der  Ebene,  welche  einen  Punkt  (aP,  y^)  allgemeiner 
Lage  invariant  lassen,  werden  die  durch  diesen  Punkt  gehenden  Linien- 
elemente (x^,  y^^  y)  vermöge  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  ein- 
fachen  Mannigfaltigkeit  y    transformiert.     Ist  dagegen   die    r-gliedrige 
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Gruppe  imprimitiv,  so  ist  diese  prqjective  Gruppe  in  y  höchstens  zwei- 
gliedrig. 

Oder  kürzer: 

Satz  6 :  Eine  Gruppe  der  Ebene  ist  dann  und  nur  dann  primitiv, 
wenn  sie  die  Linienelemente  durch  einen  festgehaltenen  Punkt  allgemeiner 
Lage  gerade  dreigliedrig  transformiert. 

Und  ausserdem : 

Satz  7:  Es  gieht  gerade  so  viele  Scharen  von  oo^  Curven  q>(x,  y) 
=  Const,  die  hei  einer  transitiven  Gruppe  invariant  bleiben,  als  es  bei 
der  Gruppe  mit  einem  Funkte  allgemeiner  Lage  invariant  verbundene 
Linienelemente  giebt. 


§  2.     Ansatz   zur  Bestimmung  der  primitiven  Gruppen   der  Ebene. 

Wir  werden  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  zur  Be- 
stimmung aller  endlichen  primitiven  Gruppen  der  Ebene  verwerten. 

Ist  die  r-gliedrige  Gruppe,  von  der  im  vorigen  Paragraphen  die 
Rede  war>  primitiv,  so  ist  sie  auch  transitiv,  und  daher  ist  die  damals 
vorgekommene  Zahl  q  =  r  —  2.  Die  Gruppe  enthält  also  gerade  r  —  2 
von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  erster  oder 
höherer  Ordnung,  sowie  zwei  von  nuUter  Ordnung.  Aus  den  beiden 
letzteren  kann  man  durch  lineare  Vereinigung  immer  zwei  von  der 
besonderen  Form  ableiten: 

U,f  =  p-\-'-',     ü,f=q-^"', 

während  also  U^f...  Urf  von  erster  oder  höherer  Ordnung  in  x  —  x^ 
und  y  —  y^  angenommen  werden  können.  Wie  oben,  werden  wir  nur 
die  Glieder  niedrigster  Ordnung  jedesmal  hinschreiben. 

Nun  gilt  der  folgende  Satz,  von  dem  wir  schon  in  §  4  des 
12.  Kapitels  einen  Specialfall  kennen  lernten: 

Satz  8:  Der  Klammerausdruck  aus  einer  infinitesimalen  Trans-  Kiammor- 
formation  fi*^  und  einer  v'^'"  Ordnung  ist  von  der  Ordnung  (i  -\-  v  —  1  inf.  Transf. 
oder  von  höherer  Ordnung.  Ordnung. 

Ist  nämlich  Uf  von  fi**',  Vf  von  v^'  Ordnung,  so  ist  in 

iuv)=üirf)-v(uf) 

das  erste  Glied  U{Vf)  von  der  Ordnung  ft  +  (v  —  1),  da  die  Ordnung 
von  Vf  durch  die  in  ü{Vf)  vorkommende  Differentiation  um  Eins  er- 
niedrigt wird.  Entsprechend  ist  V{TJf)  von  der  Ordnung  v -\- {yL — 1). 
{ZJV)  hat  demnach  auch  die  Ordnung  |*  +  v  —  1  oder  —  wenn  die 
Glieder  dieser  Ordnung  sich  gerade  fortheben  —  eine  höhere  Ordnung. 


346  Kapitel  14,  §  2. 

Wenn  insbesondere  die  infinitesimalen  Transformationen  nullter 
Ordnung 

P-\ ,     Q-i 

mit  einer  von  ji.*®'  Ordnung  üf  combiniert  werden,  so  ist  nach  un- 
serem Satze  die  Ordnung  des  Klammerausdruckes  mindestens  [i  —  1. 
Insbesondere  ist  {p  -\-  •  •,  Uf)  von  höherer  als  (ft  —  1)*®'  Ordnung  nur 
dann,  wenn  in  Uf  die  'Glieder  jit*«'  Ordnung  von  x  frei  sind.  Alsdann 
enthalten  sie  aber  sicher  y,  sobald  nur  ft  >  0  ist.  Mithin  ist  in  diesem 
Falle  (g  -f  •  • ,   Uf)  von  gerade  (ft  —  1)*®''  Ordnung. 

Satz  9 :  Ist  Uf  eine  infinitesimale  Transformation  ft'«''  Ordnimg  und 
ist  ft  >  0,  so  ist  wenigstens  eine  der  beiden  infinitesimalen  Transforma- 
tionen 

(P  +  '-,   üf)     und    (q+',   Uf) 

von  gerade  (ft  —  l)'*''  Ordnung. 

Nehmen  wir  an,  unsere  r-gliedrige  primitive  Gruppe  enthalte  eine 
infinitesimale  Transformation  6*®'"  Ordnung,  in  der  s  >  0  sei,  so  folgt, 
da  die  Gruppe  p  -\-  •  •  und  q  -{-  •  •  enthält,  dass  sie  nach  diesem  Satze 
auch  eine  von  gerade  (s  —  1)*"  Ordnung  enthält.  Ist  s  —  1  >  0,  so 
enthält  sie  ferner  auch  eine  von  gerade  (s  —  2)*®'  Ordnung  u.  s.  w. 
Sie  enthält  also  ausser  den  beiden  von  nullter  Ordnung  sicher  eine 
von  erster,  eine  von  zweiter,  .  .  .  eine  von  s*"  Ordnung.  Diese  s  +  1 
infinitesimalen  Transformationen  sind  offenbar  von  einander  unab- 
hängig.    Da   die    Gruppe    nur   r   von    einander    unabhängige    enthält, 


Maximal-    go    ist 
Ordnung. 


s+l<r, 


also  s  an  eine  endliche  obere  Grenze  gebunden.    Wir  werden  nachher 
sehen,  dass  s  sogar  höchstens  gleich  2  sein  kann. 
AnordnunR  "V^ij.  ordnen  nun  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe 

der  inf.  Trf.  ^  '^^ 

einer  prim.  in  eiuc  Reihe  nach  ihren  Ordnungszahlen:    Zunächst  haben  wir  zwei 

Gruppe.  "^ 

von  nullter  Ordnung  p  -\-  •  ■  und  9'  +  •  •  •  Aus  den  r  —  2  übrigen 
von  erster  oder  höherer  Ordnung  und  den  aus  ihnen  linear  ableitbaren 
wählen  wir  so  viele  wie  möglich  von  einander  unabhängige  von  erster 
Ordnung  aus,  derart  dass  sich  aus  ihnen  keine  von  höherer  Ordnung 
linear  ableiten  lassen.  So  ergeben  sich  gewisse  r^  infinitesimale  Trans- 
formationen erster  Ordnung.  Die  übrigen  r  —  r^  —  2  infinitesimalen 
Transformationen  lassen  sich  dann  durch  passende  additive  Hinzu- 
fügung jener  von  erster  Ordnung  mit  constauten  Coefficienten  sämt- 
lich als  solche  von  zweiter  oder  höherer  Ordnung  darstellen.  Wäre 
dies   nicht  möglich,   so   hätten  wir   eben   nicht   alle  jene   obigen   von 
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erster  Ordnung  schon  abgesondert.  Aus  diesen  r  —  r^  —  2  Trans- 
formationen und  den  aus  ihnen  .linear  ableitbaren,  die  ja  auch  von 
zweiter  oder  höherer  Ordnung  sind,  wählen  wir  so  viele  wie  möglich 
von  einander  unabhängige  von  zweiter  Ordnung  aus,  der  Art,  dass  sich 
aus  ihnen  keine  von  höherer  als  zweiter  Ordnung  linear  ableiten 
lässt,  u.  s.  w.  Dieser  Process  muss  einmal  ein  Ende  haben  bei  ge- 
wissen Transformationen  s*®''  Ordnung,  da  s  an  eine  endliche  obere 
Grenze  gebunden  ist. 

Bei  dieser  Anordnung  erhalten  wir  sicher  gerade  r  von  einander 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe.  Aus  den 
r  —  2  letzten  unter  ihnen  sind  alle  diejenigen  linear  ableitbar,  die  den 
Punkt  {x^y  2/°)  in  Ruhe  lassen  und  eine  (r  —  2)-gliedrige  Untergruppe 
erzeugen. 

Nach  Satz  5  des  vorigen  Paragraphen  müssen  die  Transforma- 
tionen dieser  (r  —  2)-gliedrigen  Untergruppe  die  Liuienelemente  durch 
den  Punkt  [x^^  ff)  gerade  dreigliedrig  transformieren.  Nach  den  im 
Anschluss  an  Satz  3  im  vorigen  Paragraphen  gemachten  Bemerkungen 
kommen  femer  hierbei  nur  die  infinitesimalen  Transformationen  erster 
Ordnung,  insbesondere  von  diesen  nur  die  Glieder  erster  Ordnung  in 
Betracht,  die  wir  als  die  verliürzten  infinitesimalen  Transformationen 
erster  Ordnung  bezeichneten. 

Nun  können  wir  voraussetzen,  dass  der  Anfangspunkt  ein  Punkt 
allgemeiner  Lage  für  die  gesuchte  primitive  Gruppe  ist.  Denn  wäre 
er  das  nicht,  so  könnten  wir  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher 
irgend  einen  anderen  Punkt  in  den  Anfangspunkt  verlegen.  Dabei 
würde  die  Gruppe  nach  Satz  5  in  §  4  des  6.  Kap.  wieder  in  eine  Gruppe 
übergeführt. 

Demnach  dürfen  wir  x^  =  y^  =  0  annehmen.  Alsdann  müssen 
also   die   verkürzten  infinitesimalen  Transformationen    erster   Ordnung  verkürzte 

°      Gruppe. 

die  Linienelemente  durch  den  Anfangspunkt,  folglich  auch  —  da  die 
verkürzten  Transformationen  projectiv,  insbesondere  linear  und  homo- 
gen sind  —  die  Strahlen  durch  den  Anfangspunkt  gerade  dreigliedrig 
transformieren.  Dies  geschieht  aber  nach  §  4  des  5.  Kap.  nur  bei 
der  allgemeinen  und  bei  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  in 
aj,  y.  Somit  liegen  zwei  Möglichkeiten  vor:  Die  infinitesimalen  Trans- 
formationen nullter  und  erster  Ordnung  der  gesuchten  Gruppe  haben 
entweder  die  Form: 

L      i)  +  --,      g  +  -',      Xü  +  "y      OOp  —  yq-j-'-,      yp  +  '-  SLuen' 

oder  die  Form: 

IL    p-{-..^  q^..^  xq-\---,  xp  —  yq-\--',  yp-{-",  xp-j-yq-\-". 
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Hinzu  treten  noch  Transformationen  höherer  Ordnung.  Die  Ordnung 
ist,  wie  wir  sahen,  an  eine  endliclje  obere  Grenze  gebunden.  Wir 
werden  jetzt  sehen,  dass  höchstens  Transformationen  zweiter  Ordnung 
vorkommen. 

Es  sei  nämlich 

^sP  +  Vsg[-\ — 

eine  in  der  Gruppe  enthaltene  infinitesimale  Transformation  von  der 
Maximalordnung  s;  es  sollen  also  auch  1«  und  r^g  gewisse  homogene 
ganze  Functionen  s*°^  Grades  von  x,  y  sein,  die  nicht  beide  ver- 
schwinden. Sei  also,  da  bisher  x  und  y  gleichberechtigt  aufgetreten 
sind,  etwa  1,  eJe  0.  Die  höchste  in  1«  auftretende  Potenz  von  y  sei  die 
Ä;*®  (k  ^  s).  Combinieren  wir  |sj?  -|-  1^«^  +  •  •  •  mit  xq  -{-  •  •  -,  die  ja 
in  der  Gruppe  in  beiden  Fällen  vorkommt,  durch  Klammeroperation, 
so  erhalten  wir  eine  Transformation  der  "Gruppe  von  mindestens 
(s  +  1  —  l)*«"^,  also  s*®'  Ordnung,  nach  Satz  8.  Da  s  die  Maximal- 
ordnung ist,  so  ist  der  Klammerausdruck  gerade  von  s*®'  Ordnung  oder 
aber  Null.     Es  kommt: 


X- 


K— *  ist  in  y  von  (Je  —  l)*®""  Ordnung,  wenn  y  überhaupt  in  |,  auftritt, 

also  Ä;  =f=  0  ist.  Die  Gruppe  enthält  also  hiernach  eine  Transformation 
gter  Ordnung,  in  der  y  in  Coefficienten  s*®'  Ordnung  von  p  nur  in 
(Je  —  1)*®'  Potenz  auftritt.  Denselben  Schluss  können  wir  wiederholen. 
Dadurch  finden  wir  endlich,  dass  die  Gruppe  auch  eine  gewisse  infini- 
tesimale Transformation  s*^'  Ordnung 

enthält,  in  der  1«  e|e  0  und  frei  von  y  ist.  Sie  muss  daher  in  der 
Form  angenommen  werden : 

x'p  +  i?,g  H . 

Klammeroperation  mit  p  -\-  •  '  •,  die  ja  in  beiden  Fällen  zur  Gruppe 
gehört,  giebt  eine  Transformation  von  (s  —  1)*®'  Ordnung : 

sx'-^p  +  ris-iq  H , 

deren  Combination  mit  x*p  -\-  ''^sQ  -h  ' ' '  nach  Satz  8  eine  von  min- 
destens (s  -|-  s  —  1  —  1)*®',  also  (2  s  —  2)**'  Ordnung  liefert,  nämlich 
diese : 

—  sx'^'-^p  -f  iij23-2q  H , 
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die  nicht  identisch  verschwindet.     Nun  aber  ist  s  die  Maximalordnung 
in  der  Gruppe,  daher: 

^5  ^  ^  S;  Maximal- 

alsO  Ordnung 

Satz  10 :  Eine  primitive  Gruppe  der  Ebene  enthält  hei  passende)- 
Wahl  der  Veränderlichen  nur  infinitesimale  Transformationen  nullter, 
erster  und  höchstens  zweiter  Ordnung. 

Enthält    die    Gruppe    wirklich    solche    von    zweiter    Ordnung,    so ^°?; '''™'»*^ 

^/^  o  '  2.  Ordnung. 

dürfen  wir  eine  von  diesen  nach  dem  obigen  in  der  Form  annehmen: 

Fi/"^  x^p  +  {ax^  +  ^^y  +  cy^)^  +  •  •  '• 

Ihre  Combination  mit  xp  —  2/2  +  •  •  •,  die  in  beiden  Fällen  I  und  II 
in  der  Gruppe  vorkommt,  liefert 

V^f^  x^p  +  (Sax^  +  hxy  —  cy^)q  +  •  •  •. 

Folglich  enthält  die  Gruppe  auch  die  aus  V^f  und  Fg/"  linear  ableitbare: 

n/"-  ^{VJ-  rj)  =  (-  ax'  +  cf)q  +  .  • ., 

die  mit  xp  —  yQ  -\-  •  •  combiniert  liefert: 

VJ=(-3ax'-cf)q-\-.^; 

sodass    die    Gruppe    auch    die    aus    V^f  und    V^f   linear    ableitbaren 
enthält : 

ax^q  -\ ,      cy^q  -\ , 

also  auch  die  aus  diesen  und  Fj  f  linear  ableitbare : 

rj^a^p-\-hxyq-] . 

Bilden  wir  ihren  Klammerausdruck  mit  der  in  der  Gruppe  enthaltenen 
yP  "}"  '  ' '}  so  kommt : 

rj=i2-b)xyp-j-by'q-\---; 

und,  wenn  diese  mit  V^f  combiniert  wird: 

(1  _  j)(2  _  b)a^yp  +  Kl  -  ^)^y'^  +  •  •  •• 

Diese  infinitesimale  Transformation  ist  von  dritter  Ordnung.    Weil  die 
Gruppe  nach  Satz  10  keine  von  dritter  Ordnung  enthält,  so  ist  folglich : 

(1  —  6)(2  —  6)  =  0,      &(1  -  &)  =  0, 
daher  &  =  1. 
Jetzt  ist 

rj=  x^p  -]rxyq-\ . 

Dann  wird  auch: 

VJ  =  xyp  +  y\^ . 
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Combination  von  V^f  mit  p  -\-  •  •  -,  die  der  Gruppe  auch  zugehört, 
liefert 

2xp-\-yq-i . 

Da  die  Gruppe  in  beiden  Fällen  xp  —  VQ  •}-  • '  •  enthält,  so  enthält 
sie  folglich  auch  die  aus  den  beiden  letzten  linear  ableitbare 

^p  +  ya-{ , 

d.  h.  es  liegt  gerade  der  Fall  II  vor. 

Wir  haben  also  gefunden : 

Nur  im  Falle  II  können  noch  infinitesimale  Transformationen 
zweiter  Ordnung  auftreten,  nämlich  die  beiden: 

VJ=  x^p  +  xyq-\ ,     VJ=  xyp  ■\- y\ -\ . 

Wir  können  nun  einsehen,  dass  in  diesem  Falle  weiter  keine  in- 
finitesimalen Transformationen  zweiter  Ordnung  vorkommen.  Denn 
käme: 

{Ax^  +  Bxy  +  Cf)p  +  {Dx'  +  Exy  +  Ff)q  +  •  •  • 

vor,  so  könnten  wir  aus  ihr,  aus  F5/"  und  V^f  linear  ableiten: 
Cfp  +  {Bx'  +  Exy  +  Fy^)q  +  •  • ., 

sie  also  durch  diese  ersetzen.  Ihre  Combination  mit  Fg/*  und  V^f 
muss  nach  Satz  8  und  10  Null  ergeben.  Bildet  man  diese  Klammer- 
ausdrücke, so  findet  man,  dass  C,  D,  E,  F  Null  sind,  wie  der  Leser 
selbst  ausrechnen  möge. 

Drei  FäUe.  Nach    allem    Diesen    haben    wir    nunmehr    drei   Fälle    zu    unter- 

scheiden.    Die  Gruppe  enthält  entweder: 

A)  1)  +  •  •,     q  +  '-,    xq-{---,     xp  —  yq -{-■■,    yp  +  " 
und  keine  weiteren,  oder  aber: 

B)2>+",  q  +  '-,  xq  +  '-,  xp  —  yq  +  ",  yp  +  ",  xp-\-yq-^" 
und  keine  weiteren,  oder  endlich: 

C)i)  +  --,     g  +  --,     xq-\---,    xp  —  yq-j---,    yp  +  --, 
xp  +  yq -{-'-,     x^p  -\-  xyq-^  -  •,     xyp  -\-y^q-j-  •- 

und  keine  weiteren  von  diesen  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen, sie  ist  also  5-,  6-  oder  8-gliedrig. 

Wenn  wir  die  durch  Punkte  angedeuteten  Glieder  überall  fort- 
lassen, so  liegen  offenbar  drei  uns  schon  bekannte  Gruppen  vor.  Es 
giebt  folglich  in  der  That  in  jedem  der  drei  Fälle  wenigstens  eine 
primitive  Gruppe.     Im  nächsten  Paragraphen  werden  wir  zeigen,  dass 
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sich  alle  primitiven  Gruppen  durch  Einführung  zweckmässiger  Varia- 
bein gerade  auf  die  so  erhaltenen  Gruppen  zurückführen  lassen. 

Zunächst  aber  hat  sich  ergeben: 

Satz  11:  Es  gi^t  in  der  Ebene  nur  5-,  6-  und  8-gliedrige  primi- 
tive Gruppen. 

§  3.     Bestimmung  der  primitiven  Gruppen. 

Ehe  wir  an  die  Erledigung  der  drei  Fälle  A,  B,  C  gehen,  schicken 
wir  einen  Satz  voraus,  der  dabei  gebraucht  werden  wird: 

Satz  12:     Stehen  zivei  infinitesimale  Transformationen  TJ^f  und  U^f-amMnu. 
der  Ebene  mit  verschiedenen  Fortschreitungsrichtungen  in  der  Beziehung 

so  lässt  sich  die  Gruppe  üif,  U^f  durch  Einführung  passender  Variahein 
auf  die  Form 

P,    a 

bringen*). 

Zunächst  nämlich  lassen  sich  bekanntlich  solche  Veränderliche 
einführen,  dass 

ÜJ  =  p 
wird.     Ist  dann 

ü^f=  ip  +  na, 

so  soll  also  sein: 

sodass  I  und  rj  von  x  frei  sind.  Auch  ist  »^  e[e  0,  da  sonst  Uif  und 
[Jg/"  dieselbe    Fortschreitungsrichtung   hätten.      Wir    können    folglich 

/  —  als  neues  y  einführen.     Dann  wird 

UJ=p,     UJ=(o{y)p  +  q. 

Wenn  wir  schliesslich  x — Jady  als  neues  x  benutzen,  so  kommt,  wie 
gewünscht : 

ÜJ=p,     ü,f=q. 

Eine  zweite  Vorbemerkung  ist  diese:  Eine  infinitesimale  Trans- 
formation Q*^^  Ordnung  bleibt  von  (>**'  Ordnung,  wenn  man  additiv  mit 
Constanten  Coefficienteu  solche  von  höherer  Ordnung  hinzufügt.  Wir 
werden  dies  öfters  in  der  Folge  thun :  Zu  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Gruppe  fügen  wir  öfters  additiv  mit  constanten  Coeffi- 


*)  Vgl.  „Diffgln.  m.  inf.  Trf.",  §  2  des  18.  Kap. 
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cienten  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe  von  höherer  Ord- 
nung hinzu,  wodurch  ja  wieder  Transformationen  hervorgehen,  die  der 
Gruppe  angehören. 

^B^zeichl^*  Endlich  wollen  wir  noch,  um  die  Betrachtungen  übersichtlicher 
nungsweiae.  2u  gestalten,  ciuc  eigenartige  Bezeichnung  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen, von  denen  uns  nur  die  Glieder  niedrigster  Ordnung  be- 
kannt sind,  einführen.  Z.  B.  im  Falle  A  des  vorigen  Paragraphen 
enthält  die  gesuchte  Gruppe  gerade  fünf  infinitesimale  Transforma- 
tionen : 

P  +  --,   a  +  ",   XQ  +  --,   ^p  —  ya  +  -',   yp  +  --- 

Hierin  sind  die  nicht  geschriebenen  und  durch  Punkte  angedeuteten 
Glieder  als  ganz  bestimmte,  uns  freilich  noch  unbekannte  Potenzreihen 
zu  denken.  Wollten  wir  diese  infinitesimalen  Transformationen  etwa 
mit  C/,/".  .  C/s/"  bezeichnen,  so  würde  jede  {UiUk)  niit  einem  ganz  be- 
stimmten Gliede  niederster  Ordnung  beginnen.  Um  dieses  zu  kennen, 
müssten  wir  auf  die  obige  Bedeutung  der  Ui  und  Uk  zurückschauen, 
nämlich  auf  ihre  Anfangsglieder.  Übersichtlicher  ist  es  daher,  die  fünf 
infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  in  dieser  Weise  symbo- 
lisch zu  bezeichnen: 

P,     Q,    XQ,    XP-YQ,     TP. 

Wie  gesagt  sind  diese  Bezeichnungen  rein  symbolisch  zu  verstehen. 
Sie  haben  den  Vorteil,  dass  man  aus  ihnen  sofort  die  Anfangsglieder 
der  Klammerausdrücke  ablesen  kann,  indem  man  X,  Y,  P,  Q  für  den 
Augenblick  als  x,  y,  p,  q  auffasst  und  die  Klammern  berechnet.  So 
giebt  die  dritte  und  vierte  combiniert: 

{XQ,  XP-YQ)  =  -2xq-j--'- 

oder  also,  da  der  Klammerausdruck  der  Gruppe  angehört,  es  aber  in 
der  Gruppe  nur  eine  ganz  bestimmte  mit  xq  beginnende  infinitesi- 
male Transformation  giebt,  nämlich  die  mit  XQ  bezeichnete: 

{XQ,  XP—YQ)  =  -2XQ. 
Combinieren  wir  P  mit  XP —  YQ,  so  kommt: 
{P^XP-YQ)=pJt'--' 
Jede  infinitesimale  Transformation   der  Gruppe  aber,   die    mit  p   be- 
ginnt, hat  offenbar  die  Form: 

P  +  Const.  XQ-^  Const.  {XP  —  YQ)  -f  Const.  YP. 
Es  ergiebt  sich  also,  da  (P,  XP — YQ)  der  Gruppe  angehören  muss: 
(P,  XP—YQ)  =  P-^  Const. XQ-\-  Const. (XP—  YQ)  -f  Const.  YP. 
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Die  Klammerausdrücke  vereinfachen  sich  oft  dadurch,  dass  man 
passende  lineare  Combinationen  der  infinitesimalen  Transformationen 
als  neue  infinitesimale  Transformationen  benutzt,  sowie  dadurch,  dass 
vermöge  der  zwischen  den  Klammerausdrücken  bestehenden  Jacobi'schen 
Identitäten  noch  auftretende  unbekannte  Constanteu  bestimmte  Werte 
erhalten.  Die  Ausführung  dieser  Vereinfachungen  nennen  wir  das  Nor-  Normieren. 
mieren  der  infinitesimalen  Transfortnationen. 

Wir  gehen  nun  zur  Einzelbehandlung  unserer  drei  Fälle  A,  B,  C 
des  vorigen  Paragraphen  über: 

A.  P,     Q,    XQ,    XP~YQ,     YP.  Je^.e 

Gruppe. 

Zunächst  ist,  wie  bemerkt: 

{XQ,  XF—YQ)  =  -2XQ. 
Analog  kommt: 

{XQ,  YP)  =  XP~-  YQ,    {XP—  YQ,  YP)  =  —  2YP. 

Ferner  ist,  wie  bemerkt,  zu  setzen: 

(P,  XP-YQ)  =  P-\-  a,XQ  +  a,{XP  -  YQ)  +  a,  YP. 

^li  ^27  "3  bedeuten  unbekannte  Constanten.  Dasselbe  gilt  von  den 
später  mit  kleinen  griechischen  Buchstaben  bezeichneten.  Dem  gegen- 
über bezeichnen  wir  mit  kleinen  lateinischen  Buchstaben  a^,  «g,  a^  u.  s.  w. 
gewisse  willkürliche  Constanten.     Statt  P  dürfen  wir  offenbar 

P:^P  +  a,XQ  +  a,{XP  -  YQ)  +  a,  YP 
als  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  einführen.     Nun  ist: 
(P,  XP  -  r^)  =  P  +  a,XQ  +  oc,{XP  -  YQ)  +  a,  YP 
—  2a^XQ-\-2a^YP 

=  P^{a,-^a,)XQ  +  {c^  —  a,){XP^YQ)  + 

+  («3  +  «3)  TP. 

Setzen  wir  «1  ==  ^«i,  a^  =  a^,  0^3  =  —  «3,  so  wird 

(P,  XP-YQ)  =  P. 
Von  nun  ab  wollen  wir  unter  P  die  neue  infinitesimale  Transformation 
nuUter  Ordnung  P  verstehen.     Dann  ist  also 

{P,XP-YQ)  =  P. 
Entsprechend  führen  wir  ein  neues  Q  ein,  sodass 

{Q^XP-YQ)  =  -Q 

Lie.  Continmerlieho  Gruppon.  23 


354  Kapitel  14,  §  3. 

wird.  Nun  hat  (P,  YP)  kein  Glied  nullter  Ordnung,  also  ist  zu 
setzen : 

(P,  YP)  =  ß,XQ  +  ß,(XP  -  YQ)  +  ^3  YP' 

Mit  Hülfe  der  in  §  3  des  12.  Kap.  abgeleiteten  Jacobi'schen  Identität 
können  wir  nachweisen,  dass  ßi  =  ß^  =  ß^  =  0  ist.  Bilden  wir  näm- 
lich die  sicher  bestehende  Identität: 

((p,  rp)xp-  YQ)  +  {{YP,  xp-YQ)P)  -f  ((zp-r^,p)rp)=o 

unter  Benutzung  der  obigen  Klammerausdrücke,  so  ergiebt  sich  die 
Bedingung : 

-  2ß,XQ  +  2ß,YP-^ß,XQ  -  3ß,{XP-  YQ)  -  Sß,  YQ  =  0, 

also  ßi  =  ßi  =  ßz  =  0,  sodass  wir  haben : 

(P,  rp)  =  o. 

Entsprechend  kommt: 

{Q,XQ)  =  0. 
Ferner  ist  zunächst: 

(P,  XQ)=Q  +  Y,XQ  +  Y,{XP-YQ)  +  y,YP. 
Die    Identität    zwischen    P,    XQ,   XP  —   YQ    giebt    ohne    weiteres 
j^i  =  ^2  =  7^3  =  ö-     Somit  ist: 

(P,  XQ)  =  Q 
und  analog 

iQ,YP)  =  P 

Schliesslich  ist  noch  (P,  Q)  zu  normieren.  Vorerst  haben  wir  allge- 
mein anzunehmen: 

(PQ)  =  d,P-j-  d,Q  -f  8,XQ  +  8,{XP-  YQ)  +  ^YP. 

Die  Identität  zwischen  P,  Q  und  XP  —  YQ  liefert  d^  =  dg  =  dg  =  0 
und  die  zwischen  P,  ^  und  XQ  noch  d^  =  0,  also: 

(P,  «)  =  0. 

Hiermit  ist  die  Normierung  beendet.  Man  sieht,  dass  die  infini- 
tesimalen Transformationen  der  Gruppe  sich  gerade  so  combinieren 
wie  die  verkürzten  p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp.  Wir  werden  zeigen,  dass 
sie  durch  Einführung  passender  Variabelu  auch  gerade  auf  diese  ver- 
kürzten reduciert  werden  können: 

P  und  Q  haben  die  Formen  p  -\-  •  -,  q  -\-  '  't  ^^so  im  Anfangs- 
punkt und  daher  überhaupt  in  Punkten  allgemeiner  Lage  verschiedene 
Fortschreitungsrichtungen.  Überdies  ist  (P,  ^)  ^  0.  Nach  Satz  12 
lassen  sich  also  neue  Veränderliche  x,  y  derart  einführen,  dass 

P  =  ^,     Q^q 
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wird.  Hier  bedeuten  p  und  q  natürlich  -^  und  ^-  In  a;,  y  habe 
XP—YQ  etwa  die  Form: 

XP-YQ  =  lp-[-m, 
in  der  |  und  ^  gewisse  Functionen  von  S  und  y  bedeuten.    Weil  nun 

{P,XP-YQ)ebP,    {Q,XP-YQ)  =  -Q 
ist,  so  folgt: 

also: 

oder: 

sodass 

XP-YQ  =  {x-^ra)p-^y  +  ß)q 

wird.     Ähnlich  wird 

XQ  =  yp-{-{x+d)q, 
YP=iy+a)p-^xq, 

Weil  die  gesuchte  Gruppe  schon  p  und  q  selbst  enthält,  so  dürfen  die 
mit  Constanten  behafteten  Glieder  p  und  q  in  diesen  letzten  drei  in- 
finitesimalen Transformationen  gestrichen  werden.  Wenn  wir  schliess- 
lich X,  y  mit  X,  y  bezeichnen,  so  kommen  wir  also  in  der  That  zu 
dem  Typus: 


^p-h^q=P, 

^  _- j      M  =  o      —  =  0      ^  = 1 

dx  '      dx  '       dy      '     '      dy 


I  =  a;  -f-  a,     ri  =  —  y  —  ß\ 


p     q     xq     xp~yq    yp 


B.         P,     Q,     XQ,     XP-YQ,     YP,    XP+YQ.  ^^^ 


Bekanntlich  giebt  xp  -\-  yq  mit  xq,  xp  —  yq,  yp  combiniert  stets 
Null.  Also  sind,  da  XP  -\-  YQ  mit  xp  -\-  yq  beginnt,  die  Klammeraus- 
drücke von  XQ,  XP  —  YQ,  YP  mit  XP  -f  YQ  sämtlich  frei  von  Glie- 
dern erster  Ordnung  und  selbstverständlich  frei  von  solchen  nullter 
Ordnung.  Da  sie  der  Gruppe  angehören  müssen,  diese  aber  keine  in- 
finitesimalen Transformationen  höherer  Ordnung  enthält,  so  folgt: 

{XQ,XP+YQ)=0,   {XP-YQ,  XP+YQ)^0,   {YP,XP+YQ)=0. 
Nun  wird  ferner  sein: 

(P,  XPJtYQ)^P-\-oc,J.Q  +  a,(XP—YQ^  +  a,YP+a,{XP+YQ). 

23* 


Gruppe. 
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Benutzen  wir  die  rechte  Seite  als  neues  P,  so  kommt  offenbar  wegen 
der  drei  vorstehenden  Klammerausdrücke 

{P,  XP+YQ)  =  P.  :| 

Entsprechend  dürfen  wir  annehmen 

{Q,  XP-j-YQ)=Q. 

Nun  besteht  die  Identität: 

((P,  rP)XP+  YQ)  +  ({YP,  XP-\-YQ)P)  +  i(XP+YQ,  P)YP)=0. 

Hierin  ist  das  zweite  Glied  identisch  Null  und  das  letzte  gleich 
—  (P,  YP),  während  das  erste  deshalb  verschwindet,  weil  (P,  YP) 
von  erster  Ordnung  ist  und  XP  -{-  YQ  mit  infinitesimalen  Transfor- 
mationen erster  Ordnung  der  Gruppe  combiniert  stets  Null  liefert. 
Somit  kommt: 

(p,  rP)-o, 

und  analog  ist 

{Q,  XQ)^0. 

Ahnlich  kommt,  indem  man  jedesmal  die  Identität  mit  XP  -\-  YQ 
bildet: 

(P,  XQ)  =  Q  u.  s.  w., 

kurz  alle  infinitesimalen  Transformationen  sind  normiert  derart,  dass 
die  auftretenden  zunächst  noch  unbekannten  Constanten  Null  werden. 
Wie  im  Falle  A.  können  wir  solche  Veränderliche  einführen,  dass 
P  und  Q  die  Formen  p  und  q  annehmen.  Aus  (P,  XP  -{-  YQ)  ^ 
P,  {Q,  XP  -{-YQ)=Q  folgt  dann  sofort 

XP-{-YQ  =  ix+  a)p  +  {y^ß)ct. 

Benutzen  wir  nun  x  -\-  a,  y  -{-  ß  als  Veränderliche  x,  y,  so  wird 
mithin : 

P  =  P,      Q  =  a,     XP-^YQ  =  xp  +  yq. 

Wenn  eine  infinitesimale  Transformation  ^p  -\-  rjq  mit  xp  +  yq  com- 
biniert Null  liefert,  so  sind,  wie  man  sofort  sieht,  |  und  rj  homogen 
von  erster  Ordnung  in  x,  y.  Solche  Transformationen  sind  nun  XQ, 
XP  —  YQ  und  YP.  Da  nun  {Q,  XQ)  ~  0  ist,  so  folgt,  dass  in  XQ 
die  Coefficienten  von  p  und  q  frei  von  y,  also  von  der  Form  Const.  x 
sind.  Aus  (P,  XQ)  ^  Q  folgt  dann,  dass  XQ  sich  auf  xq  reduciert. 
Analoges  gilt  von  den  anderen  infinitesimalen  Transformationen.  Somit 
geht  der  Typus  hervor 


p     q     xq     xp  —  yq     yp     xp -\- yq 
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C.    P,  Q,  XQ,  XP-  YQ,  YP,  XP+  YQ,  X'P+  XYQ,  XYP+  Y'Q. 

Da  diese  Gruppe  keine  infinitesimalen  Transformationen  von  höherer 
als  dritter  Ordnung  enthält,  aber  die  Klammerausdrücke  der  Gruppe 
angehören  müssen,  so  folgt  zunächst,  dass  die  Klammerausdrücke  von 
X^P  -\-XYQ  und  XYP-{-Y^Q  mit  einander  und  mit  XQ,  XP  —  YQ, 
YP,  XP -{-  YQ  sämtlich  vollkommen  bestimmt  sind,  da  sie  sich  ge- 
rade so  durch  einander  ausdrücken,  wie  die  von  x'^p-^xyq,  xyp-\-y\ 
mit  einander  und  mit  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp -\- yq.  Dies  Ergebnis 
bleibt  offenbar  bestehen,  wenn  man  zu  den  infinitesimalen  Transfor- 
mationen erster  Ordnung  additiv  mit  constanten  Coefficienten  die  von 
zweiter  Ordnung  hinzufügt.  Da  wir  dies  factisch  thun  werden,  so  ist 
diese  Bemerkung  von  Wichtigkeit.  Wir  haben  jetzt  die  infinitesimalen 
Transformationen  erster  Ordnung  mit  einander  zu  combinieren.  Es  ist 
{XQ,  XP  -\-  YQ)  von  höherer  als  erster  Ordnung,  daher : 

{XQ,  XP  +  YQ)  =  a,{X'P  -f  XYQ)  +  a,{XYP  +  Y^Q). 

Benutzen  wir  anstatt  XQ: 

XQ  =  XQ  +  a,  {X\P  +  XYQ)  +  cc,  {X  YP  +  Y'Q), 

so  wird  

{XQ,  XP-{-YQ)  =  0. 

Wir  nehmen  darum  an,  es  sei  schon: 

{XQ,XP-{-YQ)  =  0, 
entsprechend 

{XP  —  YQ,  XP  +  YQ)  =  0,     {YP,  XP  +  YQ)  =  0. 

Ferner  ist  zunächst : 

{XQ,  XP-YQ)  =  -2XQ  +  ß,{X'P-\-XYQ)  +  ß,{XYP+Y^Q). 

Indem    wir    aber    die    Identität    mit    XP  +  YQ    bilden,    finden    wir 
ßi  =  ßi  =  0,  also 

{XQ,  XP-YQ)=-2XQ, 
entsprechend : 

{YP,  XP  —YQ)  =  2  YP,     {XQ,  YP)  =  XP—  YQ. 

Weiterhin  ist  vorerst: 

(P,  XP-^YQ)  =  P-^y,XQ  +  y,{XP-YQ)  -+-  y^YP  + 
-f  y,{XP  +  YQ)  +  d,{X'P  +  XYQ)  +  d,{XYP  -f  Y'Q). 

Führen  wir 


P=  P  -f  y,XQ  +  y,{XP  -  YQ)  -h  y,YP -\-  y,{XP  -f  YQ)  + 
1 


AcLt- 
gliedrige 
Gruppe. 


+  ^  d,{X'P  +  X  r^)  +  i  d,{XYP  +  Y'Q) 


ein,  so  kommt: 
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(P,  XF-\-Yq)  =  F. 
Daher  nehmen  wir  an,  es  wäre  schon: 

(p,  xp  +  r(2)  =  p 

und  analog: 

{Q,  XP  -]-YQ)eeQ. 

Ferner  ist  zunächst: 

(P,  X^P+  XYQ)  -  I  (XPH-  YQ)  +  1  (XP-  YQ)  + 
+  s,(X'P  +  XYQ)  +  5,(XrP  +  Y'Q). 
Aber  die  Identität  mit  X  P  +  iF^  giebt  g^  =  «g  =  0,  also : 

(p,  x^p  +  xr^)  =  |(xp+r0+|(xp-r0. 

Ebenso  lassen  sich  alle  übrigen  Klammerausdrücke  mit  Hülfe  der 
Identität  mit  XP  +  YQ  sofort  derart  bestimmen,  dass  sie  sich  gerade 
so  durch  die  P,  Q,  XQ  u.  s.  w.  ausdrücken  wie  die  Klammerausdrücke 
der  Pf  q,  xq  u.  s.  w.  durch  diese. 

Durch  Einführung  passender  Variabein  lassen  sich  nun  wie  im 
Falle  B.  die  infinitesimalen  Transformationen  nullter  und  erster  Ord- 
nung auf  die  verkürzte  Form  bringen: 

p    q    xq    xp  —  yq    yp     xp  +  yq. 
Ist  nun 

x^p  +  xr^  =  l{x,  y)p  +  n{x,  y)q, 

so  folgt  aus 

(p,  X2p  +  xrg)-|(xp+r0  +  |(xp-r^), 

iQ,X'P  +  XYQ)  =  XQ 
sofort : 

^p+^q  =  ^{xp  +  yq)-\-^{xp-  yq), 


d.h. 
sodass 


|i  =  2^,    p  =  y,     |i  =  0,    p. 
ox  '     ox        ^'     oy  '     dy 

l  =  x^  +  a,     fj^xy  -{-  ß 


zu  setzen  wäre.  Weil  aber  p  und  q  als  selbständige  infinitesimale 
Transformationen  in  der  Gruppe  auftreten,  so  dürfen  die  Constanten 
a  und  ß  gestrichen  werden,  sodass 
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X^P  +  XYQ  =  x^p  +  xyq 
wird.     Analog  kommt 

XYQ-{-Y'Q  =  xyq  +  y% 
Also  erhalten  wir  den  Typus: 


p    q     xq    xp  —  yq     yp     xp-^yq    x^p  +  xyq    xyp-\-y^q 


die  allgemeine  projective  Gruppe. 

Hiermit  ist  die  Bestimmung  der  primitiven  Gruppen  der  Ebene 
beendet.  Hervorgehoben  sei,  dass  in  den  beiden  letzten  Fällen  die  Nor- 
mierung deshalb  verhältnismässig  kurz  ist,  weil  die  Gruppe  in  diesen 

Fällen  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form  xp-\-yq-\ 

enthält.     Bei   der   Bestimmung    aller   primitiven   Gruppen    im    Baume 
{x,  y,  z\  mit  der  wir  uns  nicht  beschäftigen  werden,  sind  ganz  analog 

die  Fälle  besonders  bequem,   in  denen  xp  -\-  yq-{-  er  -\-  •  •  -  \r^~) 

auftritt.     Auch   ein  anderes  Ergebnis  lässt  sich   auf  den  Raum  über- 
tragen:   Die   Maximalzahl  der   Ordnung  der  infinitesimalen   Transfor- 
mationen einer  primitiven  Gruppe  ist  höchstens  zwei. 
Hier  wollen  wir  nur  noch  den  Satz  aussprechen : 
Satz  13 :     Jede  primitive  Gruppe  der  Ebene  Jcann  durch  Einführung 
passender  Veränderlicher  in  eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden. 

%  4.     Tafel  aller  endlichen  oontinuierliolien  Gruppen  der  Ebene 
mit  paarweis  inversen  Transformationen. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  drei  Typen  von  primitiven 
Gruppen  sämtlich  wesentlich  sind.  Nicht  so  einfach  ist  die  Frage 
nach  überflüssigen  Gruppen  bei  den  früher  berechneten  Typen  der 
imprimitiven  Gruppen  zu  beantworten.  Um  zu  entscheiden,  ob  sich 
unter  ihnen  überzählige  befinden,  wird  man  sie  zunächst  in  Klassen 
einteilen  derart,  dass  man  von  vornherein  weiss,  dass  Gruppen,  die 
verschiedenen  Klassen  angehören,  auch  nicht  durch  eine  Transforma- 
tion in  einander  übergeführt  werden  können.  Als  Einteilungsprincip 
bietet  sich  da  naturgemäss  die  Feststellung  der  Anzahl  invarianter 
Curvenscharen  g)(x,  y)  =  Const.  dar.  In  §  3  des  8.  Kap.  haben  wir 
eine  Anleitung  zu  ihrer  Bestimmung  gegeben.  Hat  man  hiernach  die 
Typen  in  einzelne  Klassen  untergebracht,  so  fragt  es  sich,  ob  Gruppen, 
die  derselben  Klasse  angehören,  in  einander  überführbar  sind.  Als 
Hülfsmittel    bei   der  Entscheidung   dieser   Frage   bieten   sich  mehrere 


360 


Kapitel  14,  §  4. 


dar:  Die  beiden  betrachteten  Gruppen  könnten  höchstens  dann  auf 
einander  reducibel  sein,  wenn  sie  gleiche  Gliederzahl  haben  und  so 
geschrieben  werden  können,  dass  ihre  Zusammensetzung  dieselbe  ist; 
auch  müssten  die  bei  der  einen  invarianten  Curvenscharen  in  die  bei 
der  anderen  invarianten  Curvenscharen  überführbar  sein. 

Benutzt  man  diese  Gesichtspunkte,  so  findet  man,  dass  einige 
wenige  Gruppen  von  geringer  Gliederzahl  mehrfach  aufgetreten  sind, 
wie  z.  B.  die  Gruppe  q,  yq,  y^q,  die  in  §  2  des  13.  Kap.  gefunden 
wurde,  aber  in  §  5  in  der  Form  p,  xp,  x^p  wiederkehrt.  Wir  werden 
jedoch  auf  diese  Untersuchung  nicht  eingehen.  Auch  die  Frage,  ob 
die  in  einzelnen  Gruppen  vorkommenden  allgemeinen  Constanten  noch 
näher  bestimmt  werden  können,  werden  wir  nicht  behandeln.  Es  wird 
genügen,  wenn  wir  in  folgender  Tabelle  alle  nicht  überzähligen  Typen 
zusammenstellen.  Die  in  ihnen  auftretenden  Constanten  lassen  sich 
nicht  weiter  specialisieren.  Einige  der  Gruppen  sind  in  wenig  abge- 
änderter Form  wiedergegeben.  Wie  man  zu  den  modificierten  Formen 
gelangt,  wird  in  jedem  Fall  einleuchtend  sein. 


I.    Gruppen  mit  heiner  invarianten  Schar  von  <x>^  Curven, 
d.  h,  primitive  Gruppen. 


p    q    xq     xp  —  yq    yp     xp-j-yq    x^p-\-xyq    xyp-^y^q 


p    q    xq    xp^yq    yp    xp  +  yq 


p     q    xq    xp  —  yq    yp 


II.    Gruppen  mit  nur  einer  invarianten  Schar  von  oo^  Curven. 


q     (P2ix)q     <P3(x)q 

r  >  1 


^>r{x)q 


q     (P2ix)q     •  •  •     <pr-iix)q     yq 

r  >i 


6«-^"^     xe^'^'^q     . 

.  .     a;^*g«A«^    p 

Ä=l,2--m,     at  =  Con8t., 

2Qk-\-m=^r—l, 

r>2 
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e^'^'q     xe^^     ■  •  • 

^?A:g«fc^^       yq       p 

k= 

1,2  -m,     afc  =  Const., 

2JQk  +  m=r-2, 

r>3 

q     xq     x^q      •  •     x''~^q    p     ^P  -\-  ciyq 

r  >  3 


q     xq     x^q     ■  •     x^'—^q    p     ^P -{- {{^' —  2)y -{- x'^—^)q 

r  >  2 


q    xq     x^q     •  •     x''~^q    yq    p    xp 


q     xq     x^q    ••    x''—^q    p     2xp-\-(r—A)yq    x^p -]-(r  — 4)xyq 


yq    p    xp    x^p-\-xyq 


q     xq     x^q     •  •     x*'~^q    yq    p    xp     x^p  +  (r  —  b)xyq 

r  >  5 


p    2xp  +  yq    x^p  -\-  xyq 


III.    Gruppen  mit  zwei  invarianten  Scharen  von  oo^  Curven. 


Q  ya 


a   ya  y  a 


a    yg.  p 


q     yq     y'q    p 


q    p    xp-\r  ayq 


q    yq    p     xp 


Q.  yo.  y  a  p   ^p 


Q.   yo.   y^Q.  p   ^p   ^p    '    \  p-\-Q.  ^p-Vyg  ^^p  +  y^o. 


IV.   Gruppen  mit  oo^  invarianten  Scharen  von  oo^  Curven. 


q     xp  +  yq    \      \     q     p 


q    p     xp-\-yq 
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V.   Gruppen  mit  oo*  invarianten  Scharen  von  oo^  Curven. 


Bei  den  unter  II  genannten  Gruppen  ist  x  =  Consi  die  invariante 
Schar  von  oo*  Curven,  bei  den  unter  III  genannten  Gruppen  sind  es 
die  beiden  Scharen  x  =  Const.  und  y  ==  Const.,  bei  denen  unter  IV 
alle  Scharen  von  der  Form  ax  -\-  hy  =  Const.,  endlich  bei  der  Gruppe 
unter  V  bleibt  jede  Schar  (p(x)  +  ^(2/)  =  Const.  invariant. 

Anwendungen  der  hier  gefundenen  Gruppen  werden  wir  weiter 
unten  geben. 


ZWEITER  ABSCHNITT. 


Abteilung  lY. 
Die  grundlegenden  Sätze  der  Gruppentheorie. 

Die  gegenwärtige  vierte  Abteilung  soll  der  Begründung  der  wich- 
tigsten Sätze  der  Gruppentheorie  in  beliebig  vielen  Veränderlichen  gewidmet 
sein.  Wir  setzen  dabei  voraus,  dass  dem  Leser  die  Theorie  der  voll- 
ständigen Systeme  von  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  be- 
kannt und  die  Anstellung  allgemeiner  rechnerischer  Betrachtungen  in 
n  Veränderlichen  geläufig  sei. 

Im  ersten  Kapitel  dieser  Abteilung  werden  die  drei  sogenannten 
Fundamentalsätze  bewiesen  werden.  Diese  Beweise  unterscheiden  sich 
nur  in  der  Redaction  von  den  im  Lehrbuch  der  Theorie  der  Trans- 
formationsgruppen*) gegebenen.  Wir  werden  nur  im  Texte  alle  syn- 
thetischen Betrachtungen  streichen,  die  streng  genommen  überflüssig 
sind,  und  gehen  also  rein  analytisch  vor.  Da  aber  diese  synthetischen 
Überlegungen  den  Gedankengang  klarer  hervortreten  lassen,  so  geben 
wir  sie  in  kleinerem  Druck  derart,  dass  sie  ebensowohl  mitgenommen 
als  auch  übersprungen  werden  können. 

Alsdann  werden  wir  die  Begriffe  „Transitivität"  und  „invariantes 
Gleichungensystem"  einführen,  an  die  Fundamentalsätze  Folgerungen  in 
Betreff  der  UberführbarJceit  von  Gruppen  in  einander  durch  Änderung 
der  Veränderlichen  knüpfen,  sowie  den  Begriff  „adjungierte  Gruppe"  be- 
sprechen. 

Wir  wollen  endlich  noch  ausdrücklich  hervorheben,  dass  die  jetzige 
Abteilung  überhaupt  zur  Einführung  in  die  allgemeine  Theorie  der 
Transformationsgruppen  benutzt  werden  kann. 


*)Sophus  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen,  I.  u.  II.  Abschnitt 
bearb.  unter  Mitwirkung  von  F.  Engel.  Leipzig  1888  u.  1890.  Insbesondere 
Kapitel  2,  4,  9,  17  des  I.  Abschnittes  und  Kapitel  17  des  11.  Abschnittes. 
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Kapitel  15. 
Beweis  der  drei  Fnndaiuentalsätze. 

Unter  den  grundlegenden  Sätzen  der  Gruppentheorie  giebt  es  drei, 
die  eine  ausgezeichnete  Stellung  einnehmen*).  Der  erste  handelt  von 
definierenden  Differentialgleichungen  einer  Gruppe^  der  zweite  ist  das 
Theorem  über  die  Klammerausdrücke  (JJiUk)  ^  SCikiUsf,  das  wir 
früher  als  den  Hauptsatz  bezeichneten,  und  der  dritte  bezieht  sich  auf 
die  Relationen,  die  zwischen  den  Zusammensetzungsconstanten  Ca» 
bestehen. 

Diese  Sätze  sollen  hier  in  n  Veränderlichen  bewiesen  werden. 
Dabei  bedarf  es  zunächst  der  Definition  der  endlichen  continuierlichen 
Gruppen  in  n  Veränderlichen. 

§  1.     Gruppe  in  n  Veränderlichen. 
Die  n  Gleichungen 

xl  =  fi{x^,  x^ . .  Xn)      («=1,  2..w) 

Tranifor-  bestimmen  eine  Transformation  der  n  Veränderlichen  x..  x^.  .  Xn  in  die 
w  Veränderlichen  x-^  ,  x^..Xn,  wenn  sie  auch  nach  den  ersteren  auf- 
lösbar sind,  wenn  also  ihre  Functionaldeterminante 

i,  h  ==  1,  2  .  .n 
nicht  identisch  verschwindet. 


*)  Lie  stellte  diese  Sätze  in  den  Jahren  1874 — 76  auf  und  gab  in  den  Jahren 
1876 — 78  die  ersten  Beweise  derselben.  Diese  Beweise  verbesserte  er  in  den 
Jahren  1888—89  in  einigen  Punkten.  In  zwei  Abhandlungen  in  den  Mathem. 
Annalen,  Bd.  35  und  38,  hat  neuerdings  Herr  Schur  neue  Beweise  für  die  Fun- 
damentalsätze  der  Gruppentheorie  erbracht.  Während  es  Lie  in  seinem  oben 
citierten  Werke  vor  allem  darauf  ankam,  nicht  nur  die  Fundamentalsätze  zu  be- 
weisen, sondern  gleichzeitig  dabei  viele  sonstige  wichtige  grnppentheoretische 
Schlüsse  zu  ziehen,  geht  Schur  darauf  aus,  jene  drei  Sätze  möglichst  kurz  auf 
rein  analytischem  Wege  darzuthun.  Die  von  uns  zu  gebende  Darstellung  der 
Lie'schen  Beweise  wird  jedoch  zeigen,  dass  die  ursprünglichen  Lie'schen  Beweise 
an  Kürze  nichts  zu  wünschen  übrig  lassen,  wenn  sie  von  allen  nicht  direct  nötigen 
Nebenbetrachtungen  losgelöst  werden.  Andererseits  aber  sind  die  Lie'schen  Be- 
weise, wie  schon  bemerkt,  nur  die  analytischen  Fassungen  begrifflicher  Be- 
trachtungen, und  hierin  liegt  unseres  Erachtens  ein  Vorzug  dieser  Beweise. 

Wir  werden  nachher  bei  den  einzelnen  Fundamentalsätzen  die  Beweise  mit 
den  von  Schur  gegebenen  in  Vergleich  stellen. 
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Enthalten  die  Transformationsgleichungen   noch  willkürliche  Con- 
stanten, etwa  die  r  Parameter  a^  . .  ar'. 
(1)  x'i  =  fi{x^  .  .Xn,  (h  ■'  dr)     (*'  =  1,  2  . .  n), 

so  bestimmen  sie  eine  Schar  von  Transformationen.     Diese  Schar  ent-  T*fa"for^ 
hält   gerade   oo''  verschiedene  Transformationen,  wenn   die  Zahl  r  der  Nationen. 
Parameter  nicht  erniedrigt  werden  kann,  mit   anderen  Worten:   wenn 
es  keine  r  —  1  Functionen  %^  . .  Sir— i  von  %  . .  a^  giebt  derart,  dass 
n  Gleichungen 

fi{Xi  ..Xn,    a^..ar)=  Fi{Xi  ..Xn,    Sil  .  .  Slr-l) 

(^=  1,  2..w) 

identisch  für  alle  Werte  von  x^  .  .  Xn,  a^  .  .  ar  erfüllt  werden  können. 

Angenommen  die  Zahl  der  Parameter  lasse  sich  erniedrigen.  Dann 
existieren  solche  r  —  1  Functionen  St^  .  .  5lr— i  von  a^  .  .  a^.  Sie  ge- 
nügen als  Lösungen  f  einer  gewissen  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  von  der  Form 

Xi(«i  "^'•)ö^-{ h  Zr(ai  •  •  a^) ^  =  0, 

1  f 

in  der  Xi  •  .  Xr  nicht  sämtlich  identisch  Null  sind.  Da  diese  Differen- 
tialgleichung natürlich  auch  von  jeder  Function  von  Sl^  .  .  5lr— i  und 
Xi  .  .  Xn  erfüllt  wird  —  denn  x^  .  .  x»  treten  in  ihr  gar  nicht  auf  — ? 
so  wird  sie  auch  von  jeder  der  obigen  Functionen  F^  .  .  F„  befriedigt 
werden,  mithin  auch  von  fy.  .fn- 

Wenn  umgekehrt  f^  .  .fn  eine  partielle  Differentialgleichung  von 
der  obigen  Form  erfüllen,  so  lassen  sie  sich  als  Functionen  von  x^.-Xn 
und  r  —  1  Lösungen  %^  .  .  %r—i  der  Differentialgleichung  darstellen, 
also  in  der  Form  F^  .  .  Fn,  sodass  dann  die  Zahl  r  der  Parameter  auf 
r  —  1  erniedrigt  werden  kann. 

Demnach  folgt: 

Satz  1:     Die  Schar  der  Transformationen 

Xi=  fi{x^  .  .  Xn,  «1  .  .  ar)      («  =  1,  2  .  .  r) 

mit  r  Parametern  a^  .  .ar  besteht  aus  oo'"  verschiedenen  Transformationen 
dann  und  nur  dann,  wenn  es  keine  von  x^  .  .Xn  freie  partielle  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  in  f: 


r 

1 


df 


*  Xk  («1  ..ar)^  =  0 


gieht,  der  die  Functionen  f  .  .fn  sämtlich  genügen. 

Wir   sagen   alsdann,   dass  die  r  Parameter  a,  . .  ar  der  ScJiar  CDwesentiiche 

'■  ^    ^  Parameter. 

sämtlich  wesentlich  seien.     Künftig  setzen  wir  voraus,  dass  in  der  That 
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die  Schar  (1)  c»''  verschiedene  Transformationen  darstelle,  anders  aus- 
gedrückt, dass  alle  r  Parameter  a^  . .  ttr  wesentlich  seien.  (Vgl.  Satz  1, 
§  1  des  6.  Kap.) 

Die  Schar  (1)   von  cx5''  Transformationen  bildet  nun,  sagen   wir, 
Gruppe,    eine  Gruppe,  wenn  stets  die  Aufeinanderfolge  zweier  Transformationen 
der   Schar    einer    einzigen    Transformation    der    Schar    äquivalent  ist, 
wenn  also  die  Elimination  der  Zwischenwerte  x^' .  .  x»    aus 

(2)  x;  =  f,(x,..^„a,     aM    (.^j   2..») 

Xi    fi  [X^    .  .  Xn  f    Ol  .  .  Or) ) 

Gleichungen  von  eben  dieser  Form  liefert: 

(3)  x{''=  fi(Xi  ..Xn,  Ci  . .  Cr)      (^  =  1,  2  . .  w), 
in  denen  q  . .  Cr  nur  von  a^  .  .  ür  und  b^  .  .br  abhängen : 

(4)  Ck  =  (pk{ai..ar,  bi  ..br)      (Ä=l,  2..r); 

Functionai  noch  audcrs   ausgesprochen,  wenn  Ftmctionalgleichungen  bestehen  von 

gleichgn.  „ 

der  Jborm 

(5)  fdfix,  a)b)  =  f,ix,  q>{a,  b))     (i  =  1,  2  . .  n), 

in  der  wir  die  Abkürzung  «(w^  .  .  m„,  v^  .  .  Vr)  =  »(m,  v)  durchgehend 
benutzt  haben.  Diese  abkürzende  Angabe  der  Veränderlichen  werden 
wir  öfters  benutzen. 

Ist  nun  die  hiermit  auf  mehrere  Arten  ausgedrückte  Bedingung 
'^oluppl'^'' erfüllt,  so  sagen  wir,  dass  die  Gleichungen  (1)  eine  r-gliedrige  Trans- 
&ndeT\Ui\wu.ß^'>^citionsgruppe  in  n  Veränderlichen  darstellen. 

Liegt  eine  solche  Gruppe  (1)  vor,  so  haben  die  Functionen  q}^.  .g)r 
von  %  . .  ttr,  &i  . .  br  ganz  bestimmte  Formen,   die  eben  durch  das  an- 
gegebene Eliminations verfahren  aus  (2)  hervorgehen.     Wir  behaupten, 
unab-     dass  cp^  .  .  (fr  vou  einander  unabhängige  Functionen  hinsichtlich  bi..br 
der  Func-  siud.     Wir  könucn  nämlich  die  Functionalgleichungen  (5)  wegen  (1) 

tiouen  ip. 

auch  so  schreiben: 

fi(x,  b)  =  fi{x,  (p)     (i  =  l,  2..n) 
und  aus  ihnen  durch  Differentiation  nach  bi  ableiten : 


-2 


8&J  ,^j       dcpj^        dbf 

Durchläuft  l  die  Ziffernreihe  1,  2  . .  r,  so  ergeben  sich  r  Gleichungen, 
die  vermöge  (1)  identisch  bestehen.    Wenn  nun  die  Determinante  der 

-TT-^,  also  die  Punctionaldeterminante  der  op  nach  den  b,  identisch  ver- 
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schwände,  so  würde  es  r  nicht  sämtlich  identisch  verschwindende  Func- 
tionen @i  .  .  ©r  von  «1  .  .  «r,  &i  .  .  &r  geben  —  nämlich  gewisse  Unter- 
determinanten dieser  Functionaldeterminante  —  derart,  dass  unsere  r 
letzten  Gleichungen  mit  ihnen  multipliciert  und  addiert  als  rechte 
Seite  Null  ergäben,  sodass  käme : 

(6)  2  @,(a,  6)^-^  =  0 

1  ' 

und  zwar  für  jeden  Wert  1,  2  ,  .  w  von  i.  Diese  Gleichungen  müssten 
nun  identisch  bestehen  nicht  nur  in  Folge  von  (1),  sondern  schon  an 
sich,  da  die  Grössen  x,  a  und  6  durch  keine  von  den  x  freie  Relation 
gebunden  sind.  Geben  wir  schliesslich  in  (6)  den  «j  .  .  a^  irgend 
welche  bestimmte  Werte,  so  würden  diese  Gleichungen  also  nach 
Satz  (1)  aussagen,  dass  in  den  fi{x,  b)  die  Parameter  \.  .hr  nicht 
sämtlich  wesentlich  wären,  d.  h.  dass  die  Gleichungen 

«."=  fii^i  •  ■  ^n,    \.  .Ir)        (*  =  1,    2  .  .  W) 

weniger  als  oo'"  Transformationen  darstellen.  Dies  aber  ist  ausdrück- 
lich ausgeschlossen  worden.  Mithin  ist  die  gemachte  Annahme  des 
Verschwindens  der  Functionaldeterminante  der  q)  nach  den  h  falsch, 
und  wir  finden: 

Die  r  Functionen  (p^  .  .q)r  sind  von  einander  unabhängig  hinsichtlich 
6,  .  .br. 

§  2.     Der  erste  Fundamentalsatz. 

Die  soeben  besprochenen  Functionen  (p^  .  .  (pr  sind  nach  (4)  die 
Werte  von  q  .  .  c^.  Bis  jetzt  wurden  nur  x^  .  .  Xn,  a,  .  .  «r;  b^  .  .br  als 
die  unabhängig  veränderlichen  Grössen  aufgefasst,  von  denen  x^.,Xnt 
xi'..Xn',  c^  .  .  Cr  vermöge  (2)  und  (4)  abhängen.  Nach  dem  soeben 
Erkannten  lassen  sich  aber  auch  x^  .  .  Xn,  a^  .  .  ar  und  q  .  .  Cr  als  will-  Andere 
kürlich  veränderlich  auffassen,  während  x^' .  .  x^,  Xy" . .  Xn,  b^.  .br  ver-  veränderi. 
möge  der  ersten  Gleichung  (2)  und  vermöge  (3)  und  (4)  von  diesen 
abhängen. 

Diese  neue  Auffassung  wollen  wir  den  folgenden  Betrachtungen  Differentia- 
zu  Grunde  legen.  Alsdann  giebt  die  Differentiation  der  Functional- Functionai- 
gleichungen  (5)  oder 

(5')  fx{x,  b)=fx{x,  c)     (A  ==  1 ,  2  .  .  n) 

nach  ük'. 

Lie,  Continuierliche  Gruppen.  24 
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.^       dx.'         doj^  ~^  ^ 


db, 


dar. 


0 


(k  =  l,  2..r). 
Die  ö-^  lassen    sich    vermöge    (4)    als   Functionen   der   a   und   b   aus- 

drücken,  denn  durch  Diiferentiation  von 

Ca  =  9>A(ai  .  .  ttr,  bi  .  .  br)     {h=  1,  2  .  .  r) 

nach  ttk  folgte 

dcpj,(a,  b)         -^^  d(pr(a,  h)  db,- 


da. 


db, 


dh 


und  hieraus  lassen  sich  die  -^~    ausrechnen,    da    die    Functionaldeter- 


minante 


da, 


db. 


e\=0 


ist.     Denken  wir  uns  diese  berechneten  Werte  in  (7)  substituiert  und 

dx'^ 
darauf  die  Werte  der  ^ —  aus  (7)  berechnet,  was  möglich  ist,  weil  die 

Functionaldeterminante 

dfxix',  b) 
dx'. 


ist,  so  erkennen  wir  das  Bestehen  von  Relationen  von  der  Form 


Differential- 
gleichgn.    /g\ 


dixii 


für  die 
Gruppe. 


i=^%k{a.  h)Oj,{x\  b) 


ii=l,  2  ..n,    l=\,  2  ..r). 

Erteilt  man  hierin  den  x  die  Werte  f{x,  a),  so  enthalten  die  her- 
vorgehenden Gleichungen  nur  die  von  einander  unabhängigen  Grössen 
ic,  a,  b.  Sie  bestehen  daher  identisch,  und  da  ihre  linken  Seiten  nur 
von  den  x  und  a  abhängen,  so  werden  auch  die  speciellen  Gleichungen 

dx'j 


-^=^Wj,ia,b)0j,{x',b) 


(i  =  1,  2.._w,     Ä=  1,  2  ..r), 

in  denen  b^  .  .br  ganz  bestimmt  gewählte  Zahlen  bedeuten,   durch   die 
Substitution  xi^dix,  d)  identisch  erfüllt. 

Die   bei   einer   solchen    bestimmten  Wahl    der    6    hervorgehenden 
Functionen   W  und  (P  wollen  wir  mit  ■^  und   %   bezeichnen,  ohne  die 
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in    ihnen   vorkommenden  Zahlen    bj^.  .hr   weiter    hervorzuheben.      Wir 
können  dann  das  Ergebnis  so  aussprechen: 
Satz  2:     Stellen  die  n  Gleichungen 

Xi'=  fi{x^  .  .Xn,   «1  .  .  ttr)       G  =  1,    2  .  .n) 

eine  r-gliedrige  Gruppe  dar,  so  genügen  x^..Xn,  als  Functionen  von 
Xi  ..Xn,  «1  .  .  «r  betrachtet,  gewissen  Differentialgleichungen  von  der  Form : 

o     r  r 

(9)  ^  =^^jkiai  .  .  ar)^v«. .  Xn'y 

^'         1 

(*  =  1,  2..W,      Ä=  1,  2..r).    ^ 

Die  Determinante  der  i^jk  ist  nun  nicht  identisch  Null,  weil  sonst 
wegen  (9)  n  Relationen  zwischen  den  ^  beständen  von  der  Form 

2  Xk(ai  •  •  «r):^  =  0     (*  =  1,  2  .  .  w), 

1  *: 

in  denen  die  nicht  sämtlich  verschwindenden  x  vom  Index  i  unab- 
hängig wären,  da  sie  gewisse  Unterdeterminanten  der  Determinante 
der  tlfjie  wären.  Nach  Satz  1  des  vorigen  Paragraphen  würden  also 
die  Gleichungen  Xi  =  fi{x,  a)  gegen  unsere  Voraussetzung  weniger  als 
cx)*"  Transformationen  darstellen.     Es  ist  also  die  Determinante: 

Wir  können  somit  die  Gleichungen  (9)  nach  den  Grössen  ^ß  auflösen. 
Dadurch  finden  wir  etwa: 

^  Andere 

^— »  d  x'-  Form  der 

(10)  I,,  (x,'.  .  x:)  =  ^^«,-.(«1  .  .  ar)^  Diflgm. 

(^•=l,  2..W,     j=l,2..r). 

Da  diese  Gleichungen  wieder  in  der  Form  (9)  auflösbar  sind,  so  ist 
auch  die  Determinante 

Es  bestehen  ferner   zwischen  den   '^iix')   keine  n  linearen  homo-     Keine 

n    ^       •  •  r\       nn    •  t  T\  '     Delationen 

genen  Relationen  mit  constanten  Coefficienten  e,  .  .  ßr  von  der  Form     zw.  den  i 

mit  conat. 

e^luix)  +  •  •  •  +  er%n{x)  =  0     (e  =  1,  2  .  .  n),  ^°^'^°'^'^' 

da  sonst  aus  (10)  folgen  würde: 

dx'^ 
h 

24=* 


*  2^  ejccjkia)  g— '  =  0     (i  =  1,  2  .  .  n). 
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Diese  n  Gleichungen  müssten  durch  die  Functionen  xl=fi{x,  a)  iden- 
tisch erfüllt  sein.  Nach  Satz  1  des  vorigen  Paragraphen  ist  dies 
jedoch  mit  der  Voraussetzung,  dass  «j  .  .  «^  sämtlich  wesentlich  seien, 
nur  dann  vereinbar,  wenn  einzeln  jeder  Coefficient  in  den  obigen  n 
Gleichungen  verschwände: 

r 

^ejajkiui  .  .  «r)  =  0     (Ä;  =  1,  2  . .  r). 

Weil  aber  die  Determinante  der  Ujk  nicht  identisch  Null  ist,  so  lassen 
sich  diese  Forderungen  nur  durch  die  Annahme  ßj  =  ßg  =  •  •  =  ^r  =  0 
erfüllen.  In  der  That  ist  also  die  Existenz  obiger  Relationen  unmög- 
lich.    Diese  Bemerkung  wird  später  wichtig  werden. 

Umkehrung.         Wir  gchcu  uunmchr  dazu  über,  den  Satz  (2),    soweit  es  möglich 
ist,  umzukehren,  um  damit  zum  ersten  Fundamentalsatze  zu  gelangen. 

Es  möge  eine  Schar  von  cx)'"  verschiedenen  Transformationen 
(1)  Xi'=  fi(Xi  .  .x„,  «1  .  .  ttr)     (*  =  1,  2  .  .n) 

vorgelegt  sein,  und  es  sei  vorausgesetzt,  dass  diese  Gleichungen  die 
Xi  .  .  Xn  als  Functionen  von  Xy  . .  Xn,  a^  .  .  ttr  derart  definieren,  dass  sie 
identisch  r  •  n  Differentialgleichungen  von  der  Form  (9)  genügen.  Der 
obige  Beweis  für  das  Nichtverschwinden  der  Determinante  der  ij^jk  kann 
—  da  er  ja  die  Gruppeneigenschaft  nicht  benutzt  —  auch  jetzt  auf- 
recht erhalten  werden.  Die  Determinante  der  tl^jk  ist  also  unter  den 
soeben  gemachten  Annahmen  nicht  identisch  Null.  Wir  wissen  daher, 
dass  bei  den  jetzigen  Voraussetzungen  die  Functionen  x^  .  .  x„'  von 
Xj^  .  .  Xny  tti  .  .  ttr  auch  T  •  H  Differentialgleichungen  erfüllen  von  der 
Form 

(10)  ^ji(x;  ..X„')=^k  ajk  («1  .  .  ör)  J^ 

X  * 

(^=l,  2..n,    i=l,  2..r), 

deren  Determinante  |  ajk  \  e|e  0  ist. 

Ausserdem  setzen  wir  noch  voraus,  dass  gewisse  Werte  a,^  .  .  an 
Voraus-    der  Parameter  a,  . .  «„  in  (1)  substituiert  die  identische  Transformation 

getzung  der 

Existenz  x{==  Xi  liefern,  und  dass  die  Determinante  der  a,i(a°)  weder  Null  noch 

der  ident. 

Transform.  ünCndlich    ist. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  können  wir  beweisen,  dass  die 
Schar  (1)  eine  Gruppe   bildet*).     Zum  Beweise  suchen  wir  aus  (10) 

*)  Bei  dem  folgenden  analytischen  Beweis  benutzen  wir  scheinbar  einen 
Kunstgriff.  Die  späteren  in  einer  Note  mitgeteilten  synthetischen  Betrachtungen 
zeigen,  dass  wir  eine  sich  von  selbst  darbietende  Methode  anwenden. 
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die  Form  der  Functionen  x^.-xü  von  a^  .  .  ar  durch  Integration  ab- 
zuleiten. Dazu  empfiehlt  es  sich,  an  Stelle  der  r  Parameter  a^  .  .  ar 
gewisse  neue  Parameter  einzuführen,  um  die  Gleichungen  (10)  mög-  ^^'^e 
liehst  zu  vereinfachen.  Wir  bevrerkstelligen  dies  so:  Es  mögen  A^ . ,  A^ 
irgend  welche  r  bestimmte,  aber  beliebig  gewählte  Constanten  sein. 
Alsdann  setzen  wir  das  simultane  System  an: 

(11)  ~  =^^j<xjk(ai  . .  «r)      (A;  =  1,  2  . .  r). 

1 

Durch  dieses  werden  a^  .  .  ür  als  Functionen  einer  neuen  Hülfsgrösse 
t,  der  Grössen  A^  .  .  A,.  sowie  gewisser  Integrationsconstanten  definiert. 
Um  letztere  in  bestimmter  Weise  zu  wählen,  setzen  wir  fest,  dass 
Oj^ . .  ttr  für  t  =  t  Anfangswerte  ä^  .  .  är  annehmen  sollen,  für  welche  die 
Determinante  der  ccjk  (ä)  weder  verschwindet  noch  unendlich  gross 
wird.  Man  sieht  dann  ohne  weiteres  ein,  dass  in  den  Integral- 
gleichungen die  Grössen  X^  .  .  Xr  und  t  nur  in  den  r  Verbindungen 

(ij  =  Xj{t-t)     (i=l,2..r) 
auftreten,  denn  die  Gleichungen  (11)  ändern  sich  nicht,   wenn  man  t 
—  und  also  auch  t  —  mit  einer  Constanten  p  multipliciert  und  gleich- 
zeitig A,  .  .  Ar  durch  q  dividiert.     Die  Integralgleichungen  können  somit 
in  Form  von  Reihenentwickelungen  so  geschrieben  werden: 

r 

(12)  ttk  =  äk  +  ^ft_,«^Vt(«i  .  .  «r)   +  •  •  •  ^  ^A(itt,    .  .  flr,    ä,   .  .  är) 

(k  =  l,2..r), 

deren  rechte  Seiten  Ok  also  nach  steigenden  Potenzen  von  fi^  .  .  (ir 
fortschreiten.  Die  a^  .  .  ar  sind  unabhängig  von  einander  hinsichtlich 
fii  .  .  (ir,  da  die  Functionaldeterminante 

nicht  identisch  Null  ist,  weil  sie  sich  für  ftj  =  •  •  =  fi^  ==  0  auf  die 
Determinante  der  ajk{a)  reduciert. 

Hiernach  ist  es  uns  erlaubt,  anstatt  a^  .  .  ar  die  r  Grössen  fii  .  fir 
als  Parameter  in  die  Schar  (1)  einzuführen,  indem  wir  die  Werte  (12) 
in  (1)  einsetzen.  Durch  Auflösung  von  (12)  nach  fi^^  .  .  [ir  lassen  sich 
diese  in  der  Form  darstellen: 

(13)  fij  =  Mj{ai  .  .ttr,  äi  ..är)      (j  =1,  2  .  .r). 

Wenn  wir  diese  neuen  Parameter  fi,  .  .  ft^  in  die  Schar  (1)  ein- 
führen,  so   werden   a;/.  .  x„'  gewisse  Functionen   von  Xi  .  .  Xn,  fii  ■  .  fir 
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und  den  bestimmt  gewählt  gedachten  ä^  .  .  är.  Weil  die  (i  von  t  ab- 
hängen, so  werden  also  auch  x^ . .  Xn  gewisse  Functionen  der  Hülfs- 
veränderlichen  t.  Die  Gleichungen  (10)  drückten  Beziehungen  zwischen 
den  Differentialquotienten  der  x^ .  .  xü  nach  a^  .  .  ar  aus.    Diese  gehen 

nunmehr  über  in  einfachere  Gleichungen  für  die  -jr'  Wenn  wir  näm- 
lich in  (10)  j  alle  Werte  1,  2  .  .  r  durchlaufen  lassen,  so  erhalten  wir 
r  Gleichungen.  Wir  multiplicieren  sie  der  Reihe  nach  mit  X^..lr  und 
addieren  sie  dann.     Dadurch  ergiebt  sich  wegen  (11): 


oder 

1 
^^^SJ.^^?^  Diese  n  Gleichungen  stellen  ein  simultanes  System  dar,   das  von  den 

der  Diffgln.  »  ■^  ' 

Xi  .  .  Xn,  aufgefasst  als  Functionen  von  t,  sicher  erfüllt  wird.  Da  sich 
für  t  =  t  die  a^  .  .  ttr  auf  ä^  .  .  är  reducieren,  so  sehen  wir:  Bei  dem 
simultanen  System  (14)  haben  Xj^  .  .  xä  für  t  =t  nach  (1)  die  An- 
fangswerte 

(15)  x(  =  fi{Xi  .  .  Xn,  äi  .  .  är)      (i  =  1,  2  . .  n). 

Die  Integralgleichungen  enthalten  wieder  die  Grössen  A,  . .  A^  und  t 
nur  in  den  Verbindungen  ft,  . .  fi^  und  lassen  sich  daher  auch  in  der 
Form  darstellen: 

(16)  Xi'=  FiiXi'.  .  Xn,    ^1  .  .  ftr)        (i  =  1,    2  .  .  W). 

Führen  wir  hierin  die  Werte 

S/=  fi{x,  ä),      xl==  fi{Xy  a),      ük  =  Ok(n,  ä) 
(*=1,  2..W,      ]c  =  l,  2  ..r) 

in  Gemässheit  von  (1)  und  (12)  ein,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  noch 
die  rechte  mit  der  linken  Seite  vertauschen,  die  Functionalgleichungen: 

(17)  F,{f{x,  ä),  ti)  =  f,{x,  ^{(i,  ä)) 

(*  =  1,  2..W), 
die  wir  jetzt  deuten  wollen. 

Deutung  der         Diese  Functionalglcichungeu  (17)  sagen,  wenn  man  überdies  die 
gieichgn.  Existenz  der  identischen  Transformation  in  der  Schar  (1)  voraussetzt, 
nichts  anderes  aus,  als  dass  die  Schar  (1)  eine  Gruppe  bildet. 


I 
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Um  dies  deutlich  zu  erkennen,  wollen  wir  die  allgemeine  Trans- 
formation (1),  die  also  dem  Parametersystem  a^  .  .  ür  zugehört,  mit 
dem  Symbol  Ta  bezeichnen.  Die  Gleichungen  (15)  stellen  dann  die 
Transformation  Tä  dar.  Andererseits  wollen  wir  die  Transformation 
mit  den  Parametern  ii^  .  .  ^r,  die  durch  (16)  dargestellt  wird,  mit  dem 
Symbol  Ef,  bezeichnen  *).    Nun  können  wir  die  n  Functionalgleichungen 

(17)  in  die  einzige  Formel  zusammenfassen: 

(18)  T-aE^^Ta, 

denn  Ta  führt  Xi  in  xl=fi{x,  a)  und  Efi  führt  S/  m  Fi(x,  (i)  über, 
während  Ta  nach  (12)  auch  in  der  Form 

Xi  =  fi{x,  ^{(i,  ä))     {i  =  l,  2  ..n) 

geschrieben  werden  kann. 

Diese  Beziehungen  (18)  bestehen  also,  sobald  nur  die  drei  Para- 
metersysteme äj  .  .  är,  (ii  •  •  (ir,  üi  .  .  ttr  durch  die  Relationen  (12)  ver- 
knüpft sind,  äi  .  .  är  bedeuten  dabei  bestimmt  gewählte  allgemeine 
Werte  von  a^  .  .  ttr. 

Jetzt  erst  machen  wir  von  der  Voraussetzung  Gebrauch,  dass  die 
Transformation  (1)  für  a^==aj^,  .,ar  =  a^  die  identische  werden  soll. 
Wir  setzen  nämlich  für  den  Augenblick  ä^  =  a^,  . .  är  =  aj^,  wählen 
also  Tä  als  die  identische  Transformation  Ta°.  Alsdann  nehmen,  weil 
die  Determinante  der  ajk(a^)  nach  Voraussetzung  auch  von  Null  und 
Unendlich  verschieden  ist  und  mithin  die  bisherigen  Betrachtungen  auch 
für  ä  =  a^  gelten,  die  a^ .  .  ttr  in  Folge  von  (12)  die  Werte  an : 

(19)  «,  =  0,{^,  .  .  fir,  a,\  .  a/0      {k=l,2..  r), 
sodass  aus  (18)  insbesondere  folgt: 

Ta°Efi  =  Ta 

oder  also 

(20)  E,,  =  Ta. 

Jede  Transformation  E^  gekört  mithin  zur  Schar  der  Transformationen  (1). 
Da  die  O^  in  (12)  hinsichtlich  der  Grössen  (i^  .  .  (ir  von  einander  un- 
abhängig sind,  so  gehört  auch  umgekehrt  jede  Transformation  (1)  der 
Schar  der  E^  an,  denn  beide  Scharen  enthalten  je  oo'"  verschiedene 
Transformationen. 

Wenn  wir  nun  wieder  in  (18)  die  ä  beliebig  wählen,  aber  Eft, 
durch  Ta  ersetzen,  so  kommt: 


*)  Die  Transformationen  E^  bilden  bei  variierendem  t  eine  eingliedrige 
Gruppe,  erzeugt  von  einer  infinitesimalen  Transformation,  in  dem  von  früher  her 
bekannten  Sinn.    Man  vergleiche  die  begrifflichen  Erläuterungen  weiter  unten. 
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(21)  Tä  Ta=Ta. 

Hierin  sind  äj  .  .  är  völlig  willkürlich.  Auch  können  wir  uns  statt 
fij  .  .  ft;.  nach  (10)  die  «i  .  .  «r  völlig  willkürlich  gewählt  denken.  Als- 
dann sind  «1  .  .  «r  nach  (12)  und  (13)  die  Functionen: 

(22)  ttk  =  ^k{M{a,  a"),  a)     {l=l,2..r) 

,  von  äj  .  .  ä;.  und  «^  .  .  «r- 

Die  Gleichung  (21)  sagt  folglich  aus: 

Die  Aufeinanderfolge  zweier  beliebiger  Transformationen  Tä  und 
Ta  der  Schar  (1)  ist  äquivalent  einer  einzigen  Transformation  Ta  der- 
selben Schar. 

Dies  aber  ist  die  Gruppeneigenschaß. 

Hiermit  sind  wir  zu  dem  Satze  gelangt: 
Erster  Erstep  Fiuidameiitalsatz :     Bestimmen  die  Gleichunqen 

Fundamen-  '' 

*"^^^*^-    (I)  xl  =  fi{x,  ..Xn,a^..ar)     {i  =  l,2..n) 

(xf  verschiedene  Transformationen,  die  eine  Gruppe  bilden,  so 
bestehen  r  •  n  Gleichungen  von  der  Form 

er  r 

(II)  da^^  ^•'■* ^^1  •  •  «^)  ^Ji (^"l '  •  •  ^n' ) 

*  1 

{i=l,2..n,     Ä;=  1,  2..r) 
sowie  ihre  Auflösungen: 

r  .-,    , 

(in)  %i  (X^  ..Xn)='^  CCjk  («i  .  .  «r)  ^ 

1  * 

{i=l,  2..n,    j  =  l,  2:.r), 
während  die  ^i{x')  keine  n  linearen  homogenen  Relationen 

^liu{x')  -[-•••   +  eri,ri{x')  =  0 

{i=l,  2  . .  n) 

mit  Constanten  Coefficienten  Ci  .  .  Cr  erfüllen.  —  Wenn  umge- 
kehrt solche  n  Gleichungen  (1),  die  oo'"  verschiedene  Transfor- 
mationen darstellen,  r  •  n  Gleichungen  von  der  Form  (II)  und 
in  Folge  dessen  auch  r  •  n  Gleichungen  von  der  Form  (III)  er- 
füllen, wenn  überdies  für  gewisse  constante  Grössen  a^..ar^  die 
Gleichungen 

fi(xi  .  .  Xn,  «i". .  «r")  =  a;,-      (i  =  1 ,  2  . .  m) 

bestehen  und  schliesslich  die  Determinante  der  ajii(a^)  von  Null 
und  Unendlich  verschieden  ist,  so  stellen  die  Gleichungen  (I) 
eine  Gruppe  dar. 


Der  erste  Fundamentalsatz.  377 

Wir  wollen  besonders  hervorheben,  dass  die  Gleichungen  (II)  oder 
(in)  die  Form  der  Gleichungen  (I)  vollständig  bestimmen  bis  auf  die 
Integrationsconstanten,  dass  also  die  Functionen  fi{x,  d)  durch  die 
Functionen  tlfjk(a)  und  ^ji{x)  durchaus  definiert  sind,  sobald  man 
voraussetzt,  dass  sich  x^..Xn  für  «1=«,°,  .,ar  =  a^  auf  x■^^  . .  x^ 
reducieren  sollen. 

In  grossen  Zügen  soll  nun  d&r  hegriif liehe  Inhalt  der  vorstehenden  ^^t-^^^^^^^ 
wickelwrigen  angedeutet  werden.     Man  wird  gut  thun,  sich  dabei  die  Wert-      des 
Systeme  x^  .  .  Xn  der  Veränderlichen  durch  Punkte  (x)  eines  Raumes  von  n    ^^  ^   ' 
Dimensionen  mit  den  Coordinaten  x^  .  .  Xn  repräsentiert  zu  denken ,   sodass 
eine   Transformation   sich    darstellt   als   Transformation    der    Punkte    dieses 
Raumes.     Andererseits  ist  es  aber  auch  nützlich,  sich  die  Transformationen 
selbst  als  Individuen  zu  denken.     Wir  können  uns  jede  Transformation  T„ 

Xi  =  fi{x^  .  .Xn,    «1  .  .    ür)         («  =  1,    2  .  .  W) 

durch  einen  Punkt  (a)  eines  anderen  Raumes  von  r  Dimensionen  mit  den 
Coordinaten  a^  .  .  ar  dargestellt  denken.  Wir  nennen  diesen  Raum  den 
Raum  (»j  .  .  ßr).  Die  Gleichungen  (l)  stellen  oo''  verschiedene  Transfor- 
mationen dar,  wenn  in  diesem  Räume  innerhalb  der  Umgebung  eines 
Punktes  (a)  von  allgemeiner  Lage  zu  verschiedenen  Bildpunkten  stets  ver- 
schiedene Transformationen  gehören.  So  kann  offenbar  der  Satz  1  des  vorigen 
Paragraphen  begrifflich  gedeutet  werden.     (Vgl.  auch  §  1   des  6.  Kap.) 

Bildet  nun,  wie  wir  vorerst  voraussetzen,  die  Schar  (1)  von  oo''  Trans- 
formationen eine  Gruppe,  so  ist  die  Aufeinanderfolge  zweier  Transforma- 
tionen Ta,  Tb  der  Schar  einer  einzigen  Transformation  T^  der  Schar  äqui- 
valent. Ta  führe  das  Wertsjstem  x^  .  .  Xn  oder  also  den  Punkt  (x)  in  den 
Punkt  (ic'),  Tf,  femer  (x')  in  (x")  über.  Wenn  wir  ft^  .  .  &r  ändern,  so 
muss  sieh  —  jedenfalls  innerhalb  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  (b) 
des  Raumes  (%  .  .  a^)  —  auch  Tf,  und  daher  auch  Ta  Tf,  =  Tc  ändern,  weil 
sonst  eben  nicht  alle  r  Parameter  a^  .  .  ar  in  (l)  wesentlich  wären.  Es 
ist  also  möglich,  durch  Abänderung  der  h  zu  allen  Transformationen  in 
der  Umgebung  von  Tc  zu  gelangen.  Bei  beliebiger  Wahl  von  T«  und  Tc 
ist  es  also,  sobald  nur  Tc  innerhalb  der  Umgebung  einer  Stelle  allgemeiner 
Lage  des  Raumes  (a^  .  .  a,)  liegt,  immer  möglich,  T^  so  zu  bestimmen, 
dass  TaTb  =  Tc  wird.  Diese . Betrachtung  deckt  sich  mit  dem  zum  Schluss 
des  §  1  geführten  Nachweis,  dass  die  Functionen  cp^  .  .  cpr  hinsichtlich 
&i  .  .  6r  von  einander  unabhängig  sind. 

Hieraus  folgt  weiter:^  Ist  Ta+Sa  eine  Ta  benachbarte  Transformation, 
so  existiert  eine  T^  benachbarte  Transformation  Tb+Sb  derart,  dass  auch 

Ta+da  Tb^äb  =  Tc 

ist.  Diese  Variation  der  ai  .  .  Ur  und  h^  .  .l>r  wurde  zu  Beginn  des  jetzigen 
Paragraphen  ausgeführt,  indem  Ci.  .Cr  festgehalten  wurden  und  die  Differen- 
tiation nach  a^  .  .  ar  stattfand,  wobei  \  .  .hr  als  Functionen  der  a^  .  .  ttr 
und  der  festen  c^  .  .  Cr  aufzufassen  waren. 

Ta  führte  die  Punkte  (x)  in  die  Punkte  (rr')  über.  Ta^ia  wird  die 
Punkte    (x)   in  Punkte    {x  -\-  6x')   verwandeln.     Also    kann  Ta+äa   ersetzt 
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Infinite«!-  werden  durch  die  Aufeinanderfolge  von  Ta  und  einer  passenden  unendlich 


male  Trang' 


formation.  kleinen  Transformation  8 da-,  <iie  alle  (x)  in  die  {x'-]-Sx)  überführt,  sodass 
wird.     Hieraus  folgt  nun  auch: 

Sda  =  Ta~^Ta  +  da' 

Wir  erkennen  durch  ganz  analoge  Betrachtungen,  dass  auch 


also: 


SiJa  =  TbTb+db 


Fig.  33. 


Sx/=  ^j{x\  a)dak 
1 

r 

8xi'  =  ^k(x\  h)8'bk 


ist.  Man  vei'gleiche,  die  Fig.  33, 
in  der  S^a  die  infinitesimale  Trans- 
formation vorstellt,  die  die  Punkte 
(rc')  nach  den  Stellen  {x  ~\-  Sx^) 
überführt.  Für  die  infinitesimale 
Transformation  S^a  gewinnen  wir 
somit  zwei  verschiedene  Darstel- 
lungen, indem  sich  die  Incremente, 
die  sie  den  x'  erteilt,  in  diesen 
beiden  Arten  ausdrücken: 


(i  =  1,  2  .  .  n). 


Dabei  bedeuten  (x\  a)  und  (x\  b)  Coefficienten,  die  von  rc/.  .  Xn  und  a^ . .  «^ 
bez.  hl  .  .hr  abhängen,  während  da^.  .  dar  und  dbj^  . .  öhr  die  Incremente 
der  Parameter  bedeuten,  für  welche  Ta+daTf,+db  =  TaT/,  bleibt.  Die 
S\  .  .  dbr  sind  also  Functionen  der  a^  .  .  «r,  &i  . .  &r  und  Sa^  . ,  dar'. 

r 

8bk  =^(a,  b)Saj      (fc  =  1,  2  .  .  r). 
1 

Es  kommt  daher  auch  für  Sja' 

r 

8xi==^}{x\  b){a,  b)daj. 
1 

Da  nun  die  bi  .  .br  von  den  üi  .  .  ür  und  öa^  .  .  Sttr  völlig  unabhängig 
sind,  so  dürfen  wir  sie  bestimmt  wählen,  wie  dies  in  den  Formeln  (9)  ge- 
schehen ist. 

Nunmehr  haben  wir  die  Betrachtung  umzukehren:  Angenommen,  es 
liegen  oo*"  Transformationen  Ta  oder  (l)  vor,  von  denen  wir  nicht  wissen, 
ob  sie  eine  Gruppe  bilden,  von  denen  aber  bekannt  ist,  dass  sie  die  iden- 
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tische  Transformation  T^o  enthalten  und  dass  sie  die  Differentialgleichungen 
(9)  erfüllen,  d.  h.  es  soll  zu  jeder  Ta  und  T„^ja  eine  infinitesimale  Trans- 
formation Sda  construiert  werden  können,  sodass 

und  die  Gesamtheit  der  Sda  wegen  der  Form  der  Gleichungen  (9)  von 
a^  .  .  ttr  unabhängig  ist,  da  die  a^  .  .  ttr  in  (9)  nur  in  den  von  x'  freien 
Factoren  auftreten. 

Lassen  wir  Sa^..8ar  alle  infinitesimalen  Werte  annehmen,  so  erhalten 
wir  alle  Transformationen  TaJfda  ^^  der  Umgebung  von  Ta,  und  zwar  jede 
nur  einmal. 

Gehen  wir  nun  von  einer  bestimmten  Transformation  2^  der  Schar 
(l)  aus,  so  bestehen  Gleichungen  von  der  Form 


Indem  wir  also  zuerst  eine  Transformation  Tä,   sodann  unendlich   oft   eine 

bestimmte  infinitesimale  Transformation  Sda  ausführen,  erhalten  wir  immer 

eine  Transformation  der  Schar  (l),  sagen  wir  die  Transformation  Ta-    Nun 

aber   entsteht   durch  unendlichoftmalige  Wiederholung   von  Sda  eine  Schar 

von  c»^  Transformationen  E^^  die  bekanntlich  stets  eine  eingliedrige  Gruppe^^"«"*'^"»« 

bilden*).     Wir  erhalten  also 

T^E^i  =  Ta.  % 

Wird  nun  insbesondere  Tä  als  die  identische  Transformation  Ta°  gewählt, 
so  kommt  links  nur  Ef^i.  Also  gehört  jede  Transformation  Ef^i  der  Schar 
(1)  an,  es  ist  etwa: 

(20)  E^  =  T„, 
sodass,  wie  zu  beweisen  war, 

(21)  TäT„  =  Ta 

ist.  Noch  ist  einzusehen,  dass  auch  die  eingliedrige  Gruppe  von  oo^  Trans- 
formationen J5„,  wenn  a^  .  .  ür  variiert  werden,  oo''  Transformationen  lie- 
fert, also  Ta  eine  beliebige  Transformation  der  Schar  (1)  ist.  Es  folgt 
dies  daraus,  dass  zu  jeder  Transformation  Ta jf- da  in  der  Umgebung  von 
Ta  eine  bestimmte  infinitesimale  Transformation  S$a  gehört**). 


*)  Den  Begriff  der  von  einer  infinitesimalen  Transformation  erzeugten  ein- 
gliedrigen Gruppe  setzen  wir  als  bekannt  voraus.  Vgl.  die  Fussnote  zu  Seite  28. 
**)  In  seinem  Werke  über  die  Theorie  der  Transformationsgruppen  hat  Lie 
nur  die  erste  Hälfte  des  ersten  Fundamentalsatzes  ausdrücklich  als  Satz  formu- 
liert. Die  zweite  Hälfte  ist  aber  als  Specialfall  in  einem  Satze  des  Werkes 
enthalten  (siehe  Theorem  9,  §  17  des  Werkes).  Mit  der  hier  gegebenen  Formu- 
lierung deckt  sich  einigermassen  der  erste  von  Herrn  Schur  formulierte  Satz,  der 
sich  nur  auf  Gruppen   mit  der  identischen  Transformation  bezieht  und   von  ihm 

^-y  dfÄx,  a) 
nur  unter  der  Voraussetzung  bewiesen  wird,  dass  die  n  Summen    ^k  — ^ 8a, 

für  a  =  a^  nicht  gleichzeitig  verschwinden  können.    Die  obige  Formel  T-E    ==  T« 
bedarf  dieser  beiden  Voraussetzungen  nicht,    daher  gilt  sie  auch    für   gemischte 
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§  3.     Der  zweite  Fundamentalsatz. 
Es  mögen  wieder  die  n  Gleichungen 

(1)  Xi=  fi{x^  .  .  Xn,    «1  .  .  ör)         0'  ■=   1,    2  .  .n) 

eine  Schar  von  oo''  verschiedenen  Transformationen  darstellen,  die 
eine  Gruppe  bilden.  Nach  dem  ersten  Teile  des  ersten  Fundamental- 
satzes bestehen  dann  infolge  von  (1)  r  •  n  Differentialgleichungen  von 
der  Form 

k  ^ 

(i  =  1,  2  .  .  w,     /£  =  1,  2  .  .  r), 

sovs^ie  ihre  Auflösungen 

(10)  ^i{Xi  .  .  Xn)  =  ^  ajkia^  .  .  ar) ^ 

{i=l,2..n,    f=\,2..r), 

sodass  die  Determinante  der  tpjk  oder  der  «jk  nicht  identisch  ver- 
schwindet. 

Unter   diesen   Voraussetzungen    wollen    wir    die    Gleichungen    (1) 
nach  x^ .  .  Xn    auflösen.     Dadurch  mag  sich  ergeben: 
(23)  XX  =  Fx(x,\  .  Xn,  a^.  .ür)     (A  =  1,  2  . .  w). 

Betrachten  wir  wie  bisher  die  x  als  die  Functionen  (1)  der  x  und  a, 
so  giebt  die  Differentiation  von  (23)  nach  ak'. 

"k  COi 


^  ^dF^{x',  a)  ^x^ 
^       dx'.        da. 


Multiplicieren  wir  diese  Relation  mit  ccjk  und  setzen  wir  7c  =  1,  2..r, 
so  ergeben  sich  r  Gleichungen  und  als  ihre  Summe: 

1  '  1  *  r  * 

oder  wegen  (10): 

^  ,^dF,(x,a)  ^        ,   ,  ^^xk^,  <0  .. 

1  '  1  * 
(i=l,  2..r). 

(aus  einzelnen  continuierlichen  Scharen  bestehende)  Gruppen.  Schur's  Beweis  des 
ersten  Teiles  des  Satzes  ist  im  Grunde  eine  speciellere  Fassung  des  Lie'schen 
Beweises.  Für  den  zweiten  Teil  giebt  Schur  in  seiner  zweiten  Abhandlung  einen 
sehr  einfachen  und  analytisch  eleganten  Beweis,  jedoch  nur  unter  Benutzung  des 
nicht  so  elementaren  Begriffes  der  Parametergruppe. 
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Diese  Gleichungen  müssen  nun  bestehen  nicht  nur  infolge  von  (1), 
sondern  an  sich,  da  sie  x^  .  .  x^  gar  nicht  enthalten.  Mithin  sind 
Fj^  .  .  Fn  sämtlich  gemeinsame  Lösungen  f  der  r  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen : 

(24)       i;fev(x')g. + jf  «.*(«)  a = 0 

(i=l,  2..r), 

die  augenscheinlich  von  einander  unabhängig  sind,  da  die  Determinante 

der  ajk  nicht  Null  ist. 

Diese  Differentialgleichungen  lassen   sich,   wenn  von   der   symbo-symboie  xy 

lischen  Bezeichnungs  weise  der  Differential  ausdrücke  Differential- 

ausdrücke. 

(25)  Xjr=^U^')  g.,       Äjf=  ^-  aj,(a)  ^ 

1  '  1  * 

(i=l,  2..r) 

Gebrauch  gemacht  wird,  kürzer  so  schreiben: 
(24')  X/f+Äjf^O       (i  =  l,  2..r). 

Offenbar  sind  die  n  Functionen  F^.  .  Fn  von  x^  .  .  Xn,  a^  .  .  ür  von 
einander   unabhängig,    da   die   Gleichungen   (23)   nach  a;/.  .  Xn    in   der 
Form  (1)   auflösbar   sind.     Aber  r  von  einander  unabhängige   linearer -guedriges 
partielle  Differentialgleichungen  (24')  in  n  -{-  r  Veränderlichen  x^. .  Xn,    System. 
«1  .  .  «r  besitzen  dann  und  nur  dann  r  von   einander  unabhängige   ge- 
meinsame   Lösungen,    wenn    sie    ein    r-gliedriges  vollständiges   System 
bilden.     Dies  aber  tritt  bekanntlich  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  die 
sogenannte  Klammeroperation  aus  (24')  keine   von  diesen  Gleichungen  Kiammer- 
unabhängige    Gleichung   abzuleiten   gestattet.     Die   Klammerausdrücke 
aber  sind  diese: 

x;{x:f+A4)  +  AjiXvf-^  A4)  - 
-  x;  (x;/-  +  Ajf)  -  A.(xjf  +  Ajf) 

oder  kürzer,  da  die  X'f  von  «j  .  .  a^.  und  die  Af  von  x^  .  .  Xn  frei  sind : 

x;(x;n  -  x;{x;f)  +  AjiA^n  -  MM) 

oder,  indem  wir  eine  uns  bekannte  Bezeichnungsweise  benutzen : 

(X;X')  +  (4A)     (i,  t.  =  l,2..r). 

Wir  haben  also  gefunden,  dass  diese  Klammerausdrücke  durch  die 
linken  Seiten  der  Differentialgleichungen  (24')  linear  ausdrückbar  sein 
müssen : 


Kelationen 

zwischen  d. 

Klammer- 

ausdrückeu. 
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r 

(X/X;)  +  (ÄjÄr)  =2  »jvsix,'.  .  X:,    a,  .  .  ür)  {Xf  +  Af) 
l 

0>  =  1,  2..r). 

Hieraus  folgt  einzeln,  da  (X/XJ)  nur  die  Differentialquotienten  von 
f  nach  Xi  .  .  Xn    und  (AjAv)  nur  die  nach  «^  . .  a^  enthält: 

r  r 

(26)    (X/X;)  EEE^  '^yv.Co:',  a)X;/;      (4- A)  =  ^^,-,.(^',  a).4,/' 

0>  =  l;2..r). 

Diese  Relationen  müssen    also   identisch  bestehen  für  alle  Werte' 
von  x/.  .  Xn,  eil  •  •  ^r  und  alle  Functionen  f  von  diesen  Grössen.     Ins- 
besondere   müssen    daher    die    Coefficienten   der    Differentialquotienten 

von  f  einzeln  verschwinden.     In  der  zweiten  Gleichung  aber   hat  -^ 

links  den  Coefficienten 

rechts  den  Coefficienten  EQ-jy^cCg^.     Demnach  ist: 

r 

A-j  cCvjx       AvCtjj.1  =  ^»  %'jvg\x  ,  a)  Ug^i 

0';  V,  fi=l,  2  ..r). 

Unter  ÄjU^f^  ist  hierbei  natürlich  der  Ausdruck  Äjf  für  f^  a^^  zu 
verstehen.  In  diesen  letzten  Gleichungen  kommen  aber  links  x^ .  .  Xn 
gar  nicht  vor,  ebenso  nicht  rechts  in  den  a«^,  deren  Determinante 
nicht  identisch  verschwindet.  Lassen  wir  also  nun  y,  alle  Ziffern  von 
1  bis  r  durchlaufen,  so  ergiebt  die  Auflösung  der  so  erhaltenen  n 
Gleichungen  nach  O-^,!  •  •  Q'jyr,  dass  die  %•  von  x^ .  .  Xn  frei  sind.  Aber 
sie  sind  auch  von  a^  .  .  ar  frei.  Denn  aus  den  ersten  Relationen  (26) 
folgt  jetzt  durch  Differentiation  nach  %,  das  links  gar  nicht  auftritt: 


0-2 


d&.    (ä) 


da 

X 

Diese  Gleichung  zerfallt  nach  (25)  in  die  n  einzelnen: 

(i=l,  2  ..n). 

Nun  aber  bestehen  nach  dem  ersten  Fundameutalsatz  zwischen  den 
|(a;')  keine  n  Relationen  von  dieser  Form  mit  constanten  Coefficienten, 
also  auch  keine  mit  Coefficienten,  die  mit  den  in  den  ^(x')  gar  nicht 
vorkommenden  Ui  . .  ar  behaftet  sind.     Folglich  ist  allgemein : 
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'^  =  0     (J  =  l,2..r), 

d.  h.  die  &  sind  frei  von  a^  . ,  «r,  sie  sind  mithin  ganz  bestimmte  Con- 
stanten.    Wir  wollen  deshalb  allgemein 

^ps  =  Cp,     (j,  V,  s  =  1,  2  . .  r) 
setzen,  sodass  wir  aus  (26)  erhalten: 


Scbliess- 
liche  Form 


(27)  (X;äV)  =  yicj.,  X;f,     {AjÄ.)  =  y^CpsA^f  """llZr 

-*j—  -^-J  Kelation 

(i,  v  =  l,2..r). 


Nunmehr  werden  wir  wieder  die  Betrachtung  umkehren  und  fol-umkehrung. 
gende  Voraussetzungen  zu  Grunde  legen: 

Es  mögen  2r  Di£ferentialausdrücke  von  der  Form 

(25)  X;f  =  ^Ux)  1^ ,       Ä,f=  ^-«..(a)^ 

1  *  1  * 

(j=l,2..r) 

vorliegen,  zwischen  denen  keine  Relation  von  der  Form  besteht: 

e,X,'f+----\-erX;f=0, 

in  der  Cj  .  .  e^  Constanten  sind.  Auch  soll  die  Determinante  der  aji;{a) 
nicht  identisch  Null  sein.  Wohl  aber  sollen  diese  Ausdrücke  die  Rela- 
tionen von  der  Form: 

r  r 

(27)  (Xj'X;)  =^cps  X:f,     {AiAr)  =^€p,  Asf 

(i,  1/  =  !,  2..r) 

erfüllen,  in  denen  die  Cps  gewisse  Constanten  bedeuten. 

Bei  diesen  Annahmen  bilden  die  r  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen 

(24')  X;/+^,/-=0     (i=l,  2..r) 

ein  r-gliedriges  vollständiges  System  in  w -f- r  Veränderlichen  x^' .  .  Xn 
«1  .  .  «r.  Sind  a^.  .  aj^  solche  Werte  von  a^  .  .  Ur,  für  welche  die 
Determinante  der  a^kip^)  weder  Null  noch  Unendlich  ist,  so  besitzt 
dieses  System  bekanntlich  (n  -\-  r)  —  r,  also  n  von  einander  unab- 
hängige Lösungen  f  =  F^,  F^ .  ,  Fn,  die  sich  für  »j  =  a^*^,  . .  ür  =  aj^ 
auf  x^  . .  Xn  reducieren.  Setzen  wir  dann  die  n  Gleichungen  an: 
(23)  xx  =  Fi{x{. .  Xn,  a^  .  .ttr)     (A  =  1,  2  . .  n), 

80  stellen  ihre  Auflösungen  nach  x^..x,['. 
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(1)  Xl=  fi{x^  .  .Xn,    «1  •  .  «r)        («"  =  1,    2  .  .  W) 

wie  wir  beweiseu  werden,  oo*"  verschiedene  Transformationen  der  x  in 
die  x  dar,  die  eine  Gruppe  bilden,  welche  die  identische  Transforma- 
tion enthält. 

Nachweis  Ujjj  diesen  Beweis   zu  führen,   bemerken   wir,  dass  zunächst,   da 

der  Gruppe.  '  '  ' 

die  F  die  Gleichungen  (24')  erfüllen,  nach  (25) 

(28)  ^.  Ijiix )        g^,        +2i  "^-^-^^^        da,        =  ^ 

1  '  1  * 

(A  =  l,  2..n,    i=l,  2..r) 

ist.  Andererseits  sind  die  Gleichungen  (23)  gerade  nach  ic/ .  .  Xn  auf- 
lösbar, denn  F^  .  .  Fn  reducieren  sich  ja  für  a^  =  a^^,  .  .  «^  =  aj^  auf 
x^..Xn-  Wir  können  mithin  x^..Xn  als  die  durch  (23)  definierten 
Functionen  von  x^  .  .  Xn  und  a,  .  .  a^  auffassen  und  erhalten  durch 
Differentiation  von  (23)  nach  ak'. 

^dF^ix,  a)  dx'.        dF^ix ,  a) 


.^       dx'i        da,  ~^ 


•k  ^"k 


Multipli eieren  wir  diese   Gleichung   mit  ajk   und   summieren   wir   dann 
über  Je  von  1  bis  r,  so  kommt  nach  (28): 

^dF^{x',a)f^        dx',        .    .  ,A        ^ 

~    2,'— ä^r"\^"^'*^%~^^''^^7^^ 

(>l=l,  2..W,     i=l,  2..r) 

und   also,    da   die  Functionaldeterminante    der  F  nach  x^..Xn    nicht 
identisch  Null  ist: 

•         _^  _       fi   ' 

2^'"  d'a   ~  ^^'^^'^  ^  ^ 
1  * 

(i=  1,  2..r,     i=  1,  2..n). 
Dies  aber  sind  die  Gleichungen  (lll)  unseres  ersten  Fundamentalsatzes. 

C1-  •  •        •  ^*f 

Sie  sind  wie  iene  nach  den  ^ —  auflösbar,  da  die  Determinante  der  «,* 
•^  oa^  '  ■" 

nicht  identisch  Null  ist.     Daher  kommen  durch  Auflösung   die   Rela- 
tionen (II)  des  ersten  Fundamentalsatzes: 

*  1 

(»  =  1,  2..M,     Z;  =  1,  2..r). 
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Die  Auflösungen  (1)  der  Gleichungen  (23)  erfüllen  also  diese 
mehrfach  erwähnten  DiiSerentialgieichungen  identisch.  Auch  stellen 
diese  Gleichungen  (1)  gerade  oo''  verschiedene  Transformationen  von 
Xy  .  .  Xn  in  Xi  .  .  Xn  dar,  weil  sonst  nach  Satz  1  des  §  1  die  Xy  .  .  Xn 
Relationen  von  der  Form 


r 


«0  !?■  =  0     («  =  1,  2  .  .  *^) 


ca. 


erfüllen  würden,  in  denen  Xi  •  •  %r  nicht  sämtlich  Null  wären,  und  also 
nach  (29)  auch  die  Relationen: 


^[2^'  ^^^  ^■'■*  *^"^  )  ^^'^^'^  ^  ^ 


(^■=l,  2..w). 
Da  aber  nach  Voraussetzung  keine  Relation 

mit  Constanten  Coefficienten  oder  also  mit  von  x^' .  .  Xn  freien  Coef- 
ficienten  e^ .  .  er  besteht,  demnach  auch  keine  n  Relationen: 

r 

^ej^i(x')  =  0     (i=l,  2..W) 
1 
bestehen,  so  müsste  einzeln 

r 

2x*(«)^i*(«)  =  0     (i  =  l,  2..r) 

1 

sein.  Aber  die  Determinante  der  ipji.  ist  wie  die  der  ajjc  nicht  iden- 
tisch Null.  Es  würde  also  doch  folgen,  dass  jede  Function  ^k  einzeln 
Null  wäre. 

Die  Auflösungen  (1)  der  Gleichungen  (23)  stellen  folglich  oo'"  ver- 
schiedene Transformationen  dar,  die  den  Differentialgleichungen  (II)  und 
(III)  des  ersten  Fundamentalsatzes  genügen.  Auch  enthält  die  Schar 
dieser  Transformationen  für  a^  =  a^,  . .  ar  =  ttr^  die  identische,  und 
die  Determinante  der  ajk(a^)  ist  von  Null  und  Unendlich  verschieden. 
Aus  jenem  ersten  Fundamentalsatze  folgt  daher,  dass  die  Schar  (1)  von 
oo'"  Transformationen  eine  Gruppe  bildet. 

Wir  finden  also:  Ergebnis. 

Satz  3:     Bilden  die  n  Gleichungen 
(I)  Xi'  =  fi{xi  ..Xn,a^..ar)      (?■  ==  1,  2  . .  n) 

eine  Gruppe  mit  oo''  verschiedenen  Transformationen  und  bestehen  daher 
Belationen  von  der  Form 

Iiie,  Continuierliche  Gruppen.  26 
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r  o    ' 

(III)  Iji  {Xl .  .  Xn)  =  2^  CCß  («:  •  •  «r)  ^ 

(i=l,  2--M/i=l,  2..r), 
so  erfüllen  die  Differentialausdrücke 

(IV)  xif^-^W^ll^,    Äjf=^>aM§l 

(i=l,  2..r) 
paarweise  Bedingungen  von  der  Form: 

(V)  (Z/  X;)   =  ^  Cyv,  Xsf,  {A)  Ay)   =^SCjys  AJ 

1  1 

0>  =  1,  2..r), 

m  (7ewen  die  Cjys  Constanten  sind.    Auch  besteht  dann  keine  Relation  von 
der  Form 

e,X,'f-\-  e,X:f+  ■  ■  +  erX;f=  0, 

in  der  die  e^  .  .  Cr  Constanten  bedeuten,  und  die  Determinante  der  «/*  ist 
nicht  identisch  Null. 

Sind  andererseits   2r   Differentialausdrücke    X/f  und  Ajf  von  der 
Form  (IV)  vorgelegt,  sodass  keine  Relation 

r 

^jejX/f=0 
1 

mit  Constanten  e^  .  .  Cr  besteht  und  die  Determinante  der  ajk{a)  nicht  iden- 
tisch Null  ist,  während  sie  paarweis  Relationen  von  der  Form  (V)  er- 
füllen, so  giebt  es  eine  Gruppe  von  oo'"  verschiedenen  Transformationen, 
x!=fi(x^  . .  x„,  tti  . .  ar)     (i'=  1,  2  . .  n), 

die  in  den  angegebenen  Beziehungen  zu  diesen  Differentialausdrücken  steht 
und  die  identische  Transformation  enthält. 

Verein-  Man  kann   die  Voraussetzungen   des  zweiten   Teiles  dieses   Satzes 

fachung  der  _  '^ 

Voraus-    aber  noch  erheblich  verringern.     Sobald  nämlich  nur  die  Ausdrücke 

Setzungen.  "  _  /xt\ 

X^f. .  Xrf  vorliegen,  deren  Klammerausdrücke  die  Form  (V)  besitzen, 
ist  es  immer  möglich,  Ausdrücke  A^^f.  .  Arf  von  der  in  jenen  Voraus- 
setzungen angegebenen  Form  zu  construieren,  sodass  also  die  Existenz 
der  Xy  die  der  Af  nach  sich  zieht. 
Bestimmung         Um  solchc  Ausdrückc  herzustellen,  verfahren  wir  so:  Wir  erteilen 

der  A/  aus  , 

den  x'/.  in  den  gegeben  gedachten  Differentialausdrücken 

df 


X;f=^W^')l^,     (i=l,  2..r) 
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den  Veränderlichen  x( .  .  x„'  zunächst  allgemeine  Werte  x^^^^ .  .  XrS^\ 
•dann  allgemeine  Werte  Xj^^'> .  .  XrP\  darauf  allgemeine  Werte  x^^^K  .  xj^'^ 
u.  s.  w.,  endlich  allgemeine  Werte  Xi^''K  .  Xn^*"^  und  bezeichnen  die  zu- 
gehörigen Xjf  mit  X/i)/;  X/2)/;  X/8)/*. . .  X/%  während  wir  noch 
setzen : 

XjWf^  Xp^f+  . .  .  +  Z/)/-=  Wjf    (i  =  1,  2  . .  r). 

Sicher  besteht  nun  zwischen  W^f. .  Wrf  keine  Relation  von  der  Form: 


^Xji^i^ 


/i) . .  Xn^'\  . . .  x^^^) . .  a;«^)  Wjf=  0. 

Wir  können  diese  Behauptung  auf  folgende  Weise  darthun.  Besteht  doch 
eine  solche  Relation,   so  bestehen  auch  identisch  die  r-n  Relationen: 

(30)  Xi^iii^'"')  +  X^l^iix^"')  +  •  •  •  +  XrU^"")  =  0 

{i  =  l,  2  ..n,      x=l,  2  ..r). 

Für  X  =  1  sind  dies  n  Gleichungen  für  Xi. .  Xr-  Wenn  alle  r- reihigen 
Determinanten  ihrer  Matrix 

liiix^'^)     •     •     •     UixW) 

verschwänden  —  was  wir  nicht  wissen  — ,  so  wäre  mindestens  eine 
dieser  Gleichungen  eine  Folge  der  anderen.  Allgemein  werden  Vj 
dieser  Gleichungen  von  einander  unabhängig  sein,  während  die  n  —  v^ 
übrigen  aus  ihnen  folgen.  Alsdann  ist  sicher  v^  mindestens  gleich  1. 
Für  K  ==  2  stellt  (30)  wieder  n  Gleichungen  für  Xi  •  •  Xr  dar.  Sie 
können  nicht  sämtlich  Folgen  der  Gleichungen  für  x  =  1  sein,  da 
sich  sonst  diese  neuen  Gleichungen  durch  Functionen  Xi-  '  Xr  befriedigen 
Hessen,  die  von  Xj'-'^K  .  x„^^'^  frei  wären,  sodass  auch  Gleichungen  von 
der  Form: 

^e,|,,(^(2).)  _  0     (i  =  l,  2..n), 
1 

beständen,  was  in  unserem  Satz  3  besonders  ausgeschlossen  wurde. 

Es  seien  daher  unter  den  n  Gleichungen  (30)  für  x  ==  2  gerade  v^, 
die  von  den  n  Gleichungen  (30)  für  x  =  1  und  von  einander  unab- 
hängig sind,  sodass  Vg  mindestens  gleich  1  ist.     Diesen  Schluss  setzen 

wir  fort  und  finden :  Wir  erhalten  in  der  Schar  (30)  Vj  +  ^2  H h  *'r 

unabhängige  Gleichungen,  wobei  jede  Zahl  v  mindestens  gleich  1  sein 
muss.  Es  ergeben  sich  darum  sicher  r  in  Xi  •  -  Xr  lineare  homogene 
Gleichungen  mit  nicht  verschwindender  Determinante.  Xi '  '  Xr  sind 
darum  sämtlich  Null. 

26*      • 
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Hiermit  ist  bewiesen,  dass  zwischen  W^f,  TFg/".  .TTr/"  keine  lineare 
Relation  besteht.     Da  nun  jedes 

r 

(X/  Xy)    ^^  Cilci  X,'f 
1 

sein  soll,  so  folgt  sofort  aus : 

( Wj  TF.)  EE  (X/i)X.(^))  +  •  •  •  +  (X/'-)Z.('-)), 
dass  auch  jedes 

r 

{WjW;)=^sCjr.,W.f 

1 
ist.     Die  r  von  einander  unabhängigen  Gleichungen: 

bilden  somit  ein  r-gliedriges  vollständiges  System  in  rn  Veränder- 
lichen x^^^K.Xn^^^,  .  .  .  Xj^''K  .  Xn^''\  Es  besitzt  rn  —  r  von  einander 
unabhängige  Lösungen  w^,  u^  .  .  Um—r- 

Sie  sind  ur^abhängig  von  einander  hinsichtlich  gewisser  r  .  n  —  r 
unserer  rn  Variabein.  Die  übrigen  r  Variabein  seien  mit  y^  .  .  yr  be- 
zeichnet. Alsdann  wollen  wir  y^  .  .  yr,  u^  .  .  Um—r  als  Veränderliche  in 
die  Wf  einführen,  d.  h.  darin  f  als  Function  dieser  Grössen  betrachten 
und  somit  die  in  den  Wf  vorkommenden  Differentialquotienten  von 
f  nach  den  früheren  Veränderlichen  durch  die  nach  den  neuen  aus- 
drücken. Da  jedes  WjUx^O  ist,  so  kommen  dann  Ausdrücke  von 
der  Gestalt: 

r 
W^ff  ==^^COjk(yi  ..yr,U,..  Urn-r)  ^         (j  =T  1,    2  .  .  t). 

Nach  wie  vor  besteht  zwischen  ihnen  keine  lineare  Relation,  und  nach 
wie  vor  ist  allgemein 

r 

{WjW.)=^C.sW.f. 
1 

iVIan  bemerkt  aber,  dass  die  Bildung  der  Klammerausdrücke  jetzt  nur 
Differentationen  nach  yi  .  -yr  verlangt,  also  nicht  gestört  wird,   wenn 
den  Grössen  %  . .  Um—r  allgemeine  aber  feste  Werte  beigelegt  werden, 
sodass  die  co^t  nur  noch  von  y^  .  .yr  abhängen. 
Wir  sehen  also  ein,  dass  sich  r  Ausdrücke 

r 

Wjf  =  ^>:<oj,{y,..yr)^^     a=l,  2..r) 
coustruieren  lassen,  zwischen  denen  keine  Relation  von  der  Form 
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^AyWJ-\---'-{-Cpr{y)Wrf=0 

besteht,  und  für  die  jedes 

r 

{WiW;)=:^^cj,,w,f 

1 

ist.  Die  erste  Eigenschaft  lässt  sich  auch  so  aussprechen:  Die  Deter- 
minante der  (Ojk{y)  ist  nicht  identisch  Null. 

Bezeichnen  wir  y^  .  .  yr  schliesslich  mit  a^  .  .  ar,  so  haben  wir  r 
Differentialausdrücke  vor  uns  von  der  Beschaffenheit  der  früheren 
Aif..Arf.  Die  Existenz  solcher  Äf  folgt  somit  aus  der  Existenz 
der  X'f. 

Hiernach  lässt  sich  unser  Satz  erheblich  einfacher  aussprechen. 
Um  ihn  nun  in  der  für  die  Gruppentheorie  bequemsten  Form  auszu- 
sprechen, führen  wir  den  Begriff  einer  infinitesimalen  Transformation 
ein*).  Wir  haben  nämlich  die  endlichen  Gleichungen  der  zu  den 
X/f  und  Ajf  gehörigen  Gruppe  mit  identischer  Transformation  durch 
Integration  des  simultanen  Systems  (24')  erhalten  und  bemerken 
dabei,  dass  zu  jeder  Gruppe  ganz  bestimmte  X/f  und  Ajf  wie  auch 
umgekehrt  zu  den  X/f  und  Ajf  eine  ganz  bestimmte  Gruppe  mit 
identischer  Transformation  gehört.  Andererseits  bemerkten  wir  schon 
in  §  3,  dass  zu  dem  System  von  Differentialgleichungen 

^i(x/. .  Xn')  =^ajk{a^  .  .  ar)  j^ 

(i=l,  2..«,    j=l,  2..r) 

nur  eine  bestimmte  Gruppe  mit  identischer  Transformation  gehört. 
Da  diese  Differentialgleichungen  in  ebenfalls  eindeutiger  Beziehung  zu 
den  X/f  und  Ajf  stehen,  so  folgt  also,  dass  die  Integrationsmethoden 
des  §  2  wie  des  §  3  zu  genau  derselben  Gruppe  mit  identischer  Trans- 
formation führen. 

Nach  §  2  können  wir  diese  Gruppe  durch  Integration  des  simul- 
tanen Systems 

^^^^  lli  =^ey|;i«-  •  O     («■=!,  2  . . «) 


*)  Wir  unterlassen  nicht,  hervorzuheben,  dass  wir  diesen  Begriff  streng  ge- 
nommen nicht  nötig  haben,  um  den  zweiten  Fundamentalsatz  auszusprechen.  Die 
obige  Einführung  dieses  Begriffes  soll  daher,  obgleich  wir  ihre  dem  Leser  nahe- 
liegende tiefere  Bedeutung  oben  andeuten,  nur  rein  formal  verstanden  werden 
als  bequeme  abkürzende  Ausdrucksweise. 
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mit  den  Anfangswerteu  Xi  . .  Xn  von  x/ .  .  Xn  für  ^  =  ^o  ^^^^  etwa 
^  =  0  finden.  Dabei  treten  e^t,  e^t . ,  Crt  als  die  Parameter  der  Gruppe 
auf.  Dies  simultane  System  steht  in  engem  Zusammenhang  mit  den 
Xj'f.  Es  erteilt  nämlich  einer  Function  /"von  ic/.  .  Xn  gerade  das  In- 
crement  UejX/f-  dt.     Wir  nennen  nun 


Xjf='^i^jiix^  .  .x„)  j^ 


IrTini  ^^^  Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation,  nämlich  derjenigen,  die 
Transform.  einer  beliebigen  Function  f  von  x^  .  .Xn  einen  unendlich   kleinen  Zu- 
wachs Xjf'  dt,  also  Xi  den  Zuwachs 

ÖXi  =  iji{Xi  ,  .Xn)  .dt 

erteilt.     Alsdann  kann  die  Integration   des  Systems  (31)  als  das  Er- 
gebnis einer  unendlich  oft  ausgeführten  infinitesimalen  Transformation 
2;'e;Xy/"  aufgefasst  werden,  bei  der  die  x^  .  .  Xn  schliesslich  in  x^' . .  Xn 
übergehen.     Wir  drücken  daher   den  Zusammenhang   der  Gruppe   mit 
er^eu'^^^von*^^'^  simultaueu  Systcm  (31)  dadurch  aus,  dass  wir  sagen:  Die  Gruppe 
TransfonM-*^^  ^^^  ^^**  i'^fi'^^il^simalen  Transformationen  UejXjf  erzeugt.     In  diesen 
tionen.    jjedeuteu  e^  .  .  er  beliebige  Constanten,   deren  Verhältnisse  allein   offen- 
bar in  Betracht  kommen.     UejXjf  stellt  also   gerade  oo'*~^  infinitesi- 
male Transformationen  dar,  da  ja  nach  dem  ersten  Fundamentalsatz 
keine  Relation  besteht  von  der  Form: 

2ejXjf=0 

mit   nicht   sämtlich   verschwindenden   constanten   Coefficienten  e^  .  .  er. 
unab-     Da  keine  solche  Beziehung  besteht,  so  nennen  wir  X,f. .  Xrf  von  ein- 

hängigkeit  .  -,       m  r 

von  inf.   ander  unabhängige  inpmtesimale  Transformationen. 

tionen.  Wir  macheu  endlich  hoch  darauf  aufmerksam,  dass  die  durch  In- 

tegration von  (31)  hervorgehende  Gruppe  ausser  der  identischen  auch 
zu  jeder  ihrer  Transformationen  die  inverse  enthält.  Zur  Transfor- 
mation 

xl=fi{x^  .  .  Xn,  ej  .  .  ert)     (i  =  1,  2  .  .  r), 

die  (31)  erfüllt,  ist  nämlich  die  Transformation 

Xi  —  Ti\P^i  '  '  '^"  >        ^1  >  '  •       ertj     (^i  —  1,  z  .  .  rj 

invers,  die  auch  (31)  erfüllt,  wenn  in  (31)  e^.  .Cr  mit  —  e, .  .  —  er  be- 
zeichnet werden. 

Nun   sprechen  wir   den   zweiten  Fundamentalsatz  in   der  uns    als 
„Hauptsatz"  aus  der  Ebene  von  früher  her  vertrauteren  Foroi  aus: 

Zweitor  Zweiter  Pundamentalsatz :     r  von  einander  unabhängige  in- 

taiiatz.   fimtesimale  Transformationen 
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n      . 

X,f  =  ^l,r(x,  ..x:)^       (.-  =  1,2..  r) 

erzeugen   dann   und  nur   dann   eine  r-gliedrige   Gruppe,   wenn 
die  Xif..  Xrf  paarweis  Delationen  von  der  Form 

r 

(X,  X,)  ^  '^Ci,,  Xsf     ii,]c=  1,2..  r) 

mit  Constanten  Coefficienten  ca*  erfüllen.  Diese  Gruppe  ent- 
hält die  identische  und  paarweis  inverse  Transformationen*). 

Es  ist  möglich,  durch  wesentlich  synthetische  Betrachtungen  den  zweiten  ti^J^e^b- 
Fundamentalsatz  zu  beweisen.  Dies  soll  hier  in  Kürze  angedeutet  wei'den.  leitung  des 
Der  aufmerksame  Leser  wird  bemerken,  dass  der  obige  analytische  Beweis  Fundamen- 
im  Grunde  genommen  denselben  Gang  einschlägt.  taisatzes. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  wir  die  Definition  einer  Gruppe  mit  iden-    Andere 
tischer  Transformation  in  einer  neuen  Weise  aussprechen  können,     oo''  ver-  "'^''eüiM°'^ 
schiedene  Transformationen   Ta  .  .  .    bilden  bekanntlich  eine  Gruppe,  wenn   Grippe- 
die    Aufeinanderfolge     TaTf,    auch    stets     eine    Transformation    Tc     dieser 
Schar  ist.     Die  l^Tf,  hängen  also  dann  auch  nur  von  r  wesentlichen  Para- 
metern ab.    Wenn  umgekehrt  die  TaTi,  nur  von  r  wesentlichen  Parametern 
abhängen  und  in  der  Schar  Ta  die  identische  Transformation  T„o  enthalten 
ist,  so  gehört  zunächst  zur  Schar  der  TaT^  auch  die  der  TaTa»  oder  also 
die  aller  Ta.     Da  beide  Scharen  von  r  Parametern  abhängen,  sind  sie  dann 
identisch,  d.  h.  jede  Aufeinanderfolge  TaT/,  ist  eine  Tc.     Also: 

Satz  4:  Eine  Schar  von  oo'"  Transformationen  Ta .  .  .,  tvelche  die 
identische  Transformation  enthält,  bildet  dann  und  nur  dann  eine  Gruppe, 
wenn  auch  alle  Transformationen  TaT^  nur  von  r  wesentlichen  Parametern 
abhängen. 

Wir    stellen    nunmehr    folgende    Betrachtung   an:    Ein    Inbegriff    vonTransforma- 
m  Punkten  eines  Raumes  von  n  Dimensionen  mit   den  Coordinaten  x^.  .Xn  m^ckeu.** 
sei   ein   m-Eck   genannt.     Es   möge   eine   Schar   von   oo*"  Transformationen 
Ta  vorliegen: 

(1)  Xi'=  fiixj^ .  .  a;„,  a, .  .  ar)     (i  =  1,  2  .  .  w). 

Indem  wir  sie  als  Transformationen  der  Punkte  {oc)  des  ebengenannten 
Raumes  in  die  Punkte  (a;')  dieses  Raumes  deuten,  finden  wir,  dass  die  Ta 
jedes  m-Eck  dieses  Raumes  in  neue  m-Ecke  überführeu.  Es  soll  im 
Folgenden  immer  nur  von  w- Ecken  allgemeiner  Lage  die  Rede  sein. 

Ein  einzelnes  m-Eck  nimmt  bei  unseren  oo''  Transformationen  (l) 
höchstens  oo*"  Lagen  an.  Zunächst  fragen  wir  uns,  was  im  Besonderen 
geschlossen  werden  kann,  wenn  ein  m-Eck  und  ein  (m  +  1)-Eck  allge- 
meiner Lage  beide  gleichviel,  etwa  oo?  Lagen  bei  Ausführung  aller  Trans- 
formationen Ta  annehmen.     Dabei  ist  nach  dem   eben  Bemerkten  9  <  r  zu 

*)  Der  von  Herrn  Schur  für  diesen  Lie'schen  Satz  gegebene  Beweis  untere 
scheidet  sich  nicht  wesentlich  von  dem  Lie'schen  Beweise. 
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setzen.  Da  das  m-Eck  bei  allen  oo''  Transformjutionen  nur  oo^  Lagen  an- 
nimmt, so  wird  es  jedesmal  von  oo''~P  Transformationen  in  dieselbe  neue 
Lage  gebracht.  Möge  das  (m -\-  1)-Eck  Pi..pm+i  also  bei  gewissen 
oo'—P  Transformationen  der  Schar  (l)  in  das  {m  -f-  l)-Eck  p^ .  . Pm+i  über- 
gehen. Bei  eben  diesen  oo''~C  Ti*ansformationen  geht  das  m-Eck  allge- 
meiner Lage  Pi..p,n  in  dasselbe  m-Eck  p^.  .pm  über.  Jene  oo''~"?  Trans- 
formationen T  also,  die  2>i  •  •  Pm  nach  p^  .  .Pm  führen,  bringen  auch  jeden 
Punkt  Pm+i  des  Raumes  nach  nur  einer  neuen  Stelle  Pm+i  hin.  Daher 
führen  alle  diese  oo'"~<;'  Transformationen  die  Punkte  des  Raumes  in 
gleicher  Weise  in  neue  Punkte  über,  d.  h;  sie  reducieren  sich  auf  nur  eine. 
Es  ist  demnach  q  =  r.     Somit  folgt: 

Satz  5:  Erteilt  eine, Schar  von  oo'"  Transformationen  einem  m-Eck 
und  einem  (m  -\-  l)-Eck  allgemeiner  Lage  gleicJiviele  und  zwar  oo?  ver- 
schiedene Lagen,  so  isf  q  =  r. 

Ein  m-Eck  erhält  sicher  nicht  mehr  Lagen  als  ein  (m  -f-  l)-Eck. 
Insbesondere  ein  1-Eck  erhält  mindestens  oo^  Lagen.  Wenn  ein  2 -Eck 
nur  oo^  Lagen  annimmt,  so  gilt  dasselbe  vom  1-Eck,  und  es  ist  nach 
unserem  Satze  r  =  1.  Ist  r  >  1,  so  nimmt  folglich  ein  2 -Eck  mindestens 
oo^  Lagen  an.  Erhält  ein  3 -Eck  dann  nur  oo^,  so  gilt  dasselbe  vom 
2 -Eck,  und  es  ist  nach  unserem  Satze  r  =  2,  u.  s.  w.  So  folgt:  Ist 
r  >  m,  so  nimmt  ein  m-Eck  sicher  mindestens  oo'"  Lagen  bei  den  T  an. 
Andererseits  wissen  wir,  dass  es  höchstens  oo''  Lagen  erhalten  könnte. 
Daher  muss  es  eine  Zahl  m^r  geben,  sodass  ein  m-Eck  gerade  oo'"  Lagen 
erhält.  Dasselbe  gilt  dann  vom  (m  -}-  1)-Eck  u.  s.  w.,  also  auch  vom 
r-Eck. 
Transform.  Satz    6:      Eine  Schar  von  oo''  Transformationen  erteilt   einem   r-Eck 

eines  r-Ecks.  j  r  7  •    j  t 

gerade  oo'^  verschiedene  Lagen. 

Jedes  (r  -\-  Ä;)-Eck  erhält  also  offenbar  auch   gerade  oo''  verschiedene 
Lagen. 
Transform.  Fassou  wir  uuu  ein   (r  -\-  l)-Eck  ins   Auge   und  betrachten   wir   die 

(r-fi)-Ecks.Lagen,  die  es  bei  allen  Aufeinanderfolgen  TaTi,  unserer  Transformationen 
erhält.  Erteilen  die  TaTb  ihm  gerade  oo'"  Lagen  (weniger  können  es  nicht 
sein),  so  erteilen  sie  auch  einem  r-Eck  gerade  oo'"  Lagen,  da  dies  schon 
bei  den  Ta  selbst  oo''  Lagen  erhält.  Besteht  die  Schar  der  TaTt,  aus 
00*  Transformationen,  so  folgt  also  aus  Satz  5,  wenn  darin  s  für  r,  r  für 
m  und  r  für  q  gesetzt  wird,  dass  die  Zahl  r  =  s  ist:  die  Schar  der  TaTt, 
besteht  dann  aus  gerade   oo''  Transformationen. 

Wenn  dagegen  die  TaTb  einem  (r  -f-  1)-Eck  mehr  als  oo''  Lagen 
geben,  so  ist  natürlich  die  Zahl  der  Transformationen  TaTf,  grösser  als  oo''. 

Um  hieraus  einen  neuen  Satz  zu  formulieren,  bemerken  wir  noch: 
Ein  (r-f-l)-Eck  nimmt  bei  Ausführung  der  Ta  selbst  oo''  Lagen  an. 
Wenn  es  bei  den  TaT^  nicht  mehr  Lagen  erhält,  so  ist  die  Schar  der 
oo'"  (r  -\-  l)-Ecke,  in  die  es  bei  den  Ta  übergeht,  gegenüber  jeder  Trans- 
formation Tb  invariant.  Dies  lässt  sich  auch  umkehren.  Somit  ergiebt 
sich  mit  Rücksicht  auf  Satz  4: 

Satz  7:  Eine  Schar  von  oo''  Transformationen  Ta,  welche  die  iden- 
tische Transformationen  enthält,  bildet  eine  r-gliedrigc  Gruppe  dann  und  nur 
dann,  wenn  alle  (r  -f-  1)-Ecke  sich  in  Scharen  von  je  oo'"  (r  -\-  l)- Ecken 
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in  solcher  Weise  verteilen,  dass  jede  dieser  Scharen  für  sich  bei  allen  Trans- 
formationen Ta  invariant  Ueibt. 

Betrachten  wir  jetzt  als  Schar  der  Ta  alle  endlichen  Transformationen, -^»»^ytiäche 
die  von  oo'"""^  infinitesimalen  Transformationen  tragung  des 

Ergebnis -res. 


^ej  Xjf='^^ej^ji{x^  --Xn)^ 


erzeugt  werden,  d.  h.  die  sich  ergeben  durch  Integration  des  früheren 
simultanen  Systems  (31).  Wir  wollen  dabei,  weil  wir  den  Veränderlichen 
nachher  neue  Indices  anhängen  müssen,  die  transformierten  Veränderlichen 
statt  mit  x^  .  .  xü  mit  Jj  .  .  5„  bezeichnen.  Unter  den  Ta  verstehen  wir 
folglieh  alle  <x>^  Transformationen  von  x^^.  .  Xn  in  Jj  .  .  ^n,  <3ie  sich  durch 
Integration  des  simultanen  Systems 

— ^L =  at      {i  =  1,   2  .  .  r) 


""j'ihA^v  -^n) 


1 


mit  den  Anfangswerten  iCj  .  .  a;„  von  x^  .  .x„  für  ^  =  0  ergeben.  Sie  haben 
als  Parameter  die  Grössen  e^f,  e^t .  .  Crt.  Offenbar  enthalten  sie  die  iden- 
tische Transformation  (für  ^  =  0).  Wenn  wir  nach  der  Integration  e^t..ert 
mit  «1  .  .  6r  bezeichnen,  so  kommen  als  Gleichungen  der  Transformationen 
etwa  diese: 

(32)-  Xi  =  fi{xi  .  .Xn,  e,  .  .  Cr)     (i  =1,  2  .  .n). 

Auf  diese  Schar  darf  daher  Satz  7  angewandt  werden.  Dies  thun 
wir,  indem  wir  den  Satz  7  ins  Analytische  übertragen. 

Es  mögen  x,^^\  .  xj'\  x^^^) .  .  XrP\  .  .  ic/'^+i)  .  .  a^^C'+D  die  (>•  +  l)n 
Coordinaten  der  Ecken  eines  (r  +  l)-Ecks  sein  und  X/^^f..  Z/'"+i>/'  das 
Symbol  Xjf,  aber  geschrieben  in  bez.  den  a;/^) .  .  r/'"+^^.  Alsdann  werden 
die  Ecken  des  (r  +  l)-Ecks  bei  der  Transformation  (32)  durch  die  Glei- 
chungen 

(33)  xP  =  fi{x('\  e),     ....  i^C-)  =  fi{x('-\  e) 

(i  =  1,  2  .  .  w) 

in  die  Ecken  x/-^\  .  .  ^,('')  übergeführt.  Offenbar  stellen  die  (r -f-  l)w  Glei- 
chungen (33)  die  von  den  00'"+^  infinitesimalen  Transformationen 

(34)  >7  e,  {X/^)f  +  Z,W/-+  .  .  +  Z/+1)/-)  =^ej  Ujf 

1  1 

erzeugten  endlichen  Transformationen  dar. 

Jedes  (r4-l)-Eck  a;/') .  .  a;/''+^)  kann  nun  in  einen  Punkt  eines 
Raumes  von  (r  -}-  l)  n  Dimensionen  mit  den  Coordinaten  x^^'-K  .  Xn^^\  .  .  ., 
Xj^'''' .  .  x^y^  abgebildet  werden.  Die  in  Satz  7  ausgesprochene  invariante 
Zerlegung  der  Zahl  aller  {r  -\-  l)-Ecke  in  Scharen  von  je  oo''  stellt  sich 
in   diesem   ßaame   dar   als   eine   gegenüber  den  Transformationen  (33)  in- 
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Variante  Zerlegung  des  neuen  Raumes  in  Mannigfaltigkeiten  von  r  Dimen- 
sionen. Eine  solche  Zerlegung  wird  durch  (r  -f-  l)  n  —  r  Gleichungen  von 
der  Form 

(pt(x^W .  .  a;„('-+i))  =  Const.     (t  =  1,  2  .  .  (r  +  l)n~r) 

dargestellt.  Es  muss  also  vermöge  (33)  jedes  g>t,  geschrieben  in  den  x, 
sich  auf  eine  Constante  reducieren,  sobald  alle  qo«,  geschrieben  in  den  x, 
gleich  denselben  Constanten  gesetzt  werden,  d.  h.  es  muss  jedes  <pt{x) 
identisch  gleich  q)t(x)  werden.  Mit  anderen  Worten,  da  die  Gleichungen  (33) 
durch  Integration  des  simultanen  Systems 

dxM 
__ '- =  dt      (i=l,  2..W,     v  =  l,  2..r+l) 


^e^^j.ix,ir)  .  .  5^(.0) 


hervorgehen,  und  da  dies  simultane  System  der  linearen  partiellen  Differen- 
tialgleichung 

111  ' 

oder  nach  (34)  kürzer 

r 

1 

äquivalent  ist,  so  müssen  die  (Pt{x)  Lösungen  dieser  Differentialgleichung' 
sein.  Satz  7  kann  also,  da  e^  .  .  Cr  ganz  beliebige  Constanten  bedeuten,  so 
ausgesprochen  werden : 

Die  Gleichungen  (32)   stellen   dann   und   nur   dann   eine   Gruppe    dar, 
wenn  die  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 

UJ=0, Urf=0 

oder  also  diese: 

X^f  -f  XpH  +  •  •  +  X/'-+i)/-  =0      (i  =  1,  2  .  .  r) 

gerade  (r  -|~  1)  w  —  r  gemeinsame  von  einander  unabhängige  Lösungen 
fpr  besitzen.  Diese  r  von  einander  unabhängigen  Gleichungen  enthalten 
(r -\-  1)  n  unabhängige  Veränderliche,  haben  also  überhaupt  (r -\-  l)n  —  r 
gemeinsame  Lösungen  dann  und  nur  dann,  wenn  sie  ein  vollständiges 
System  bilden,  d.  h.  wenn  jedes 

r 

{Uj  Ur)  =^  rpjrs  UJ      (j,  V  =  1,  2  .  .  r) 
1 

ist.  Die  ijfjvs  bedeuten  zunächst  ii'gend  welche  Functionen  der  Veränder- 
lichen.    Nun  folgt  sofort  hieraus 

r 

1 
ähnlich  wie   oben   bei  Gelegenheit  der  Wjf.     Daraus   schliesst   man   leicht, 
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dass  die  '^tj^g  bloss  Constanten  Cj^g  sind,  und  kommt  so  zu  den  notwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen 

r 

{Xj  Xr)  ^  y^f  Cjyg  X,  /; 
1 
wie  im  zweiten  Pundamentalsatz, 


§  4.     Der  dritte  Fundamentalsatz. 

Nach  dem  zweiten  Fundamentalsatze  erzeugen  r  von  einander  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen 

n 

X,/-  =  2i,v(^,   •  •  ^n)^        {i  =   1,    2.  .V) 
1  * 

dann  und  nur  daun  eine  Gruppe,  wenn  die  X,/"  paarweis  Relationen 
erfüllen  von  der  Form: 

r 

(35)  (X,X,)  =^CiUsX,f     (i,  h=\,2..r). 

Die    in    diesen  Formeln    auftretenden   Constanten  Ciks  erfüllen   gewisse  Koiationen 
Relationen,  die  wir  schon  früher,  in  der  Ebene  (in  §  3  des  12.  Kap.)   den  c-.j., 
abgeleitet  haben.    Wenn  wir  nämlich  wie  damals  die  Jacobi'sche  Iden- 
tität bilden: 

((Z,-X,)XO  +  {{X,X,)X,)  +  {{X^X,)X,)  =  0 
und  vermöge  (35)  ausrechnen,  so  ergeben  sich  die  Relationen: 

r 

(36)  ^jjCjksCsit  +  CklsCsit  +  ClüCskt)  ==  0 

1  • 

(^■,  k,  l,  t=l,2  ..r). 
Da  ferner  offenbar 

(X,ZO  +  (X,X.)  =  0 
ist,  so  ist  überdies 

(37)  Cm  +  Ckii  =0     (i,  Je,  1=1,  2  ■'  r). 

Es  ist  daher  sicher,  dass  zu  gegebenen  Constanten  Ca,  sicher 
dann  keine  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  X^f. .  Xrf 
existieren  können,  die  Relationen  von  der  Form  (35)  erfüllen,  wenn 
zwischen  den  gegebenen  Grössen  c,*,  nicht  alle  Relationen  (36)  und 
(37)  bestehen. 

Es  gilt  nun  aber  auch  umgekehrt  der  Satz,  dass  das  Erfülltsein 
der  Relationen  (36)  und  (37)  seitens  der  Constanten  c^,  hinreicht,  um 
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daraus  die  Existenz  von  r  von  einander  unabhängigen   infinitesimalen 
Transformationen  mit  den  Relationen  (35)  zu  erschliessen. 

Die  Existenz  der  Relationen  (36)  und  (37)  bei  einer  Gruppe  und 
die  soeben  angedeutete  Umkehrung  bildet  den  Inhalt  des  dritten  Fun- 
damentalsatzes, den  wir  bequemer  formulieren  können,  wenn  wir  den 
Zusammen- schon  früher,  in  der  Ebene,  eingeführten  Begriff  der  Zusammensetzung 
einer  Gruppe  benutzen.  Da  die  c«,  die  Coefficienten  sind  in  den  Aus- 
drücken, die  ergeben,  wie  sich  die  (XjX*)  aus  den  r  infinitesimalen 
Transformationen  X^f.  .  Xrf  der  Gruppe  linear  zusammensetzen,  so 
sagen  wir,  dass  diese  Coefficienten  Cnis  die  Zusammensetzung  der 
Gruppe  bestimmen.  Man  bemerkt,  dass  die  Anzahl  dieser  Constanten 
und  ihre  Relationen  (36)  und  (37)  von  der  Anzahl  n  der  Veränder- 
lichen ganz  unabhängig  sind. 

Nun  lautet  der  in  Rede  stehende  Satz  so: 
Dritter  Dritter  Fundamentalsatz:    r^  Constanten  c.jt,  bestimmen  dann, 

taiaatz.    aber  auch  nur  dann  die  Zusammensetzung  einer  r-gliedrigen 
Gruppe,  wenn  sie  die  Relationen  erfüllen: 

Cm  +  Ckii  =  0, 

r 

^f  {Ci,,,C,it  +  CuiCiit  -f  CiuC,kt)  =  0 

(i,  k,  l,  t=l,  2  ..r). 

Wir  werden  für  das  noch  zu  Beweisende,  dass  nämlich  zu  Con- 
stanten Ciks  niit  diesen  Relationen  auch  immer  wenigstens  eine  r-gliedrige 
Gruppe  mit  der  von  den  C/k,  bestimmten  Zusammensetzung  gehört, 
einen  rein  analytischen  Nachweis  erbringen,  indem  wir  r  von  einander 
unabhängige  infinitesimale  ^Transformationen  Xj/".  .  Xrf  construieren, 
für  welche  die  Beziehungen  (35)  bestehen.  Dieser  Beweis  könnte  aber 
Lesern,  welche  die  Lie'sche  Theorie  der  Functionengruppen  nicht 
kennen,  künstlich  erscheinen.  Aus  diesem  Grunde  und  auch  deshalb, 
weil  sich  die  zweite  Hälfte  des  dritten  Fundamentalsatzes  nicht  als  so 
wichtig  zeigen  wird,  wie  die  erste  Hälfte,  geben  wir  den  Beweis  hier 
in  kleinerem  Druck.  Doch  heben  wir  ausdrücklich  hervor,  dass  zum 
Verständnis  des  Beweises  nur  elementare  Kenntnisse  erforderlich  sind. 
Aus  der  Theorie  der  Berührungstransförraationen,  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  und  der  Functionengruppen  wird 
also  gar  nichts  als  bekannt  vorausgesetzt, 

'^T^ul/dog          Es  seien  also  r^  Constanten  c^-,  vorgelegt,  die  den  Bedingungen  (36) 

3.  Funda-  und    (37)    genügen.      Unter    H^,    U^  .  .  Hr    sollen    nun    r    veränderliche 

satzeB.     Grössen  und  unter  ?7,  F,  W  u.  s.  w.  Functionen  dieser  Grössen  verstanden 
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werden.      Alsdann    definieren    wir    einen   Ausdruck  \ÜV\    allgemein    durch    ^^j^**^ 
die  Formel: 


(38)  \uv\  =2^  ^afi;;^^,,;^,, , 

sodass  insbesondere 

r 

(39)  \HiH,\=^scasn, 

1 

und  nach  (36)  \UV\  ^  —  l^^l  is*-  ^^^  wollen  beweiseo,  dass  stets  die 
Identität  besteht: 

(40)  \\UV\W\  +  \\VWlü\  +  \\WU\V\  =  0,  Ei^-uge. 

Identität. 

sobald  Z7,  V,  W  irgend  welche  Functionen  von  H^  .  .  Hr  sind.  Zu  diesem 
Zwecke  zeigen  wir,  dass,  sobald  diese  Identität  für  zwei  gegebene  Functionen 
U,  V  und  eine  beliebige  Hk  gilt,  sie  auch  für  eben  jene  Z7,  V  und  eine 
ganz  beliebige  Function  W  gilt.     Es  sind  nämlich 

1 

|F/-l=2|FJ5r..i^ 

1 

Symbole  zweier  infinitesimaler  Transformationen  in  den  Veränderlichen 
1/j  .  .  Hr.  Bildet  man  also  nach  bekannter  Regel  den  Klammerausdruck, 
so  kommt,  da  dieser  bekanntlich  frei  von  den  zweiten  partiellen  Differen- 
tialquotienten von  /"ist: 

(41)  \ü\Vf\\-\V\Uf\\=^[\U\VH,\\-\V\UH,\\]^^' 

1 

Gilt  nun  die  Formel  (40)  für  die  betrachteten  Functionen  Z7,  V  und  jedes 
JET,-,  so  ist 

\\UV\H,\  =  \U\rH,\  -  \V\ÜH,\\, 

also  nach  (41): 

\U\Vf\\-\V\üf\\=^i\\UV\H,\^  =  \\üV\f\, 
1 

d.  h.  dann  gilt  die  Formel  (40)  auch  für  Z7,  V  und  eine  beliebige  Func- 
tion f  von  H^  .  .  Hr.  Nun  aber  gilt  die  Formel  (40)  für  je  drei  der 
Grössen  H^  etwa  fl»-,  E.k  und  i?/,  da 


\\HiHj,\Hi\='^^  ca,c,uHt 


ist  und  die  Relationen  (37)  zwischen  den  Constanten  Cn,  bestehen.  Infolge 
dessen  gilt  die  Identität  auch  für  zwei  der  Hi  .  .  Hr  und  eine  beliebige 
Function   U  von  iZj  .  .  Hr,   also   etwa   für   U,  Hi  und  H^.     Hieraus   folgt 
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weiter,  dass  sie  auch  für  CT",  Hi  und  eine  beliebige  Function  V  von  H^.Hr 
und  endlich,  dass  sie  auch  für  drei  beliebige  Functionen  C/",  7,  W"  von 
H^  .  .  Hr  besteht.  Von  der  somit  bewiesenen  Identität  (40)  machen  wir 
nachher  Gebrauch.  , 

Wir  suchen  jetzt  eine  Function  f  so,  dass  identisch 
wird.     Diese  Bedingung  ist  nichts  anderes  als  die  Differentialgleichung 

die  sich  stets  befriedigen  lässt,  wenn  nicht  die  linke  Seite  identisch  Null 
ist,  d.  h.  alle  \H^Hk\  gleich  Null  sind.  Von  diesem  Ausnahmefall  sehen 
wir  vorerst  ab.  Es  giebt  also  eine  Function  /",  für  die  \Hif\  gleich  Eins 
ist.     Wir  nennen  Hy  jetzt  P^  und  diese  Function  /"jetzt   X^,  sodass  mA 

(42)  li'i^il^l  * 

ist.  Sodann  suchen  wir  Functionen  f  von  H^  .  .  Hr,  welche  die  beiden 
Differentialgleichungen : 

(43)  A,f=\PJ\=0,     A^f=\XJ\=0 

erfüllen.  Diese  Gleichungen  sind  von  einander  unabhängig,  denn  die  An- 
nahme f^Py  erfüllt  die  erste,  aber  nicht  die  zweite.  Sie  bilden  ein 
zweigliedriges  vollständiges  System,  weil: 

AiAf)  -  A,{ÄJ)  =  \P,\XJ\\  -  \X,\PJ\\, 

d.  h.  nach  der  Identität  (40)  und  nach  (42) 

A,(Ä,f)  -  A,(AJ)  =  \\PMf\  =  \l,f\  =  0 

ist.  Das  System  (43)  in  den  r  Veränderlichen  H^  .  .  Hr  hat  folglich  r  —  2 
von  einander  unabhängige  Lösungen,  die  wir  für  den  Augenblick  mit 
H^ .  .  Hr—2  bezeichnen. 

Es   besteht   keine   Relation    zwischen  Pj,  X^,  H^' .  .  H'r—^^   denn    ent- 
weder enthielte  sie  P^,  sodass 

P,  =  Ä(Z„    H^..H'r-i) 

und  daher 

wäre,  was  absurd  ist,  da  die  linke  Seite  gleich  1,  die  rechte  gleich  Null 
ist,  oder  aber  es  wäre  X^  eine  Function  von  Hy.  .  Hr^2  allein,  also 
Lösung  von  (43),  was  in  Widerspruch  mit  (42)  steht.   Endlich  ist  nach  (40) 

\P,\HfH/\\  =  \\H/P,\H;\-\-\\P,n/\H/\, 
mithin,  da 

|P,///|  =  |P,ff,'i=0 
ist: 
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\p,\mH/\\  =  o. 

Analog  folgt 

\x,\h;h/\\  =  o. 

Demnach  erfüllen  auch  die  \HiHj\  das  vollständige  System  (43)  und  sind 
infolgedessen  Functionen  von  if/.  .  S'r—2  allein. 

Also  haben  wir  gefunden: 

Giebt  es  unter  den  \H^Hk\  oder  —  was  offenbar  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt —  unter  den  \HiHk\  auch  nur  einen  einzigen  nicht  identisch  ver- 
schwindenden Ausdruck,  so  giebt  es  r  von  einander  unabhängige  Functionen 
Xj,  Pj,  jffj'.  .  Hr—2  von  Hl  .  .  i/r,  welche  die  Relationen 

\pM  =  i,    \Pih;\  =  o,    \Xih;\  =  o 

(i=l,  2..r-2) 

erfüllen,  während  die  \H/Hj\  Functionen  von  H^  .  .  II'r  —  2  allein  sind. 

Um  dieses  Ergebnis  abzuleiten,  haben  wir  nur  davon  Gebrauch  ge- 
macht, dass  die  \IIiIIi;\  sich  durch  die  H^  .  .  Hr  ausdrücken  und  für  be- 
liebige Functionen  der  H^^  .  .  Hr  die  Identität  (40)  besteht.  Man  erkennt, 
dass  eben  diese  Thatsachen  auch  für  H^  .  .  Hr—2  richtig  sind.  Wir  können 
also  für  diese  genau  dieselben  Schlüsse  machen.  Dadurch  ergiebt  sich: 
Es  giebt,  sobald  nicht  alle  \Hi H/\^  0  sind,  r  —  2  von  einander  unab- 
hängige Functionen  Xg,  P2,  Bj".  .  -H^_4  von  .ff/.  ,  Hr—2  derart,  dass 

\p^x,\  =  i,    \p,h;'\  =  o,     \X,Hj"\^0 

(i=l,  2..r-4) 

ist,  während  die  \Hi"H/'\  Functionen  von  H^".  .  Hr—i  allein  sind. 

Dieselbe  Schlussweise  können  wir  immer  wieder  anwenden,  bis  wir 
schliesslich  zu  Functionen  iy(3+i)  gelangen,  für  die  alle  \Hi^^+^W/i+^^^0 
sind.  Diese  bezeichnen  wir  dann  mit  Pg+i,  Pq+2  •  •  •  Es  ist  auch  mög- 
lich, dass  wir  bei  jedem  neuen  Schritte  ein  Paar  P,  X  erhalten,  für  das 
\PX\  =  1  ist. 

Also  ergiebt  sich  im  Ganzen: 

Es  existieren  r  von  einander  unabhängige  Functionen  Pj.-P,,  Pq^i..Pm 
und  X^  .  .  Xq  von  H^  .  .  Hr  derart,  dass  erstens  natürlich  m  -\-  q  =  r  und 
ausserdem  allgemein : 

i\PiXi\  =  l,      lPiZ*l  =  0  für  i  +  A;, 

^     ^  \\PiPk\  =  0,      \XiXk\  =  0 

ist.  Die  Annahme  q  ==  0  würde  insbesondere  dem  Fall  entsprechen,  dass 
alle  Ciks  ==  0  wären. 

Umgekehrt  fassen   wir  nun   alle  H^  .  .  Hm\.q  sowie  f  als  Functionen  Neue  ver- 
von  P^  .  .  Pm^  Xi  .  .  Xq  auf  und  haben  zunächst:  x,  i>. 

ajff.  df  dH.  df  \ 

+  äx:äP' •^■'"^'1 +ä^äz,  l^^^'lj' 
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Inflnitesim. 

Trans- 
formationen 


Hierin  sind  die  Summen  über  j  und  l  immer  bis  m  bez.  q  zu  erstrecken, 
je  nachdem  j  oder  l  Indices  von  den  P  oder  den  X  sind.  Nach  (44) 
reduciert  sich  dieser  Ausdruck,  den  wir  von  jetzt  ab  mit  Aif  bezeichnen, 
bedeutend : 

'äff.    df        ^ss.   df 


Da  nun  nach  (40) 


(i=l,2..r). 


|fl,lF,/||  -  l^.l^.f II  =  \\BtS,\f\ 


ist,   so  bestehen  zwischen  den  A^f .  .  Arf  wegen  (39)   paarweis  Relationen 
von  der  Form: 


(45) 


Ai{A,f)  -  Ak{Aif)  =^sca.A,f 
1 
{i,  Ä==l,  2..r). 


Die  A^f.  .  Arf  sindi  infinitesimale  Transformationen  in  den  r  Veränderlichen 
Pj  .  .  P„j,  Xj  .  .  Xq.  Sie  erzeugen,  weil  zwischen  ihnen  die  Relationen  (45) 
bestehen,  nach  dem  zweiten  Fundamentalsatz  eine  Gruppe  und  zwar  ent- 
hält die  Gruppe  gerade  soviele  von  einander  unabhängige  Transfoi-mationen, 
als  unter  den  Ausdrücken 

^iAf-\ \- er  Arf 

von  einander  unabhängige  enthalten  sind. 
Wir  bemerken  nun,  dass 


df 


\B,f]=^.\H,m\^=^.^, 


Ciks  Hg 


IL 

dB, 


ist.     In  den  Veränderlichen  H^  .  .  Hr  geschrieben  sind  daher  die  A^f..Arf 
infinitesimale  lineare  und  homogene  Transformationen: 


(46) 


Aif  = 


df 
CiksHg  ^j^     (*  =  1,  2  .  .  r). 


Besteht  zwischen  ihnen  eine  Relation  mit  constanten  Coefficienten   e^  .  .  e^ : 
e,AJ-{--^--i-  erArf=0, 


so  ist  auch  der  Klammerausdruck: 

r 


^^.-^M    f 


daher  insbesondere  jedes 

r 

^eiHi,  Hk 


=  0, 


=  0     (k=  1,  2..»-). 


Hieraus  folgt  rückwärts,  da  f  nur  von  U^  .  .  Hr  abhängt,  die  vorhergehende 
Relation,  also  auch  ZeiAifl^  0. 
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Wir  erkennen  somit:  Wenn  es  keine  r  nicht  sämtlich  verschwindende 
Constanten  e^  .  .  er  giebt  derart,  dass  |Ze,Ä,-,  H/c\  für  Je  =  1,  2  .  .  r  stets 
Null  ist,  so  giebt  es  gerade  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  (46),  die  eine  lineare  homogene  Gruppe  in  den  Veränder- 
lichen H^  .  .  Hr  erzeugen,  deren  Zusammensetzung  von  den  Ciks  bestimmt 
wird.    Diese  Aif  lassen  sich  nach  (46)  sofort  ohne  Integration  hinschreiben. 

Ist  2  =  w,  also  die  Zahl  der  X^  .  .  X^  gleich  der  Zahl  der  P^.  .  Pm, 
so  haben  die  r  Differentialgleichungen 

\H^f\  =  0,     ..\Hrf\=0, 
die  ja  äquivalent  sind  mit  diesen: 

\Xjf\=0     (i=l,  2..q) 
»       \Pjf\  =0     0'=1,  2..m) 
oder  nach  (44)  mit  den  2^  Gleichungen: 

(47)  äl5  =  ^'      ^==^      (i=l,  2..2), 

keine  gemeinsame  Lösung  f.     Es  existiert  dann  kein  Ausdruck  2eiHi,  der 
mit  Hl  .  .  Hr  combiniert  stets  Null  liefert.     In  diesem  Fall  ist  mithin   die 
von  Aif..Arf  erzeugte    lineare    homogene    Gruppe    von    der   gewünschten '■■?^^^''"8® 
Zusammensetzung  gerade  r-gliedrig.  homogene 

Ist  q  <im,  so  besitzen  die  Gleichungen  (47)  zwar  Lösungen.     Es  ist      "^pp^- 
aber   möglich,    dass   sich   unter   ihnen  keine  von  der  Form  SeiHi  befindet, 
dass  also  auch  dann  noch  die  Ä^f.  .  Arf  eine  r-gliedrige  lineare  homogene 
Gruppe  von  der  gewünschten  Zusammensetzung  erzeugen. 

Um  jedoch  für  g  <  m  in  allen  Fällen  sicher   zum  Ziele   zu   gelangen.AUgemeiner 
benutzen  wir  2  m  Veränderliche  ^*^^' 

Xj   ,  .  Xj,     Xg.^1  .  .  Xot,    Pi  .  .  Pnii 

und  es  sollen  Hy_.  .  Hr  die  früher  betrachteten  Functionen  von  Xj . .  Xj  und 
P^  .  .  Pm  sein.  Bedeuten  J7,  V  u.  s.  w.  sowie  f  Functionen  von  allen  2m 
Veränderlichen,  so  führen  wir  das  Symbol  ein: 

Es  liegt  dann  nahe  zu  vermuten,  dass  auch  jetzt  noch  die  Identität  besteht; 

{{UV)  W)  +  i{VW)  U)  +  {{WU)  V)  =  0. 
Man  kann  dies  bekanntlich  durch  Ausrechnung  bestätigen.    Setzen  wir  nun 

{H,f)~Buf     (Ä:=l,  2..r), 
so  folgt  hieraus  wie  früher,  dass 

r 

Bi{B,f)  -  Bk{Bif)  =^cn,B,f 

X 

(i,  fc  =  1,   2  .  .  r) 

Lie,  Continnierliche  Gruppen.  26 
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ist.  B^f .  .  Bff  sind  infinitesimale  Transformationen  in  den  2m  Veränder- 
lichen Xj  .  .  X„,,  P^  .  ,  P„,  und  erzeugen  der  letzten  Eelationen  halber  naoh 
dem  zweiten  Fundamentalsatze  eine  Gruppe  von  der  gewünschten  Zu- 
sammensetzung. Sie  ist  auch  gerade  r-gliedrig,  denn  wäre  für  nicht  sämt- 
lich verschwindende  Constanten  e^  .  .  e,. 

e^BJ-i ^erBrf=0, 

also  für  jede  Function  f  von  Xj  .  .  X^,  Pj  .  .  P„^ 

CiHi,  f\=0, 
so  würde  die  Annahme  f^X^,  Xg  .  .  X„j,  P^  .  .  P„j  liefern,  dass  alle 

r  r 

—  0,      -i^^-=0      (i  =  l,  2.  .m) 


dx.      — '  dP, 

wären.  UciHi  müsste  also  eine  Constante  sein,  was  aber  deshalb  un- 
möglich ist,  weil  H^  .  .  Hr  von  einander  unabhängige  Functionen  von 
Xi  .  .  X„  Pi  .  .  P«  sind. 

Wir  können  also  stets  eine  r-gliedrige  Gruppe  construieren,  deren  Zu- 
sammensetzung durch  die  gegebenen  Constanten  Ciks  bestimmt  wird.  Man 
erkennt,  dass  die  Bestimmung  dieser  Gruppe  im  allgemeinen  Fall  nur  die 
Integration  vollständiger  Systeme  verlangt,  nämlich  jener  Systeme,  durch 
die  Xj  .  .  Xj,  P,  .  .  P„j  als  Functionen  von  H^  ,  .  Hr  definiert  wurden*). 


§  5.     Allgemeiner  Überblick. 

Die  drei  Fundameutalsätze,  insbesondere  der  erste  und  zweite, 
setzen  uns  in  den  Stand,  folgende  allgemeine  Bemerkungen  über  end- 
liche continuierliche  Transformationsgruppen  zu  machen: 

Der  erste  Fundamentalsatz  zeigte,  dass  mit  einer  r-gliedrigen  con- 
tinuierliclien  Gruppe  in  n  Veränderlichen  mit  der   identischen  Trans- 


*)  Der  erste  Teil  des  dritten  Fundamentalsatzea,  dass  bei  vorgelegter  Gruppe 
die  Relationen  (36)  und  (37)  zwischen  den  c.j^^  bestehen,  lässt  sich  nicht  einfacher 
beweisen,  als  es  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  geschehen  ist,  nämlich  mit  Hülfe 
der  Jacobi'schen  Identität.  Den  Beweis  für  die  Umkehrung  hat  dagegen  Herr 
Schur  auf  kürzerem  Wege  erbracht,  indem  er  direct  Potenzreihen  füi*  die  in- 
finitesimalen Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  der  Zusammen- 
setzung Cj.^  aufstellte.  Die  Entwickelungen  des  Textes  leisten  aber  mehr,  indem  sie 
unter  Anderem  unmittelbar  zeigen,  dass  man  durch  Integration  gewöhnlicher  Diffe- 
rentialgleichungen Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  finden  kann.  An  einer 
anderen  Stelle  hat  Lie  gezeigt,  dass  die  Integration  dieser  Differentialgleichongen 
im  ungünstigsten  Falle  nur  nur  noch  Quadraturen  verlangt.  (Siehe  Berichte  der 
Sachs.  Gesellsch.  der  Wissenschaften  1889.) 
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Formation  gewisse  n-r  Functionen  ^ß(x^..Xn)  zusammenhängen  derart, 
dass  die  Integration  der  Gleichungen 

mit  den  Anfangsbedingungen  Xi==  Xi  für  a^  ==  ük^  die  endlichen  Glei- 
chungen der  Gruppe  liefert.  Wir  sahen,  dass  sich  anstatt  der  Para- 
meter a^  .  .  ttr  neue  Parameter  k^t . .  Irt  —  die  wir  jetzt  mit  e^t . .  Crt 
bezeichnen  wollen  —  so  einführen  lassen,  dass  die  endlichen  Glei- 
chungen der  Gruppe  insbesondere  die  Dijfferentialgleichungen 

-^  =^*  Ci^kiiXi'.  .x„)     {i=l,  2  .  .n) 
1 

mit  den  Anfangsbedingungen  xl  =  Xi  für  etwa  ^  =  0  erfüllen. 

Vergegenwärtigen   wir   uns   nun,    dass   jede   infinitesimale  Trans- 
formation 

8x^  =  rii {x^  .  .Xn)dt,     dXn  =  rjn(xi .  .Xn)St 

eine  eingliedrige  Gruppe  erzeugt,  deren  endliche  Gleichungen  durch 
Integration  des  simultanen  Systems 

7—7 ^    =     .    .    .    = ;— =    dt 

mit  den  Anfangsbedingungen  Xi  =  x^^,  ..Xn  =  x„  für  ^  =  0  hervor- 
gehen, so  können  wir  diesen  im  vorigen  Paragraphen  schon  angedeu- 
teten Satz  so  aussprechen: 

Satz  8 :     Die  endlichen  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
mit  den  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 

X,f=^Ui{x,..x„)~     (Ä:==l,  2..r) 
1  ' 

lassen  sich  in  00''—^  eingliedrige  Untergruppen  ^kC/:Xkf  anordnen. 

1 
Dabei  nennen  wir  wie  schon  gesagt  X^f.  .  Xrf  von  einander  unab- 
hängig, sobald  es  keine  lineare  Relation  zwischen  ihnen  mit  nicht  sämt- 
lich verschwindenden  constanten  Coefficienten  giebt.  Nach  dem  zweiten 
Hauptsatze  können  wir  kurz  von  der  „Gruppe  Xj/".  .  X^f"  sprechen,  Gruppe 
sobald  die  X^f.  .  Xrf  paarweis  Relationen  mit  constanten  Coefficienten 
c.i,  erfüllen: 

r 

(Z,X,)  =^Ca.X,f     {i,lc  =  l,2..r). 
1 

Beispiel:     Betrachten    wir    alle    Bewegungen    des    gewöhnlichen  Beispiel. 
Raumes,  alle  die  Transformationen  also,  die  den  starr  gedachten  Raum 

26* 
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in  eine  andere  Lage  überfuhren.  Offenbar  bilden  sie  eine  Gruppe, 
welche  die  identische  und  paarweis  inverse  Transformationen  enthält. 
Bekanntlich  ist  jede  infinitesimale  Bewegung  eine  infinitesimale  Schrau- 
bung, und  jede  infinitesimale  Schraubung  erzeugt  offenbar  eine  ein- 
gliedrige Gruppe  von  Schraubungen  um  dieselbe  Axe  mit  gleicher 
Steighohe.  Aus  unserem  Satze  folgt  also  sofort  einer  der  Hauptsätze 
der  Kinematik:  Jede  endliche  Bewegung  des  Raumes  lässt  sich  durch 
eine  bestimmte  Schraubung  um  eine  bestimmte  Axe  ersetzen. 

Es  bedarf  nun  keines  Nachweises,  dass  die  allgemeinen  Sätze  über 
Gruppen,  die  wir  in  der  zweiten  Abteilung  ableiteten,  mit  den  ent- 
sprechenden Verallgemeinerungen  auch  für  Gruppen  in  beliebig  vielen 
Veränderlichen  gelten.  So  lauten  z.  B.  die  endlichen  Gleichungen  der 
von  den  infinitesimalen  Transformationen  X^f.  .  Xrf  erzeugten  r-glie- 
drigen  Gruppe: 

r  r 

Xi'=  Xi  -{-^kßkXkXj  -f  YTTy'^^ekeiXkXiXi  -\ 

1  1 

(vgl.  §  2  des  7.  Kap.),  indem  eine  Function  fipc^ . .  ic„)  allgemein  über- 
geht in : 

r  r 

f"=f-{-^kekX^Xi  -f  ^-^^^k^ekeiXkXif-] . 

1  1 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  wir  später,  namentlich  in  den 
Beispielen,  statt  ^-^  •  •  ^-^  häufig  abkürzend  Pi  .  .  Pn  schreiben,  ent- 
sprechend in  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  kurz  p,  q,  r  statt  ^,  ^,  ö- 
setzen.  Eine  Verwechselung  von  r  ^  ^  mit  der  Gliederzahl  r  einer 
Gruppe  ist  dabei  nicht  zu  befürchten. 
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Transitivität,  Invarianten  nnd  invariante  Gleichnngensysteme. 

Eines  der  wichtigsten  Probleme  der  Gruppentheorie  ist  das,  die 
hei  einer  Gruppe  invarianten  Functionen  und  Gleichungensysteme  zu  be- 
stimmen.    Handelt  es  sich  z.  B.  um  die  ebenso  schwierige  wie  wichtige 
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Aufgabe,  zu  untersuchen,  ob  eine  gegebene  Gruppe  durch  Änderung 
der  Veränderlichen  und  Parameter  in  eine  andere  gegebene  Gruppe 
übergeführt  werden  kann,  —  eine  Aufgabe,  die  wir  im  nächsten  Kapitel 
besprechen  werden  — ,  so  kommt  die  Lösung  dieses  Problems,  wie  wir 
sehen  werden,  im  wesentlichen  darauf  hinaus,  die  bei  einer  gewissen 
Gruppe  invariätaten  Gleichungensysteme  zu  finden.  Auch  viele  andere 
wichtige  Probleme  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  und  der 
Geometrie  führen  auf  die  Untersuchung  der  invarianten  Gebilde  zurück. 
Wir  werden  die  Bestimmung  der  Invarianten  und  invarianten 
Gleichungensjsteme  für  Gruppen  in  drei  Veränderlichen  genau  durch- 
führen, dagegen  für  die  Verallgemeinerung  auf  den  Fall  von  n  Ver- 
änderlichen nur  das  Ergebnis  formulieren.  Diese  Verallgemeinerung 
bietet  nämlich  solchen  Lesern,  die  mit  dem  Räume  von  n  Dimensionen 
zu  operieren  wissen,  keine  Schwierigkeiten. 


§  1.     Die  einem  Punkte  zugeordnete  kleinste  invariante 
Mannigfaltigkeit. 

Angenommen,  es  liege  in  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  z,  die  wir 
als  gewöhnliche  Punktcoordinaten  des  Raumes  deuten,  eine  r-gliedrige 
Gruppe  vor.     Es  seien  Ta,  Tt,  . .  .  die  Transformationen  dieser  Gruppe. 

Führen  wir  alle  Transformationen  der  Gruppe  auf  einen  Punkt  p 
des  Raumes  (x,  y,  z)  aus,  so  wird  er  im  Allgemeinen  in  unendlich 
viele  Punkte  (p)  Ta,  {p)  Ti, .  .  .  übergeführt,  die  eine  continuierliche 
Mannigfaltigkeit  bilden,  da  die  Gruppe  selbst  continuierlich  ist.  Es 
ist  möglich,  dass  er  in  alle  Punkte  des  Raumes  oder  nur  in  die  Punkte 
einer  Fläche  oder  nur  in  die  einer  Curve  übergehen  kann  oder  endlich 
sich  gar  nicht  zu  ändern  vermag. 

Es  gilt  nun  der  sehr  wichtige 

Satz  1:  Führt  man  auf  einen  Punkt  p  alle  Transformationen  Ta 
einer  Gruppe  aus,  sodass  er  in  die  Lagen 

iibergeht,  so  bilden  alle  Funke  p^  eine  bei  der  Gruppe  invariante  Mannig- 
faltigkeit und  zwar  die  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit,  der  der 
Punkt  p  angehört.  Jeder  Punkt  allgemeiner  Lage  auf  dieser  Mannig- 
faltigkeit wird  von  den  Transformationen  der  Gruppe  in  alle  Punkte 
dieser  Mannigfaltigkeit  übergeführt. 
Denn,  wenn 
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ist,  so  geht  pi  bei  Ausführung  einer  Transformation  T(,  der  Gruppe 
über  in 

Es  ist  dann  auch: 

Da  aber  die  Aufeinanderfolge  der  beiden  Transformationen  Ta,  T^  der 
Gruppe  einer  einzigen  Transformation  Tc  der  Gruppe  äquivalent  ist, 
so  ist 

(P2)-{P)TC. 

Mithin  liegt  auch  (^2)  ^^^  ^^^  Mannigfaltigkeit,  die  p  bei  allen  Trans- 
formationen der  Gruppe  beschreibt.  Jeder  Punkt  p^  dieser  Mannig- 
faltigkeit geht  also  bei  der  Gruppe  immer  in  Punkte  p^  dieser  Mannig- 
faltigkeit über,  d.  h.  die  Mannigfaltigkeit  ist  bei  der  Gruppe  invariant. 
Da  p  bei  Ta,  Ti>,  Tc  u.  s.w.  in  alle  Punkte  allgemeiner  Lage  der  Mannig- 
faltigkeit übergeht  und 

{p,)T,  =  {p)T, 

ist,  so  folgt,  dass  auch  p^^  in  alle  Punkte  dieser  Mannigfaltigkeit  über- 
geht.    Die  Mannigfaltigkeit  kann  also   auch   dadurch   erzeugt  werden, 
dass  auf  einen  Punkt  p^  allgemeiner  Lage  derselben  alle  Transforma- 
tionen der  Gruppe  ausgeübt  werden. 
Kleinste  Wir  nennen  die  Mannigfaltigkeit  der  Punkte  (p)Ta  die  Icleinste 

invariante  ,  ,  •  -r» 

ua.nnigfa.i- invariante  Mannigfaltigkeit  des  Punktes  p,  weil  p  in  alle  ihre  Punkte 
Punktes,  überführbar  ist.  Es  kann  ja  auch  grössere  invariante  Mannigfaltig- 
keiten geben,  auf  denen  p  liegt.  Solche  werden  wir  später  kennen 
lernen.  Hier  sei  nur  zur  Yeranschaulichung  ein  Beispiel  erwähnt:  Es 
wäre  denkbar,  dass  bei  der  vorgelegten  Gruppe  eine  Fläche  invariant 
bleibt,  dass  aber  ein  Punkt  dieser  Fläche  bei  Ausführung  aller  Trans- 
formationen der  Gruppe  nur  eine  Curve  auf  der  Fläche  beschreibt. 
Dann  ist  die  Fläche  zwar  invariant,  aber  keine  kleinste  invariante 
Mannigfaltigkeit  des  Punktes  p.  Diese  wäre  vielmehr  nur  die  Curve, 
die  p  beschreiben  kann. 

Wir  können  also  einen  Teil  des  Satzes  1  noch  etwas  anders  so 
aussprechen: 

Satz  2 :  Ist  Pi  ein  PunJct  allgemein^  Lage  der  kleinsten  invarianten 
Mannigfaltigkeit,  die  einem  Punkte  p  zugeordnet  ist,  so  hat  p^  dieselbe 
kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit. 

Um  den  Satz  1  noch  anschaulicher  zu  fassen,  wollen  wir  ihn  zu- 
nächst für  den  Fall  formulieren,  dass  p  gerade  eine  Fläche  beschreibt: 

Satz  3 :  Kann  hei  einer  Gruppe  des  Raumes  ein  Punkt  p  in  alle 
Punkte  einer  Fläche  und  in  keine  anderen  Punkte  übergeführt  werden, 
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SO  geht  bei  der  Gruppe  jeder  Punict  dieser  Fläche  stets  wieder  in  Punhtc 
der  Fläche  über.  Es  Jmnn  überdies  jeder  Punkt  allgemeiner  Lage  dieser 
Fläche  bei  der  Gruppe  in  alle  PunJcte  der  Fläche  übergehen. 

Hierzu  können  wir  dann  noch  hinzufügen: 

Satz  4:  Der  vorhergehende  Satz  gilt  auch  dann,  wenn  darin  die 
Fläche  durch  eine  Curve  ersetzt  wird. 

Die  beiden  letzten  Sätze  geben  zusammengefasst  wieder  den  Satz  1, 
wenn  wir  noch  hinzufügen,  dass  in  dem  Falle,  dass  p  in  alle  Punkte 
des  Raumes  überzugehen  vermag,  der  Raum  selbst  die  kleinste  in- 
variante Mannigfaltigkeit  des  Punktes  p  heisst.  Die  Formulierung  in 
Satz  1  ist  aber  deshalb  von  Nutzen,  weil  sie  nicht  nur  für  Gruppen 
des  gewöhnlichen  Raumes  gilt,  sondern  auch  für  Gruppen  eines  Raumes 
von  beliebig  vielen  Dimensionen,  wenn  man  den  Mannigfaltigkeits- 
begriff entsprechend  verallgemeinert. 

Bei  allen  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes: 

Xf=  ^{x,  y,  z)p  +  riix,  y,  z)q  +  i,{x,  y,  z)r 

beschreibt  ein  Punkt,  der  nicht  gerade  in  Ruhe  bleibt,  eine  Curve,  die 
Bahnciirve,  die  ihm  durch  die  eingliedrige  Gruppe  X/"  zugeordnet  wird.  Bahncurve. 
Die  Richtung  dieser  Curve  im  Punkte  (x,  y,  z)  wird   gegeben   durch: 
dx  dy  dz 

l(^,  y,  z)  ~~  n^x,  y,  z)  ~  ti^^  y,  e)' 
und    aus    Satz   1    folgt,    dass   jeder    Punkt   dieser    Bahncurve    dieselbe 
Bahncurve  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  hat. 

Nun  enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  oo*"""^  verschiedene  infinite- 
simale Transformationen.  Von  jeder  wird  dem  Punkte  (x,  y,  z)  eine 
Fortschreitungsrichtung  zugeordnet.     Es  mögen: 

Xj,f=  lk{x,  y,  8)p  +  rik{x,  y,  z)q  -f  t,k(x,  y,  s)r 
(k=l,  2  ..r) 

r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  vor- 
gelegten r-gliedrigen  Gruppe  sein.  Die  allgemeine  eingliedrige  Unter- 
gruppe UckXkf  ordnet  dem  Punkte  {x^y^z)  die  Fortschreitungsrichtung 
(dx,  dy,  dz)  zu,  für  welche 

dx     dy     dz 

ist.     Wir  nennen  allgemein  q  Fortschreitungsrichtungen  eines  Punktes 
{x,  y,  z)  von  einander  unabhängig,  wenn  sie  nicht  in  einer  nur  {q  —  1)  fach  einander  un- 
ausgedehnten ebenen  Mannigfaltigkeit  enthalten  sind.    Im  gewöhnlichen     Fort- 
Raume    kommen    hierbei    nur    diese    Fälle    in    betracht:     Drei    Fort- richtungen. 
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schreitungsrichtungeu  eines  Punktes  sind  von  einander  unabhängig, 
wenn  sie  eine  wirkliche  körperliche  Ecke  bilden  und  also  nicht  alle 
drei  in  einer  Ebene  liegen;  zwei  heissen  von  einander  unabhängig, 
wenn  sie  eine  Ebene  bestimmen  und  also  nicht  in  eine  Gerade  zu- 
sammenfallen. 

Hiernach  sind  unter  den  oo''~^  Fortschreitungsrichtungen,  die  dem 
Punkte  (x,  y,  z)  bei  der  Gruppe  X^f .  .  X^/"  zugeordnet  werden,  gerade 
drei  von  einander  unabhängig,  wenn  nicht  alle  dreireihigen  Deter- 
minanten der  Matrix 

5r       "^r       fer 

für  den  Punkt  {x,  y,  z)  verschwinden,  gerade  zwei,  wenn  zwar  alle 
dreireihigen,  nicht  aber  alle  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix 
für  den  Punkt  verschwinden,  endlich  gerade  eine,  wenn  alle  zwei- 
reihigen Determinanten  Null  sind,  nicht  aber  alle  Glieder  der  Matrix. 

Es  gilt  nun  der  wichtige 
Dirnen-  g^^z  5  \      Werden  einem  Punkte  hei  einer  Gruppe  gerade  q  von  ein- 

sionen  der  j.  x       i/  i  ^ 

kleinsten  Qj^^ßf  imobhänqiqe  Fortschreitunqsrichtunqen  zugeordnet,  so  ist  die  Ideinste 

invarianten  "^  "^  •'  ^  ^  > 

faiu^keiten  ^^^ö'*'*«**^^  Mannigfaltigkeit,  der  jener  Punkt  angehört,  gerade  q-fach  aus- 
gedehnt. 

Denn  ein  Punkt  p  kann  jedenfalls  nur  in  solche  Punkte  seiner  Um- 
gebung durch  die  Gruppe  übergeführt  werden,  die  auf  der  kleinsten 
invarianten  Mannigfaltigkeit  des  Punktes  liegen.  Ist  diese  Mannig- 
faltigkeit eine  Curve,  d.  h.  einfach  ausgedehnt,  so  hat  er  also  höch- 
stens eine  Fortschreitungsrichtung,  nämlich  die  Curventangente,  ist  sie 
eine  Fläche,  d.  h.  zweifach  ausgedehnt,  so  hat  der  Punkt  p  sicher  nicht 
mehr  als  zwei  von  einander  unabhängige  Fortschreitungsrichtungen, 
nämlich  solche  in  der  Tangentialebene,  ist  endlich  die  Mannigfaltig- 
keit der  ganze  dreifach  ausgedehnte  Raum,  so  könnte  er  drei  von 
einander  unabhängige  Fortschreitungsrichtungen  haben.  Hiermit  ist 
zunächst  bewiesen,  dass  die  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit,  die 
einem  Punkte  p  mit  gerade  q  von  einander  unabhängigen  Fortschrei- 
tungsrichtungen zugeordnet  ist,  sicher  mindestens  g-fach  ausgedehnt 
sein  muss. 

Aber  sie  ist  auch,  wie  der  Satz  aussagt,  gerade  g^-fach  ausgedehnt. 
Angenommen  nämlich,  sie  sei  s-fach  ausgedehnt,  sodass  sicher  s^q 
ist.     Nach  Satz  1  kann  jeder  Punkt  allgemeiner  Lage  dieser  Mannig- 
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faltigkeit  durch  die  Gruppe  in  alle  Punkte  der  Mannigfaltigkeit  über- 
geführt werden,  insbesondere  in  alle  Punkte  seiner  Umgebung  auf  der 
Mannigfaltigkeit.  Nach  diesen  Punkten  gehen  aber  von  ihm  aus  ge- 
rade s  von  einander  unabhängige  Richtungen,  so  auf  der  Curve  (s  =  1) 
gerade  eine,  auf  der  Fläche  (s  =  2)  gerade  zwei,  im  Räume  (s  =  3) 
gerade  drei.  Zu  jeder  dieser  rauss  es  also  eine  infinitesimale  Trans- 
formation ZßkXi^f  der  Gruppe  geben,  die  den  Punkt  gerade  längs  der 
betreflPenden  Richtung  fortführt.  Mithin  sind  einem  Punkte  allgemeiner 
Lage  der  betrachteten  kleinsten  invarianten  Mannigfaltigkeit  durch  die 
Gruppe  s  von  einander  unabhängige  Fortschreitungsrichtungen  zuge- 
ordnet, insbesondere  dem  Punkte  p.  Es  ist  daher  q  =  s,  wie  zu  be- 
weisen war. 

Wir  heben  hervor,  dass  der  letzte  Satz  auch  für  Gruppen  in  einem 
Räume  von  beliebig  vielen  Dimensionen  gilt. 

Endlich  können  wir  ihn  analytisch  formulieren,  wenn  wir  die 
vorausgeschickten  Bemerkungen  über  die  obige  Matrix  benutzen: 

Satz  6 :  Die  Meinste  invariante  Mannigfaltigkeit,  die  einem  Punkte 
(x,  y,  d)  hei  einer  r-gliedrigen  Gruppe 

Xif=  ^}c{oc,  y,  z)p  +  yik{x,  y,  2)q  +  ti{x,  y,  z)r 
{k=l,2..r) 

des  Raumes  {x,  y,  z)  zugeordnet  wird,  ist  der  Raum  selbst,  wenn  niclit 
alle  dreireihigen  Determinanten  der  Matrix 

I2    n-i    t2 

Ir        rjr       tr 

für  den  Punkt  (x,  y,  z)  verschwinden.  Sie  ist  dagegen  eine  Fläche,  wenn 
zwar  alle  dreireihigen,  nicht  aber  alle  ziveirdhigen  Determinanten  der 
Matrix  für  den  Punkt  (x,  y,  z)  verschwinden.  Sie  ist  eine  Curve,  wenn 
auch  alle  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix,  aber  nicht  alle  Glieder 
der  Matrix  für  den  Punkt  (x,  y,  z)  Null  sind.  Sie  reduciert  sich  end- 
lich auf  den  Punkt  (x,  y,  z)  selbst,  d.  h.  der  Punkt  (x,  y,  z)  ist  für  sich 
invariant,  wenn  alle  Glieder  der  Matrix  für  ihn  Null  sind. 

Wir  werden  diese  allgemeinen  Sätze  nunmehr  specialisieren,  indem 
wir  im  nächsten  Paragraphen  Punkte  allgemeiner  Lage  im  Räume  ins 
Auge  fassen,  im  darauffolgenden  solche  besonderer  Lage.  Das  Eine 
führt  zu  den  Begriffen:  Transitivität,  Intransitivität  und  Invariante, 
das  Andere  führt  zu  allen  bei  einer  Gruppe  invarianten  Gleichungen- 
systemen. 
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§  2.     Transitivität,  Intransitivität  und  Invarianten  von  Gruppen 
des  Baumes  {x,  y,  z). 

Eine  r-gliedrige  Gruppe  des  Raumes  {x,  y,  z): 

Xkf=  Ikiao,  y,  z)p  +  r]k{x,  y,  d)q  +  ^k{x,  y,  s)r 
(Ä;=  1,  2.  .r) 

^Gruppe^^  heisst  transüiv,  wenn  ein  Punkt  allgemeiner  Lage  vermöge  der  Gruppe 
in  alle  Punkte  des  Raumes  (oder  wenigstens  in  alle  seiner  Umgebung) 
überführbar  ist,  wenn  also  die  einem  Punkt  allgemeiner  Lage  zu- 
geordnete kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit  der  Raum  selbst  ist. 
Nach  Satz  6  des  vorigen  Paragraphen  ist  dies  dann  und  nur  dann 
der  Fall,  wenn  von  der  Matrix 

I2    n2    li 

Ir       Vr       Ir 

nicht  alle  dreireihigen  Determinanten  für  einen  Punkt  {x^  y,  z)  all- 
gemeiner Lage  verschwinden,  d,  h.  wenn  nicht  alle  dreireihigen  Deter- 
minanten der  Matrix  identisch  Null  sind. 

Es  giebt  bei  einer  transitiven  Gruppe  sicher  keine  invariante 
Function  Oix,  y,  0).  Denn  wäre  eine  solche  Function  invariant  und 
führte  eine  Transformation  der  Gruppe  den  Punkt  {x,  y,  0)  in  den 
Punkt  (x^,  y^,  Zj)  über,  so  müsste 

H^i,  Vu  ^i)  =  ^(^>  y^  ^) 

sein,  es  müssten  also  die  Punkte  {x^,  y^,  z^),  in  die  der  Punkt  allge- 
meiner Lage  (a;,  y,  z)  vermöge  der  Gruppe  übergehen  kann,  auf  einer 
Fläche  0{x^,  y^,  z^)  =  Const.  liegen.  Es  wäre  also  die  einem  Punkte 
allgemeiner  Lage  zugeordnete  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit  höch- 
stens zweifach  ausgedehnt;  die  Gruppe  wäre  somit  nicht  transitiv. 
Intransitive  Jede  Gruppe,  die  nicht  transitiv  ist,  heisst  intransitiv.     Bei  einer 

Gruppe.  ^^    '  '  T^  1  •  T  • 

solchen  sind  zwei  verschiedene  Fälle  denkbar:  Entweder  ist  die  einem 
Punkte  allgemeiner  Lage  zugeordnete  kleinste  invariante  Mannigfaltig- 
keit eine  Fläche  oder  eine  Curve.  Das  Erstere  tritt  nach  Satz  6  dann 
und  nur  dann  ein,  wenn  alle  dreireihigen  Determinanten  der  obigen 
Matrix,  nicht  aber  alle  zweireihigen  für  einen  Punkt  allgemeiner  Lage, 
d.h.  identisch  verschwinden,  das  Letztere,  wenn  auch  alle  zweireihigen 
Determinanten  der  Matrix  identisch  Null  sind. 

Bei  intransitiven  Gruppen  treten  stets  invariante  Functionen  auf. 
Im  ersten  Fall  nämlich   kann  jeder  Punkt  allgemeiner  Lage  vermöge 


Transitivität,  Intransitivität  u.  Invarianten  von  Gruppen  des  Baumes  {x,y,z).  411 

der  Gruppe  uoch  eine  Fläclie  beschreiben,  und  jeder  Punkt  allgemeiner 
Lage  einer  solchen  Fläche  kann  nach  Satz  1  des  vorigen  Paragraphen 
in  alle  Punkte  der  Fläche  übergeführt  werden.  In  diesem  Fall  wird 
daher  der  ganze  Raum  in  <x>^  einzeln  invariante  Flächen 

^{x,  y,  z)  ==  Const. 

zerlegt.  Geht  der  Punkt  {x,  y,  z)  vermöge  einer  Transformation  der 
Gruppe  in  den  Punkt  (Xj,  y^,  z^  über,  so  ist  deshalb 

^(«1. 2/i,  ^i)  =  ^{p,  y,  ^)- 

Die  Function  Q  bleibt   somit   invariant.     Im    zweiten   Fall   ist  jedem      J^ine 

■  .  .  .  Invariante. 

Punkte  eine  invariante  Curve  zugeordnet  und  zwar  nach  Satz  1  des 
vorigen  Paragraphen  einem  Punkte  allgemeiner  Lage  einer  dieser 
Curven  eben  diese  Curve.  Daher  wird  dann  der  ganze  Raum  in  oo^ 
einzeln  invariante  Curven  zerlegt,  die  durch  zwei  von  einander  unab- 
hängige Gleichungen  von  der  Form 

Oix,  y,  z)  =  Const.,      "^{x,  y,  z)  =  Const. 

dargestellt  werden.  Geht  der  Punkt  (ic,  y^  z)  vermöge  einer  Trans- 
formation der  Gruppe  in  den  Punkt  (a^j,  «/j,  z^  über,  so  ist  also: 

^(^i;  2/i;  ^])  =  ^(^,  y,  z),    ^i^i,  yi,  ^i)  =  ^(x,  y,  z)- 

Es  treten  daher  in  diesem  Falle  zwei   von   einander  unabhängige  In-     ^^y^^ 

"^  •'  Invananten. 

Varianten  auf.  Natürlich  ist  jede  Function  von  Q  und  ^P"  allein  auch 
eine  Invariante. 

Es  ist  klar,  dass  umgekehrt,  wenn  bei  einer  Gruppe  nur  eine  in- 
variante Function  O  vorkommt,  jeder  Punkt  allgemeiner  Lage  an  eine 
Fläche  ^  =  Const.  gebunden  ist,  indem  er  vermöge  der  Gruppe  in 
alle  Punkte  allgemeiner  Lage  der  Fläche  überzugehen  vermag,  dass 
aber,  wenn  bei  einer  Gruppe  zwei  von  einander  unabhängige  invariante 
Functionen  ^,  ^  vorkommen,  jeder  Punkt  allgemeiner  Lage  an  die 
durch  ihn  gehende  Curve  ^  =  Const.,   W  =  Const.  gefesselt  ist. 

Ist  nun  J(x,  y,  z)  überhaupt  eine  bei  der  vorgelegten  Gruppe 
X^f-  •  Xrf  invariante  Function,  so  ist  (vgl.  die  Schlussformel  des 
vorigen  Kapitels): 

(1)   J{x,  y,  z)  -\-'2ekX,J{x,  y,  z)  +  UUXiX^J-] =  J{x,  y,  z) 

für  alle  Werte  von  e^  .  .er  und  infolgedessen : 

r 

1 
also  einzeln  s 
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(2>  X,J=0      {Jc=  1,  2..r). 

Dies  sagt  aus,  dass  die  Flächen  J  ==  Const.  von  Balmcurven  jeder  in- 
finitesimalen Transformation  I^ei^X/cf  der  Gruppe  erzeugt  sind.  Da  mit 
(2)  auch  XiXjcJ^O  u.  s.  w.  ist,  so  wird  (1)  infolge  von  (2)  befriedigt, 
d.  h.  J  ist  dann  und  nur  dann  eine  Invariante,  wenn  diese  Function 
die  r  Forderungen  (2)  erfüllt. 

Hiernach  kann  man  die   eventuell   vorhandenen  Invarianten   einer 
Gruppe  durch  Integration  des  vollständigen  Systems 

(1)  x,/-=o,    ...x/-=o 

in  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  gewinnen.  Dass  diese  Gleichungen  ein 
vollständiges  System  bilden,  liegt  darin^  dass  jedes 


X,{X,f)  -  X,(X,/)ee^c,-,,Z/ 


ist.  Ist  die  Gruppe  transitiv,  so  verschwinden  nicht  alle  dreireihigen 
Determinanten  der  Matrix  identisch,  d.  h.  unter  den  Gleichungen  (1) 
sind  drei  von  einander  unabhängig,  sie  besitzen  keine  Lösung. 

Wenn  aber  die  Gruppe  intransitiv  ist  und  also  alle  dreireihigen 
Determinanten  der  Matrix  identisch  Null  sind,  so  giebt  es  unter  den 
Gleichungen  (1)  höchstens  zwei  von  einander  unabhängige.  Es  giebt 
gerade  zwei,  wenn  nicht  auch  alle  zweireihigen  Determinanten  der 
Matrix  identisch  verschwinden,  und  sie  besitzen  alsdann  gerade  eine 
gemeinsame  Lösung  /"=  0,  d.  h.  es  ergiebt  sich  eine  Invariante,  wie 
wir  schon  wussten.  Wenn  aber  auch  alle  zweireihigen  Determinanten 
der  Matrix  identisch  verschwinden,  so  ist  das  vollständige  System  (1) 
nur  eingliedrig  und  hat  demnach  zwei  von  einander  unabhängige 
Lösungen  f=0,  W,  sodass  wir  also  zwei  Invariante  haben,  wie  es 
nach  unseren  früheren  Überlegungen  auch  sein  muss.  Hier  haben  alle 
oo'""^  eingliedrigen  Untergruppen  EekX^f  dieselben  oo^  Bahncurveu 
^  =  Const.,   «P"=  Const. 

Theorem  Wir  gind  hiermit  zu  dem  Theorem  gelangt: 

über  transi-  ^  '=' 

intransitfvc         Theorem  28:     Erzeugen  r  von  einander  unabhängige  infini- 
Gruppen.  fgg^fyiaiß  Transformationen 

Xkf=  |t(a;,  y,  ^)j^-\r  nk{x,  V,  z)f^  +  ik{x,  y,  z)  ^ 
(Ä;  =  1,  2..r) 

eine  r-gliedrige  Gruppe  des  Raumes  (x,  y,  z)  und  verschwinden 
nicht  alle  dreireihigen  Determinanten  der  Matrix 
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^x 


n-2 


l. 


hr       '^r       fer 

identisch,  so  ist  die  Gruppe  transitiv  und  besitzt  keine  In- 
variante. —  Verschwinden  dagegen  alle  dreireihigen  Determi- 
nanten identisch,  so  ist  die  Gruppe  intransitiv.  Wenn  dabei 
insbesondere  nicht  auch  alle  zweireihigen  Determinanten  iden- 
tisch Null  sind,  so  besitzt  die  Gruppe  nur  eine  Invariante 
0{x,  y,  z),  die  Lösung  des  zweigliedrigen  vollständigen  Systems 
Xi/'=  0,  •  •  Xrf==0.  Jeder  Punkt  allgemeiner  Lage  ist  als- 
dann an  die  durch  ihn  gehende  Fläche  O  =  Const.  gebunden 
und  kann  bei  der  Gruppe  in  alle  Punkte  allgemeiner  Lage  der 
Fläche  überführt  werden.  Wenn  aber  auch  alle  zweireihigen 
Determinanten  der  Matrix  identisch  verschwinden,  so  besitzt 
die  Gruppe  zwei  von  einander  unabhängige  Invarianten  0(x,y,z) 
und  W{x,  y,  z),  die  Lösungen  des  eingliedrigen  vollständigen 
Systems  Xif  =  0,  . .  Xrf=  0.  Jeder  Punkt  allgemeiner  Lage  ist 
alsdann  an  die  durch  ihn  gehende  Curve  O  =  Const.,  ^=  Const. 
gebunden.  —  Die  Flächen  0  =  Const.  bez.  die  Curven  0  =  Const, 
W=  Const.  stellen  dabei  die  kleinsten  bei  der  Gruppe  invarian- 
ten Mannigfaltigkeiten  dar,  die  in  continuierlicher  Schar  den 
ganzen  Raum  erfüllen. 


Beispiel:     Die  fünf  infinitesimalen  Transformationen 
xq  —  yp     xp-\-  yq-\-  zr 
x(xp  -\-yq  +  zr)     y{xp  -\-  yq-\-  zr)     s{xp  +  yq  +  zr) 

erzeugen,  wie  man  durch  Klammerbildung  leicht  nachweist,  eine  fünf- 
gliedrige  Gruppe.     Ihre  Matrix  ist:  s 


Beispiel. 


-y 

X 

0 

X 

y 

z 

x^ 

xy 

xz 

xy 

f 

yz 

xz 

uz 

z^ 

Man  findet,  dass  sämtliche  dreireihigen  Determinanten,  nicht  aber  sämt- 
liche zweireihigen  identisch  verschwinden.  Die  Gruppe  ist  folglich 
intransitiv  und  besitzt  eine  Invariante.  Das  vollständige  System 
Xi/'=  0,  .  .  Xrf  =  0  reduciert  sich  hier  auf  das  zweigliedrige: 
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dessen  Lösung  ist: 


df  of       ^ 


df 

dx 


+  «/ 


dy 

dl 
dy 


'       dz  ' 


^        ^^  +  2/' 


Fig.  34. 


Mithin  wird  der  ganze  Raum  in  die  cx)^  in- 
varianten Flächen  zerlegt: 

a;2  -j_  J/5J  ^  Const.  ^2  =  0. 

Es  sind  dies  alle  Rotationskegel  mit  dem  An- 
fang als  Spitze  und  der  ;S-Axe  als  Rotations- 
axe.  (Fig.  34.)  Jeder  Punkt  allgemeiner  Lage 
bleibt  bei  den  Transformationen  der  Gruppe 
beständig  auf  dem  durch  ihn  gehenden  Kegel 
und  kann  in  alle  Punkte  des  Kegels  über- 
gehen. Punkte  nicht  allgemeiner  Lage  sind 
hier  die  Punkte  der  ^-Axe,  die  besondere  Be- 
handlung erfordern.  Darauf  kommen  wir  im 
nächsten  Paragraphen  zurück. 


Nullsetzen 
aller  drei- 
reihigen 
Determinan- 
ten. 


§  3.    Bestimmung  aller  bei  einer   Gruppe    des  Baumes   invarianten 
Gleiehungensysteme,  Flächen,  Curven  und  Punkte. 

Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  die  verschiedenen  Arten  von 
Gruppen  betrachtet,  die  vorkommen,  je  nachdem  von  den  Determi- 
nanten der  Matrix  gewisse  für  Punkte  allgemeiner  Lage,  d.  h.  iden- 
tisch verschwinden.  Für  Punkte  besonderer  Lage  können  nun  aber 
noch  mehr  Determinanten  verschwinden,  und  derartige  Punkte  haben 
nach  Satz  6  des  §  1  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeiten  von  ge- 
ringerer Dimensionenzahl  als  Punkte  allgemeiner  Lage.  Indem  wir 
jenen  Satz  6  und  das  Theorem  des  vorigen  Paragraphen  benutzen, 
werden  wir,  was  das  Verschwinden  der  dreireihigen  Determinanten 
anlangt,  zu  diesem  Ergebnis  geführt: 

Satz  7 :     Giebt  es  hei  einer  vorgelegten  Gru^e 


X,f=  ^,(x,  y,  z)^  +  Vk{^,  y,  ^)  ly  +  tk(x,  y,  z)  |{ 
{l==\,2..r) 
Punkte,  für  welche  alle  dreireihigen  Determinanten  der  Matrix 
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Vi 

ll 

t^ 

V2 

^2 

'ar 

Vr 

Ir 

nicht  aber  alle  zweireihigen  verschmnden,  so  Icönnen  zwei  Fälle  eintreten: 
Entweder  sind  alle  diese  dreireihigen  Determinanten  identisch  Null  und 
der  Raum  zerfällt  in  oo^  einzeln  invariante  Flächen;  oder  aber  sie  sind 
nicht  identisch  Null,  bestimmen  vielmehr,  gleich  Null  gesetzt,  eine  invariante 
Fläche  oder  eine  discrete  Anzahl  solcher.  Jeder  Punht  allgemeiner  Lage 
einer  solchen  Fläche  kann  in  beiden  Fällen  vermöge  der  Gruppe  in  alle 
benachbarten  Punkte  der  Fläche  übergehen. 

Denn  nach  Satz  6  ist  jedem  Punkte,  für  den  alle  dreireihigen, 
nicht  aber  alle  zweireihigen  Determinanten  verschwinden,  eine  Fläche 
als  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit  zugeordnet  und  diese  Fläche 
ist  für  jeden  Punkt  allgemeiner  Lage  auf  ihr  kleinste  invariante 
Mannigfaltigkeit.  Es  muss  daher  auch  notwendig  oo^  solche  Punkte 
geben,  wenn  überhaupt  solche  Punkte  auftreten. 

Wenn  die  zweireihigen,  nicht  aber  alle  einreihigen  Determinanten 
für  gewisse  Punkte  Null  sind,  so  finden  wir  analog  den 

Satz  8:     Giebt  es   bei  der   Gruppe  des   Satzes  7  Funkte,  für   c^^e  Nuusetzen 

_  aller  zwei- 

alle  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix,  nicht  aber  alle  1^,  rik,  l^  reihigen 
selbst  verschwinden,  so  sind  drei  Fälle  möglich:  Entweder  verschwinden  mmanten. 
alle  zweireihigen  Determinanten  identisch.  Dann  haben  alle  eingliedrigen 
Untergruppen  UcicX/cf  dieselben  oo^  Bahncurven  und  der  Raum  zerfällt 
in  diese  oo^  invarianten  Curven.  —  Wenn  aber  andererseits  die  zwei- 
reihigen Determinanten  nicht  sämtlich  identisch  verschwinden,  so  können 
sie  gleich  Null  gesetzt  erstens  eine  oder  eine  discrete  Anzahl  von  Flächen 
bestimmen.  Jede  derartige  Fläche  ist  dann  invariant  und  zerfällt  in  oo^ 
einzeln  invariante  Curven,  die  kleinste  invariante  Teilgebiete  sind.  —  End- 
lich aber  können  die  gleich  Null  gesetzten  zweireihige}!.  Determinanten  auch 
nur  eine  oder  eine  discrete  Anzahl  von  Curven  bestimmen.  Diese  sind  dann 
kleinste  invariante  Teilgebiete.  In  allen  drei  Fällen  ist  vorausgesetzt,  dass 
für  die  betrachteten  Punkte  nicht  alle  i,k,  rjk,  S*  verschwinden. 

Der  Fall,  dass  nur  für  einzelne  Punkte  alle  zweireihigen,  nicht 
aber  alle  einreihigen  Determinanten  Null  sind,  ist  deshalb  unmöglich, 
weil  jedem  solchen  Punkte  nach  Satz  6  des  §  1  als  kleinste  invariante 
Mannigfaltigkeit  eine  Curve  zugeordnet  ist  und  also  dasselbe  für  alle 
oo^  Punkte  dieser  Curve  gilt. 

Schliesslich  ist  noch  der  Satz  zu  formulieren:  Nuiuetzen 

aller 

Satz  9 :     Giebt  es  bei  der  Gruppe  des  Satzes  7  Punkte,  für  die  alle  ^j.  %y  f^- 
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lij  Vk7  tf:  verschwinden,  so  sind  diese  Punkte  einzeln  invariant.  Die 
Gleichungen  Ik  =  'Uk  =■  tk  =  0  (k  =  l,  2  . .  r)  hestimmen  dann  entweder 
isolierte  invariante  Punkte  oder  einige  Curven  mit  lauter  invarianten 
Punkten  oder  einige  Flächen  mit  lauter  invarianten  Punkten. 

Invariantes  j)jg   Vorangehenden  Eutwiekelungen  sind   vollständig  und   liefern 

chungen-  ^jj    iedem    vorliegenden  Fall   eine   Methode,    alle    kleinsten  invarianten 

System.  "  ° 

Mannigfaltigkeiten  zu  bestimmen.  Will  mau  alle  invarianten  Mannig- 
faltigkeiten finden,  so  hat  man  nur  irgend  eine  analytisch  definierbare 
Schar  von  kleinsten  invarianten  Mannigfaltigkeiten  zusammenfassen. 
Damit  sind  dann  alle  invarianten  Gleichungensysteme  bestimmt. 

Hiermit  ist  auch  eine  früher  gehliehene  Lücke  ausgefüllt:  Die  Kri- 
terien, die  sich  in  §  3  des  8.  Kap,  für  die  Primitivität  oder  Imprimi- 
tivität  einer  Gruppe  der  Ebene  {x,  y)  ergaben,  sind  nicht  nur,  wie 
dort  bewiesen,  notwendig,  sondern  auch  hinreichend.  Wie  man  im 
Fall,  dass  die  dortigen  ^m  alle  Null  sind,  verfahrt,  ist  ebenfalls  leicht 
einzusehen.  Man  hat  nur  zu  bedenken,  dass  es  dort  darauf  ankam, 
die  bei  der  erweiterten  Gruppe  in  den  drei  Veränderlichen  a:,  y,  y  in- 
varianten Gebilde  zu  bestimmen. 

Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  wir  immer  nur  im  Endlichen 
gelegene  Gebilde  ins  Auge  gefasst  haben.  Wie  man  auch  unendlich 
ferne  mit  Hülfe  homogener  Coordinaten  exact  untersuchen  kann,  werden 
wir  im  nächsten  Paragraphen  in  einigen  Beispielen  sehen. 

Beispiele  Es  ist  schr  nützlich,    die  verschiedenen  Möglichkeiten  invarianter 

Gebilde   in   Beispielen  kennen  zu  lernen.     Wir  geben   daher  mehrere 
solche. 
Proj.  Gruppe         1.  Bcispißl .'     Die  infinitesimalen  Transformationen 

einer  Curve 

'•'''^'^""«-  p  +  2xq -i- Syr 

xp  -f-  2yq  -f-  3-sy 
?»{x^p -\-  xyg  -f-  xzr^  —  2yp  —  zg 

erzeugen  eine  dreigliedrige  Gruppe,  wie  man  durch  Klammerbildung 
erkennt.     Hier  verschwindet  die  dreireihige  Determinante 

1  2x  3y 

X  2y  30     =  —  3(43i^0-1ix^y'-}-4:f  —  6xyß+0^) 

3x'^  —  2y     3xy  —  g    3x0 

nicht  identisch.  Die  Gruppe  ist  demnach  transitiv.  Die  dreireihige 
Determinante  verschwindet  nur  für  die  Punkte  der  Fläche  vierter 
Ordnung : 
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4x^2  —  3x^y^  +  4cy^  —  6xy0  -}-  z^  =  0. 

Setzen  wir  alle  zweireihigen  Determinanten  gleich  Null,  so  ergiebt 
sich  die  Raumcurve  dritter  Ordnung 

y  —  x^  =  0,    z  —  a;^  ==  0. 

Alle  einreihigen  Determinanten  verschwinden  für  keinen  im  Endlichen 
gelegenen  Punkt.  Jene  Fläche  vierter  Ordnung  und  diese  Raumcurve 
dritter  Ordnung  sind  die  beiden  einzigen 
invarianten  Mannigfaltigkeiten  (im  End- 
lichen) und  zwar  kleinste.  Die  Gruppe  be- 
steht aus  allen  projectiven  Transformationen 
des  Raumes,  welche  die  Curve  dritter  Ord- 
nung invariant  lassen,  also  aus  den  Trans- 
formationen, die  Ebenen  in  Ebenen  und  die 
Punkte  der  Curve  unter  einander  transfor- 
mieren*). Da  ist  es  denn  selbstverständ- 
lich,  dass  die  von  Schmiegungsebenen  der 

Curve  umhüllte  Fläche,  also  die  Developpabele  der  Curve,  invariant 
bleibt,  da  Schmiegungsebene  in  Schmiegungsebene  übergeht.  Diese 
Fläche  ist  eben  jene  Fläche  vierter  Ordnung.     (Fig.  35.) 

2.  Beispiel:     Bei  der  von  den  infinitesimalen  Transformationen 

q  -\-  xr 

yq-\-  zr 

(xy  —  z)p  +  y^q  +  yzr 

erzeugten  dreigliedrigen  projectiven  Gruppe  verschwindet  die  Deter- 
minante 


Fig.  85. 


Proj.  Gruppe 
aller  Er- 
zeugenden 
einer  Schar 

einer  Fläche 
2.  Ordnung. 


Ö  Ix 

0  y     z 

xy  —  z    y^    yz 


{xy  —  zy 


nicht  identisch, 
zweiten,,  Grades 


Die   Gruppe   ist  also   transitiv   und   lässt   die  Fläche 
xy  —  z  =  0 


invariant.  Nullsetzen  aller  zweireihigen  Determinanten  giebt  ebenfalls 
diese  Fläche.  Alle  Punkte  der  Fläche  haben  also  nur  je  eine  Fort- 
schreitungsrichtung,  die  Fläche  zerfällt  in  kleinere  invariante  Mannig- 


*)  Obgleich  wir  die  projectiven  Transformationen  des  Raumes  noch  nicht 
besprochen  haben,  wird  es  dem  Leser  nicht  schwer  fallen,  die  Theorie  der  pro- 
jectiven Transformationen  der  Ebene  auf  den  Raum  zu  übertragen  (vgl.  19.  Kap.). 

Lie,  Continuierliche  Gruppen.  _  27 
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faltigkeiten,   in  Curven.     In   der  That  ist  für  z  =  xy  bei  der  ersten 
infinitesimalen  Transformation 


bei  der  zweiten 
bei  der  dritten 


8x  =  0,     dy  =  dt, 
dx  =  0,     dy^ydt, 
dx  =  0,     Sy  =  y^St, 


also  stets  da;  =  0.  Mithin  bleibt  jeder  Punkt  der  Fläche  z  =  xy  be- 
ständig auf  der  durch  ihn  gehenden  Curve,  längs  deren  x  constant  ist. 
Diese  Curve  ist  aber  eine  der  geradlinigen  Erzeugenden  der  Fläche. 
Es  bleibt  also  jede  Gerade  der  einen  Schar  der  Erzeugenden 

X  =  a,     z  —  ay  =  0 

einzeln  invariant.  Diese  Geraden  sind  kleinste  invariante  Mannig- 
faltigkeiten, da  die  einreihigen  Determinanten  für  im  Endlichen  ge- 
legene Punkte  nicht  sämtlich  verschwinden.  Die  Gruppe  besteht,  wie 
man  nachweisen  kann,  aus  allen  oo^  projectiven  Transformationen, 
welche  die  Geraden  der  einen  Schar  der  Erzeugenden  der  Fläche 
zweiten  Grades  einzeln  invariant  lassen. 
Proj. Gruppe         3.  Beispiel:     Die  dreigliedrige  projective  Gruppe 

sehen 

Fläche.  .  p  -|-  2xq  -\-  oyr 

xp  -\-  2yq  -{-  3zr 
q  -\-  3xr 

ist  transitiv,  da  die  Determinante 

1     2x     Sy 
X     2y     3z 


0      1      3a; 


d{dxy  —  z-2x^) 


nicht  identisch  verschwindet.  Ihr  Nullsetzen  giebt  eine  iqyariante 
Fläche  dritten  Grades,  nämlich  die  Cayley'sche  Linienfläche.  Die  zwei- 
reihigen Determinanten  sind  für  keinen  im  Endlichen  gelegenen  Punkt 
sämtlich  Null.  Also  existiert  im  Endlichen  nur  ein  invariantes  Ge- 
bilde, eben  jene  Fläche,  deren  Punkte  sich  vermöge  der  Gruppe  frei 
auf  ihr  bewegen  können.  Die  vorliegende  Gruppe  besteht,  wie  man 
zeigen  kann,  aus  allen  projectiven  Transformationen,  welche  die 
Cayley'sche  Linienfläche  invariant  lassen. 
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4.  Beispiel: 
falls  projectiven  Gruppe 


Bei  der  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten   eben-i^'oj  .^^'^pp« 

'-'  o      A  einer 

Kegelschar. 


haben  wir  die  Matrix: 


xq 

—  yp 

xp  + 

yq  +  zr 

x^p  -f-  xyq  +  xzr 

xyp-\- 

y^Q.  +  y^'»' 

—  y 

x      0 

X 

y     z 

x^ 

xy    xz 

xy 

f    yz 

Die  dreireihigen  Determinanten  verschwinden  sämtlich  identisch,  die 
Gruppe  ist  intransitiv.  Die  zweireihigen  Determinanten  verschwinden 
nicht  sämtlich   identisch.     Daher  kommt   gerade   eine   Invariante   vt)r, 

nämlich  die  bereits  früher  bestimmte  — "^  ,  die  gleich  Constans  ge- 
setzt, eine  Kegelschar  vorstellt.  Die  zweireihigen  Determinanten 
verschwinden  aber  einmal  für  x  =  y  =  0,  dann  auch  für  z  =  0, 
-5p2  _j_  ^2  __  Q^  g^jgQ  £jjj.  (jjg  Punkte  der  z-Axe  und  für  die  beiden  ima- 
ginären Geraden,  die  in  der  a;«/- Ebene  vom  Anfangspunkt  aus  nach 
den  imaginären  Kreispunkten  gehen.  Die  einreihigen  Determinanten 
verschwinden  sämtlich  im  Endlichen  nur  für  den  Anfangspunkt 
X  =  y  =  z  =  0.  Es  bleiben  also  ausser  den  schon  früher  bestimmten 
Kegeln  im  Endlichen  nur  noch  die  genannten  drei  Geraden  und  der 
Anfangspunkt  invariant.  Alle  diese  Gebilde  sind  kleinste  invariante 
Maunigfaltigkeiten,  mit  anderen  Worten :  Ein  Punkt  eines  derselben 
geht  vermöge  der  Gruppe  in  alle  Punkte  desselben  über.  Die  Gruppe 
besteht,  wie  man  zeigen  kann,  aus  allen  projectiven  Transformationen, 
die  jeden  der  obigen  c»^  Kegel  in  Ruhe  lassen. 

5.  Beispiel :     Die  dreigliedrige  projective  Gruppe : 

P  -\-  Q  -\-  Q«  -h  y)r 
xp  -\-  yq  -{-  2zr 
{x^  +  xy  —  z)p  -f  {xy '-]- y^  —  z)q  +  {x -\-  y)zr 
ist  intransitiv,  da  ihre  Determinante 

1  1  x-\-y 

X  y  2z 

x" 


Proj.  Gruppe 

einer  Fläche 

2.,  Ordnung 

und  einer 

Ehene. 


=  0 


"^  -\-  xy  —  z    xy  -\-  y^  —  z    xz  -\-  yz 
ist.    Die  zweireihigen  Determinanten  verschwinden  nicht  sämtlich  iden 

27* 
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tisch.     Die  Gruppe  besitzt  daher  nur  eine  Invariante  0,   die  sich  aus 
dem  vollständigen  System 

|Z+    |/  +  (a;  +  y)|^  =  0 
ox    '   ^  cy    '  dz 


leicht  bestimmen  lässt: 


^—z-xy 


{X  —  yf 

Daher  bleiben  alle  Flächen  zvreiten  Grades 

z  —  xy  —  Const.  {x  —  yf  =  0 

einzeln  invariant.  Sie  bilden  ein  Büschel,  in  dem  die  Ebene  x  —  y  =  0 
enthalten  ist.     Alle  zweireihigen  Determinanten  verschwinden  nur  für 

s  —  xy  =  0,     x  —  y  =  0, 

also  für  alle  Punkte  des  allen  unseren  Flächen  gemeinsamen  Kegel- 
schnittes. Die  einreihigen  Determinanten  verschwinden  für  keinen  im 
Endlichen  gelegenen  Funkt  identisch.  Hier  also  kann  sich  vermöge 
der  Gruppen  jeder  Punkt  allgemeiner  Lage  auf  der  durch  ihn  gehen- 
den Fläche  des  Büschels  beliebig  bewegen;  jeder  Punkt  des  obigen 
Kegelschnittes  aber  kann  sich  nur  noch  längs  dieses  Kegelschnittes 
bewegen;  kein  im  Endlichen  gelegener  Punkt  bleibt  für  sich  invariant. 
Die  Gruppe  besteht,  wie  gezeigt  werden  kann,  aus  allen  projectiven 
Transformationen,  welche  die  Fläche  zweiten  Grades  z  =  xy  und  die 
Ebene  x  ==  y  m.  Ruhe  lassen. 

Proj.  Gruppe         ß,  Beispiel :     Betrachten  wir  die  Gruppe 

eines  Kegels  ■'■•'• 

und  einer  . 

Tangential-  X^p^  -\-  X^p.^ 

ebene. 

^iPl   +  ^^2P2 

^iPi  +  X2P2  +  X^Ps 
mit  der  Determinante : 


S  1  ^ 

Xi    2X2    0 


^sC*^!  ^^2^s)- 


Diese  Determinante  verschwindet  nicht  identisch.    Setzen  wir  sie  gleich 
Null,  so  kommt: 

Xq  =  0  oder  x^^  —  ^x^x^  ==  0. 

Nullsetzen  aller  zweireihigen  Determinanten  giebt 
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^1  —  ^3  —  ^f 
Nullsetzen  aller  einreihigen : 

Deuten  wir  x^,  x^,  x^  als  gewöhnliche  Punktcoordinaten  im  Räume, 
so  sehen  wir:  Die  Gruppe  ist  transitiv.  Es  bleibt  bei  ihr  der  Kegel 
zweiten  Grades 

und  eine  Tangentialebene  des  Kegels 


Xs  =  0 


invariant. 
Gerade 


Ferner    giebt    es    eine    einzeln    invariante 

Xi  =  x^  =  U, 

nämlich  die  Kegelkante,  längs  deren  die  Ebene  berührt. 
Schliesslich  bleibt  noch  die  Spitze  Xj^  =  X2  =  x^  =  0 
des  Kegels  in  Ruhe.  (Fig.  36.)  Jeder  Punkt  allge- 
meiner Lage  auf  dem  Kegel  bez.  in  der  Ebene  kann 
vermöge  der  Gruppe  den  ganzen  Kegel  bez.  die  ganze 
Ebene  durchlaufen,  ebenso  ein  Punkt  iener  Kante  die  ganze  Kante.  — Auffassung 

-rir  •  -,  -.  7      i  ^  als  Gruppe 

Wenn  toir  nun  andererseits  Xi,  x^,  x^  als  homogene  Goordinaten  in  (?eriaderEbeue. 
Ebene  (xy)  deuten,  indem  wir  etwa 


Fig.  36. 


=  ^>    ^  =  y 


setzen,  so  haben  wir  eine  Gruppe  der  Ebene  vor  uns.  Bei  ihr  bleibt 
der  Kegelschnitt 

x^  —  2y  =  0 

in  Ruhe,  sowie  eine  unendlich  ferne  Tangente  {x^  =  0).  x^  =  Xq==0 
stellt  jetzt  einen  invarianten  Punkt  dar,  nämlich  den  unendlich  fernen 
Berührpunkt,  während  Xi  =  x^  =  x^  =  0  jetzt,  da  wir  es  mit  homo- 
genen Goordinaten  zu  thun  haben,  kein  invariantes  geometrisches  Ge- 
bilde liefert.     Wenn  wir  die  Incremente 

Xg  ajg 

%/  /j.  /VI   2 

■*'3  -^3 

bei  der  Gruppe  berechnen,  so  liefern  die  beiden  ersten  infinitesimalen 
Transformationen  in  x,  y: 

p-\-xq 

xp-{-  2yq, 
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während  bei  der  dritten  x,  y  gar  nicht  geändert  werden,  i?  +  ^9'> 
xif}  4"  2^/2  stellt  aber  die  projective  Gruppe  dar,  die  den  Kegelschnitt 
x'^  —  2«/  =  0  und  seinen  unendlich  fernen  Punkt  in  Ruhe  lässt. 


§  4.     Zur  Bestimmung   aller  bei   einer  Gruppe  in  n  Veränderlichen 
invarianten  Gleichungensysteme. 

Es  ist  nicht  schwer,  unsere  Theorien  auf  Gruppen  in  beliebig 
vielen  Veränderlichen  zu  übertragen.  Es  gelingt  dies  ohne  Mühe, 
wenn  man  den  Begriff  eines  Raumes  von  n  Dimensionen  benutzt  und 
überhaupt  den  Mannigfaltigkeitsbegriff  auf  beliebig  viele  Dimensionen 
ausdehnt. 

Für  unsere  Zwecke  mag  es  genügen,  wenn  wir  nur  das  Ergebnis 
dieser  Verallgemeinerung  als  Theorem  formulieren  und  es  durch  Bei- 
spiele erläutern.  Eine  detaillierte  Durchführung  der  früheren  Betrach- 
tungen für  n  Veränderliche  findet  der  Leser  an  anderer  Stelle*). 
A^iKemeines  Theorem  29:  Erzeugen  r  von  einander  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen 

df 


X,f=^ihi^     (k  =  l,2..r) 


in  n  Veränderlichen  x^  .  .  Xn  eine  r  -gliedrige  Gruppe,  so  be- 
sitzt sie  keine  Invarianten  und  heisst  alsdann  transitiv,  wenn 
nicht  alle  n-reihigen  Determinanten  der  Matrix 

»11        §12        '    ■        §1 

521      S22      ■    •      52 


identisch  verschwinden,  sodass  insbesondere  dann  auch  n^r 
sein  muss.  Die  Gruppe  heisst  im  anderen  Falle  intransitiv 
und  besitzt  gerade  q  von  einander  unabhängige  Invarianten 
0^,  ^2  •  •  ^Q)  sobald  zwar  alle  (n  —  q  -{-  \)-reihigen,  nicht  aber 
alle  (n  —  Q)-reihigen  Determinanten  der  Matrix  identisch  ver- 
schwinden. Alsdann  wird  der  Baum  der  Wertsysteme  Xi..Xn  in 
cxj?  einzeln  invariante  Teilgebiete 

^1=«!,     ^2  =  02,     ..0^  =  a^ 
zerlegt.     Auch   ist  jedes    Gleichungensystem   zwischen    ^,  .  .  ^^ 

*)  Sophus  Lie,  Theorie   der  Transformationsgruppen ,   I.  Abschnitt  bearb. 
unter  Mitwirkg.  von  Engel,  Leipzig  1888,  Kap.  14. 
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allein  hei  der  Gruppe  invariant  und  stellt  eine  invariante 
MannigfaltigJceit  dar.  —  Es  kann  aber  sowohl  bei  intransitiven 
als  auch  bei  transitiven  Gruppen  noch  andere  invariante  Glei- 
chungensysteme geben.  Sie  zu  finden,  setze  man  alle  (q  -{-  1)- 
reihigen  Determinanten  der  Matrix  gleich  Null.  Giebt  es  oop 
Wertsysteme  x^..'Xn,  für  welche  zwar  diese,  nicht  aber  alle 
q-reihigen  Determinanten  verschwinden,  so  stellt  ihre  Gesamt- 
heit ein  invariantes  Gleichungensystem  dar,  dem  eine  p-fach 
ausgedehnte  invariante  Mannigfaltigheit  im  Räume  der  x^  . .  Xn 
entspricht.  Jeder  Punkt  {x^ . .  x„)  dieses  Raumes,  der  auf  der 
Mannigfaltigkeit  liegt,  erfährt  bei  der  Gruppe  gerade  q  von 
einander  unabhängige  Fortschreitungsrichtungen,  sodass  die 
Mannigfaltigkeit,  wenn  q  <jo  ist,  in  ooi—p  einzeln  invariante 
Mannigfaltigkeiten  zerfällt.  Auf  diese  Weise  findet  man, 
indem  man  q  alle  Werte  0,  l..r  bez.  n  durchlaufen  lässt,  alle 
bei  der  Gruppe  einzeln  invarianten  kleinsten  Mannigfaltig- 
keiten. Jede  invariante  Mannigfaltigkeit  ist  entweder  eine 
dieser  kleinsten,  oder  sie  besteht  aus  einer  Schar  von  solchen. 
Entsprechendes  gilt  von  jedem  invarianten  Gleichungensystem. 

1.  Beispiel:     Die  vier  von  einander  unabhängigen   infinitesimalen  Beispiele. 
Transformationen : 

x^Pi  +  2xyp,  +  Sa^aPs 

^iPi  +  2  0722)2  +  3a;32?3 

2x^p^  +  x^Pi  +  Srcip^ 

XiPi  +  x^p.,  +  ajgpg  +  x^p^ 

erzeugen  eine  Gruppe,    wie    man  leicht  beweist.     Hier  ist   die  Deter- 
minante 


Proj.  Gruppe 
einer  Curve 
3.  Ordnung 

in  homog. 

Coordinat. 


X^ 

ix^ 

X, 


^  Xa 


ox^ 
0 


0 
0 
3a;i 

X, 


O  l  Tc  30*   u/o  O  00 1   30a    — 1~  4t  OOo  30a 

■"""  O 30^ 3O9 *vg 30a     (~  «3/Q   30^  ) 


nicht  identisch  Null.  Die  Veränderlichen  x^,  x^,  x^,  x^  wollen  wir  — 
indem  wir  von  obigen  der  Deutung  im  Räume  von  vier  Dimensionen 
keinen  Gebrauch  machen  —  als  homogene  Punktcoordinaten  eines 
Raumes  von  drei  Dimensionen  auffassen,  indem  wir 


x  =■ 


y  =  — ,    z  ==  — 


als  gewöhnliche  rechtwinklige  Coordinaten  benutzen.   Alsdann  bestimmt 
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die  Gruppe  projective  Transformationen  des  Raumes,  denn  die  Glei- 
chung einer  beliebigen  Ebene 

wird  vermöge  der  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  wieder 
in  lineare  homogene  Gleichungen  übergeführt.  Die  infinitesimale  Trans- 
formation x^Pi  -f"  ^iPi  +  ^aPs  H~  ^iPi  ändert  x^. .  x^  sämtlich  um  den 
gleichen  Factor,  lässt  also  die  Punkte  des  Raumes  (x,  y,  s)  in  Ruhe, 
da  es  bei  homogenen  Coordinaten  nur  auf  die  Verhältnisse  ankommt. 
Daraus  lässt  sich  schliessen,  dass  unsere  Gruppe  in  gewöhnlichen 
Coordinaten  x,  y,  z  geschrieben  bloss  dreigliedrig  ist.  In  der  That 
bestimmt  unsere  Gruppe  dieselben  Transformationen  des  Raumes  wie 
die  in  Beispiel  1  des  §  3  behandelte.  Man  kann  dies  durch  Berechnung 
der  Incremente  von  x,  y,  z  ohne  Mühe  einsehen.  Nullsetzen  der  obigen 
Determinante  giebt  eine  Fläche  vierter  Ordnung,  für  deren  Funkte 
nicht  auch  sämtliche  dreireihigen  Determinanten  identisch  Null  sind. 
Die  dreireihigen  Determinanten  verschwinden  vielmehr  nur  dann  sämt- 
lich, wenn 


2  /yt      «     2     /y.     3 


/y*     /Y*       ^.     ■     /VI    ö  /p     ^    £i     __.     /VI 


oder,  nicht-homogen  geschrieben: 

y  =  x^y    z  =  x^ 

ist.  Dies  giebt  die  uns  bekannte  Raumcurve  dritter  Ordnung.  Die 
zweireihigen  Determinanten  sind  Null  für  x^==  X2  =  x^  =  x^  =  0. 
Diesen  Werten  entspricht  aber  kein  Punkt  des  Raumes.  Der  Vorzug 
der  homogenen  Behandlung  der  projectiven  Gruppe  der  Raumcurve 
dritter  Ordnung  vor  der  früheren  besteht  darin,  dass  wir  jetzt  auch 
das  Unendlichferne  behandeln  können,  denn  x^  =  0  stellt  die  unend- 
lich ferne  Ebene  dar.  Wir  sehen,  dass  kein  unendlich  fernes  Gebilde 
invariant  bleibt. 

Wie  in  diesem  Beispiel,  so  ist  allgemein  zu  bemerken,  dass  die 
in  Theorem  29  gegebene  begriffliche  Deutung  bei  Benutzung  homo- 
gener Coordinaten  sich  insofern  ändert,  als  in  diesem  Falle  ein  Punkt 
nur  dann  q  von  einander  unabhängige  Fortschreitungen  erfährt,  sobald 
nicht  alle  (g' +  1)  reihigen  Determinanten -für  ihn  Null  sind.  Wir  be- 
gründen dies  in  Kap.  19  genauer. 

Proj.  Gruppe         2.  Bcismel .'    Ähnlich    behandelt    man    die    anderen  Beispiele    des 

aller  Ge-  "^  .  ^ 

raden  einer  vorigen  Paragraphen.     So  lässt  die  Gruppe 

einer  Fläche 

2.  Ordnung.  X^p^  +  X^p^       X^p^  -f-  X^p^       X^Pi  "f  X^p^       X^Pi  -\-  X^p^ 
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bei  Einführung  nicht  homogener  Coordinaten  x,  y,  z  wie  im  1.  Beispiel 
alle  Erzeugenden  der  einen  Schar  der  Fläche  zweiter  Ordnung  s  ==  xy 
in  Ruhe. 

3.  Beispiel:     Bei  der  Gruppe  SÄ-" 

sehen 

XiPi  +  2X2P2  +  SajgPa 

x^Pi  +     x^p^  +    573^3  +  x^p^, 

die  sich  bei  der  Deutung  von  Xi,  x^,  x^,  x^  als  homogene  Punkt- 
coordinaten  des  Raumes  (x,  y,  z): 

»A/\  «X'a  tX/n 

x  =  —,     ?/  =  — ,     z  =  — 

•^4  »*'4  t*'^ 

mit  der  projectiven  Gruppe  der  Cayley'schen  Linienfläche  im  3.  Bei- 
spiel des  vorigen  Paragraphen  deckt,  ist  die  Determinante 


0         rr^     ?>x^     0 

»X't  ^9  •*^i        **^A 


O  1«^^  i  Ö  {JC-y  U/a  Oü^  jCq  00 a        ^  00 1       ) 


nicht  identisch  Null.  Sie  stellt  gleich  Null  gesetzt  die  Cayley'sche 
Fläche  und  die  Ebene  rz;^  =  0,  d.  h.  die  unendlich  ferne  Ebene  dar. 
Nullsetzen  der  dreireihigen  Determinanten  giebt: 

x^  —  x^  —  u, 
Nullsetzen  der  zweireihigen : 

Nullsetzen  der  einreihigen : 

Letzteres  ist  in  homogenen  Coordinaten  bedeutungslos.  Invariant  sind 
also  zunächst  die  Cayley'sche  Fläche  und  die  unendlich  ferne  Ebene, 
ferner  die  Gerade  Xy=  x^  =  0,  d.  h.  die  unendlich  ferne  Gerade  der 
Ebene  x  =  0  und  als  einzeln  invarianter  Punkt  der  unendlich  ferne 
Punkt  der  ^-Axe.  Alle  diese  Gebilde  sind  kleinste  invariante  Mannig- 
faltigkeiten. Die  Invarianz  der  unendlich  fernen  Ebene  bedeutet,  da 
die  Gruppe  projectiv  ist,  dass  Parallelen  in  Parallelen  übergehen, 
die  Invarianz  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  x  =  0,  dass 
Parallelen  zu  dieser  Ebene  in  ebensolche,  die  Invarianz  des  unendlich 
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fernen  Punktes  der  ^-Axe,  dass  Parallelen  zur  e-Axe  in  ebensolche 
übergehen.  Wir  machen  abermals  darauf  aufmerksam,  dass  man  durch 
Benutzung  der  homogenen  Schreibweise  auch  das  Unendlichferne  zu 
untersuchen  vermag.  Wie  man  zur  homogenen  Schreibweise  einer 
vorgelegten  projectiven  Gruppe  des  Raumes  gelangt,  werden  wir  im 
19.  Kapitel  erkennen. 


Kapitel  17. 
Ähnlichkeit  zweier  Gruppen.  —  Reciproke  einfach  transitive  Gruppen. 

Die  Frage,  wann  eine  gegebene  Gruppe  durch  Einführung  neuer  Ver- 
änderlicher in  eine  andere  gegebene  Gruppe  verwandelt  werden  kann, 
wird  uns  in  diesem  Kapitel  zunächst  beschäftigen.  Es  ist  nicht  schwer, 
Kriterien  abzuleiten,,  die  für  diese  Überführbarkeit  notwendig  sind. 
Dass  sie  auch  hinreichen,  wollen  wir  aber  nur  für  einen  wichtigen 
speciellen  Fall,  für  die  einfach  transitiven  Gruppen,  beweisen.  Mit 
diesen  besonderen  Gruppen  werden  wir  uns  alsdann  eingehender  be- 
schäftigen. 

§  1.     Zriterram  der  Ähnlichkeit  zweier  Gnippen. 
Führen  wir  in  die  Gleichungen  einer  r-gliedrigen  Gruppe 

(1)  Xi=  fi{x^  .  .Xn,    «1  .  .  «r)        (^■  =  1,    2  .  .  W) 

neue  Veränderliche  y^  .  .  yn,  2/i '•  •  2/«'  vermöge  einer  Substitution  ein, 
indem  wir 

yi  =  (Oiixi . .  a;„)      (i  =  1,  2  .  .  w) 

und  entsprechend 

yi  =  aii{x^.  .Xn)     (i  =  1,  2  . .  w) 

setzen,  so  bestimmen  die  hervorgehenden  Gleichungen 

(2)  y!  =  Fi{y^  ..ynya^..ar)      (^  ==  1,  2  . .  n) 

wiederum  eine  r-gliedrige  Gruppe.  Dies  zeigten  wir  in  §  4  des  6.  Kap. 
für  den  Fall  n  =  2;  die  damals  gegebenen  Betrachtungen  gelten  aber 
offenbar  für  beliebiges  .n. 

Ersetzen  wir  nun  in  der  Gruppe  (2)  die  Parameter  a^ .  .  Or  durch 
r  andere  Parameter: 

a*  =  «*(«!..  ar)      (A;  ==  1,  2.  .r), 
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die  von  einander  unabhängige  Functionen  von  a^  .  .  ar  sind,  so  stellen 
selbstverständlich  auch  die  hervorgehenden  Gleichungen: 

yl=\i{yx--yn,  o.^"0.r)    (i  =  i,2..n) 

eine  Gruppe  dar,  nämlich  die  Gruppe  (2)  selbst,  nur  in  anderer  ana- 
lytischer Fassung. 

Diese  Bemerkungen  führen  uns  dazu,  den  schon  in  §  4  des  6.  Kap. 
angedeuteten  Begriff  der  Ähnlichkeit  zweier  Gruppen  in  der  folgenden 
Weise  auf  n  Dimensionen  auszudehnen  und  zu  definieren : 

Zwei  r-gliedrige  Grupqen  Schk^u! 

(1)  Xi=  fi(x^  .  .  Xn,  Ol .  .  ür)      (i=  1,  2  . .  n) 

(3)  t//=  f.(2/i  . .  i/n,  Ol . .  a^)      (i=l,  2..  n) 

heissen  ähnlich,  wenn  die  eine  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher 
und  Parameter 

(4)  yi  =  cai{xi  . .  Xr^)     («  =  1,2..  «) 
Oi  =  «*(«!  .  .  «r)      (k=  1,  2  .  .r) 

in  die  andere  übergeführt  werden  Jcann. 

Durch  Benutzung  des  Begriffes  der  infinitesimalen  Transforma- 
tionen gelingt  es  nun,  dieser  Definition  eine  wesentlich  einfachere 
Form  zu  geben,  die  praktisch  den  Vorzug  verdient. 

Die  Gruppe  (1)  wird  von  r  von   einander  unabhängigen   infinite-   dio  iuf. 

^tr       \    y  ^  &  ö  rp^f  zweier 

simalen  Transformationen  erzeugt:  ähnlicher 


Gruppen. 


X,f  =  ^i^^{x,..x„)^     (Ä;=l,  2..r), 
die  Gruppe  (3)  etwa  von  diesen: 

n  < 

Y,f=^iV^i{y,  •■Vn)!^     (Ä  =  1,  2  . .  r) . 
1 

Wir  wissen,  dass  die  Gruppe  (1)  in  oo''-^  eingliedrige  Untergruppen 
zerfällt.  Vermöge  (4)  geht  jede  dieser  eingliedrigen  Untergruppen  in 
eine  eingliedrige  Untergruppe  der  Gruppe  (3)  über  —  nach  Satz  5, 
§  4  des  6.  Kap.  Mithin  geht  auch  jede  infinitesimale  Transformation 
Xi/"  von  (1)  vermöge  (4)  in  eine  infinitesimale  Transformation  von 
(3)  über*).  X^/"  wird  somit  vermöge  (4)  die  Form  E  Const.  Yf  an- 
nehmen. 


*)  Vgl.  hierzu  „Diffgln.  m.  inf,  Trf.",  §  2  des  14.  Kap. 
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Wenn  umgekehrt  die  infinitesimalen  Transformationen  X^/.  .  Xrf 
einer  r-gliedrigen  Gruppe  (1)  vermöge  einer  Substitution  (4)  in  die 
infinitesimalen  Transformationen  S  Const.  Yf  einer  anderen  r-gliedrigen 
Gruppe  Y-^f.  .  Yrf  übergehen,  so  gehen  die  von  den  Xkf  erzeugten 
eingliedrigen  Gruppen  vermöge  (4)  in  die  von  den  27  Const.  Yf  er- 
zeugten über,  d.  h.  die  Gruppe  X^f.  .  Xrf  wird  durch  die  Transforma- 
tion (4)  in  die  Gruppe  Y^f. .  Yrf  verwandelt. 

Daher  sagen  wir: 

Satz  1:  Zwei  r-gliedrige  Gruppen  in  gleichvielen  Veränderlichen 
sind  dann  und  nur  dann  mit  einander  ähnlich,  wenn  es  eine  Transforma- 
tion gieht,  die  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
der  einen  in  solche  der  andern  überführt. 

Wir  wissen  ferner,  dass  eine  Transformation,  die  üf  und  Vf  in, 

sagen  wir,   JJf  und  Vf  überführt,  auch 

ü(Vf)-V(Uf) 
in  _____ 

ü(Vf)-V(üf) 

oder  kurz  (UV)  in  (UV)  verwandelt*).  Nach  dem  Hauptsatze  be- 
stehen nun  zwischen  X^f..  Xrf  paarweis  Beziehungen   von  der  Form 

r 

(XiX,)  =^scasXsf    (i,  Jc=l,  2..r), 

in  denen  die  Cas  Constanten  sind.  Wenn  nun  X^f ..  Xrf  yermöge  (4) 
in  ^i/".  .  ^rf  übergehen,  so  muss  also  auch 

r 
{%'^k)^^C,,,%f 
1 

sein.  Die  ^j/".  .  2)^/'  sind  aber  bei  der  Voraussetzung,  dass  die  Gruppen 
XJ'..Xrf\m^  Y^f..Yrf  vermöge  (4)  mit  einander  ähnlich  seien, 
r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe 

T,f-  .  Yrf 

Daher  folgt: 

Klammer-  ^^^'^  ^'     ^^'^^  ^'^^^  r-gliedrige   Gruppen  XJ.  .  Xrf  und  Y^f.  .  Yrf 

^^^irücke  ^n  einander  ähnlich,  so  enthält  die  Gruppe  Y^f..  Yrf  immer  r  solche 

ähnlicher   ■ 

*)  Von  diesem  Satze  haben  wir  schon  hin  und  wieder  stillschweigend  Ge- 
brauch gemacht.     Er  folgt  sofort  daraus,  dass  die  Gleichungen 

Uf=Üf,     Vf=Vf, 

die  vermöge  der  Transformation  identisch  bestehen,  die  Gleichung 

.....  UiVf)-ViUf)^ü{Vf)-V{Uf) 

nach  sich  ziehen. 
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wn  einander  unabhängige  infinitesimale  Transfonnationen  ^if.  .  ^rf,  dass 
in  den  Gleichungen 

r 

{%%)  =^ßiks%f    {i,k  =  l,2..r) 
1 

die   Constanten   dius   dieselben   Zahlenwerte   wie   die   entsprechenden    Con- 
stanten in  den  Gleichungen 

r 

{XiX,)  =^s  CiuX.f    {i,h=l,2..r) 

besitzen,  sodass  also  das  =  Ciks  ist. 

Dieser  Satz  lässt  sich  unter  Benutzung  einer  sich  von  selbst  dar- 
bietenden Redeweise  kürzer  so  ausdrücken: 

Satz  3:  Zwei  mit  einander  ähnliche  Gruppen  sind  immer  gleich- 
zusammengesetgt*). 

Jedoch  das  hiermit  gefundene  Kriterium  reicht  noch  nicht  für  die 
Ähnlichkeit  zweier  Gruppen  aus.  Z.  B.  die  Gruppen  in  x,  y:  p  yp 
und  p  q  sind  beide  zweigliedrig  und  gleichzusammengesetzt.  Dennoch 
gieht  es  offenbar  keine  Transformation,  vermöge  deren  die  erste  in 
die  zweite  übergehen  könnte,  denn  bei  der  ersten  bleiben  oo^  Curven 
y  =  Const.  einzeln  in  Ruhe,  während  bei  der  zweiten  keine  oo^  ein- 
zeln invariante  Curven  vorhanden  sind. 

Um    zu    hinreichenden  Kriterien   für    die  Ähnlichkeit  der  beiden     zur 

Ableitung 

Gruppen  X^f. .  Xrf  und   Y^f. .  Yrf  zu   gelangen,  stellen  wir  folgende^'».'"':^®'''^- 
Überlegungen  an :  Ähnlichkeit. 

Da  die  r  infinitesimalen  Transformationen  X^f.  .  X^/'von  einander 
unabhängig  sind,  so  besteht  zwischen  ihnen  keine  lineare  Relation 
mit  Constanten  Coefficienten.  Wohl  aber  können  zwischen  ihnen 
lineare  Relationen  mit  von  x^  .  .  Xn  abhängigen  Coefficienten  bestehen. 
Um  sogleich  den  allgemeinen  Fall  ins  Auge  zu  fassen,  wollen  wir  an- 
nehmen, dass  sie  durch  r  —  q  verschiedene  lineare  Relationen  ver- 
bunden sind.  Alsdann  können  wir  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppe  so  auswählen,  dass  zwischen  den  q  ersten:  X^f.  .  Xqf  keine 
lineare  Relation  vorhanden  ist,  während  die  r  —  q  übrigen:  Xq^if..Xrf 
sich  durch  jene  in  dieser  Weise  ausdrücken  lassen: 


*)  Führt  man  den  Begriff  des  holoedrischen  Isomorphismus  ein,  der  zum 
Schluss  des  §  4  des  5.  Kap.  gestreift  wurde,  so  kann  man  zeigen,  dass  zwei  gleich- 
zusammengesetzte Gruppen  immer  holoedrisch  isomorph  sind,  und  umgekehrt. 
Infolgedessen  lässt  sich  der  obige  Satz  auch  so  aussprechen:  Zwei  mit  einander 
ähnliche  Gruppen  sind  stets  holoedrisch  isomorph. 
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Sind  nun  die  Gruppen  X^f.  .  Xrf  und  Y^f.  .  Yrf  mit  einander  ähnlich, 

d.  h.  giebt  es  solche  neue  Veränderliche 

(4)  yi  =  (Oi{x^  .  .  Xn)     {i  =  l,2--n), 

welche  die  X-^f.  .  Xrf  auf  die  Form 

r 

Xi^f=  W=^eHY,f     {h  =  l,2..r) 
1 

bringen,  so  können  ^i/.  .  ^qf  durch  keine  lineare  Relation  mit  ein- 
ander verknüpft  sein,  während  D^^-i/".  .  ^r/"  sich  durch  jene  ausdrücken 
lassen  müssen  in  der  Form: 

(6)  %+d=  Mvi .  •  Pnmf  +  •  •  +  tM{y^ . .  ynmf 

(j=l,  2..r-q), 

indem  allgemein  der  Coefficient  g)//(iCi  .  .  a;„)  vermöge  der  Substitution 
(4)  in  den  Coefficienten  flfji(yi  .  ■  yn)  übergeht.  Also  folgt: 
''üben'hni*^  Satz  4:  Sind  zwei  r-gliedrige  Gruppen  X^f..  Xrf  und  Y^f..  Yrf 
Gruppen,  ^"^j  ^g,j  ,j  Veränderlichen  x^  .  .  Xn  hez.  yi  .  .  y»  ^^^it  einander  ähnlich,  und 
besteht  zwischen  X^f. .  Xqf(q  <,  r)  keine  lineare  Relation,  während  all- 
gemein 

Xq+jf^  (pji(xi  ..Xn)XJ-\ \-  g)jg{xi . .  X„)Xgf 

(j=l,  2..r-q) 

ist,  so  lassen  sich  unter  den  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe 
Y^f.  .  Yrf  r  von  einander  unabhängige  ^if. .  ^rf  derart  auswählen,  dass 
erstens  die  Gleichungen 


und 


(XiXk)  =^  CiksXsf 
1 

r 


.  {1,1=1,2  ..r) 


1 

dieselbe  Form  haben,  also  Ciks==diks  ist,  dass  zweitens  zwischen  '^if-.'^qf 
keine  lineare  Belation  besteht,  aber  drittens  Beziehungen  von  der  Form 

%+if^  Myi  • .  ynWJ  +  •  •  +  Myi  •  •  ynMf 

{j=l,2..r-q) 
vorhanden  sind  und  viertens  die  q(r  —  q)  Gleichungen 

<Pjt{Xi  ..Xn)  =  ^jl{yi  .  .  Vr) 

{j=l,2..r-q,     1=1,  2..  q) 
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weder  einander  wider spreclien  noch  eine  Relation  zwischen  x^  .  .  x„  allein 
oder  yx  •  .yn  ollein  nach  sich  ziehen. 

Es  kann  umgekehrt  bewiesen  werden,  dass  die  vier  hier  ange- 
gebenen Bedingungen  auch  für  die  Ähnlichkeit  der  beiden  Gruppen 
Xj/".  .  Xrf  und  Y^f.  .  Yrf  hinreichen.  Wir  wollen  aber  diesen  Beweis 
der  ümkehrung  hier  nicht  bringen*),  sondern  nur  einen  speeiellen, 
aber  besonders  interessanten  Fall  vollständig  behandeln,  den  Fall  näm- 
lich, dass  n  =  r  ==^  q  ist. 

Immerhin  giebt  uns  Satz  4  doch  schon  Mittel  an  die  Hand,  in 
bestimmten  Beispielen  die  Frage,  ob  zwei  vorgelegte  Gruppen  mit 
einander  ähnlich  sind,  zu  entscheiden. 

Seispiel:     Wir  wollen  untersuchen,  ob  die  Gruppe  Beispiel. 

q    p-\-  xq     xp  -\-  2yq 
in  X,  y  sich  in  die  Gruppe 

Qi  Pi  ^iPi  +  ^yiQi 
in  Xi ,  y^  überführen  lässt.  Zunächst  sind  beide  Gruppen  gleichzu- 
sammengesetzt. Zwischen^,  den  beiden  ersten  infinitesimalen  Transfor- 
mationen jeder  der  Gruppen  besteht  keine  lineare  Relation.  Wohl 
aber  ist  die  dritte  infinitesimale  Transformation  jedesmal  durch  die 
beiden  ersten  linear  ausdrückbar,  denn  es  ist: 
(5')  xp    +  2yq    =(2y  —  x^)-q  -f  a;  •  (p  +  xq), 

^iPi  +  22^1^1  =       2i/i        ■qi-\-  x^-       px. 

Vermöge  der  Transformation,  welche  die  drei  ersten  infinitesimalen 
Transformationen  in  die  drei  letzten  überführt,  muss  also  —  wenn 
überhaupt  eine  solche  existiert: 

2y  —  x'  =  2y^,     x  =  x^ 
sein.     Diese  Transformation  kann  also  nur  so  lauten: 

_  _     _  ^ 

x^  —  ^)   yi  —  y      2 ' 

Sie  führt  in  der  That  die  erste  Gruppe  in  die  zweite  über.  Wünschen 
wir  die  allgemeinste  Transformation  zu  kennen,  vermöge  deren  die 
beiden  Gruppen  mit  einander  ähnlich  sind,  so  haben  wir  in  der  zweiten 


*)  Siehe  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen,  Archiv  for  Math.  Bd.  3 
(1878);  Allgemeine  Untersuchungen  über  Differentialgleichungen,  die  eine  endliche 
continuierliche  Gruppe  gestatten,  Math.  Ann.  Bd.  XXV  (1884);  Theorie  der  Trans- 
formationsgruppen, I.  Abschnitt  bearb.  unter  Mitw,  von  Engel,  Leipzig,  1888, 
Kap.  19. 
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in  der  allgemeinsten  Weise  drei  infinitesimale  Transformationen  so  zu 
wählen,  dass  ihre  Klammerausdrücke  sich  durch  diese  drei  in  derselben 
Weise  ausdrücken,  wie  die  Klammerausdrücke  von  c[,p-{-ocq,xp-^2yq 
durch  diese  drei.  Diese  allgemeinste  Auswahl  der  infinitesimalen 
Transformationen  ist,  wie  man  ohne  Mühe  findet: 

^üi     f^Pi     QQi  +  0Pi  +  x,p,  +  2«/i^i. 

Dabei  bedeuten  X,  yb,  q,  <?  irgend  welche  Constanten,  von  denen  A  und 
^  nicht  Null  sind.  Hier  ist  die  dritte  infinitesimale  Transformation 
durch  die  beiden  ersten  linear  ausdrückbar  in  der  Form : 

(6')  c^i  +  <3Pi  +  ^iPi  +  ^yiQi=j  (q  +  22/i)  •  Agi  +  ^  (<?  +  ^i) •  ^Pi- 

Die  gesuchte  Transformation,  vermöge  deren  die  beiden  Gruppen  mit 
einander  ähnlich  sind,  muss  daher,  wie  aus  (5')  und  (6')  hervorgeht, 
die  Relationen  erfüllen: 

2y  —  x^=j{Q  +  2y^),      X=^{6  +  X,). 

Sie  lautet  daher  —  vorausgesetzt,  dass  sie  überhaupt  das  Gewünschte 
leistet  —  notwendig  so: 

x^  =  iix  —  6,     yi  =  2,y~^x^  —  -Q. 

In  der  That  führt  sie  die  erste  Gruppe  in  die  zweite  über,  wie  man 
verificieren  kann. 


§  2.     Ähnlichkeit  einfach  transitiver  Gruppen. 

Die  Gruppe  X^f.  .  Xrf  in  n  Veränderlichen  x^  .  .  Xn  ist  transitiv, 
wenn  r  ^n  ist  und  unter  X^f.  .  Xrf  n  infinitesimale  Transformationen 
vorhanden  sind,  zwischen  denen  keine  lineare  Relation  mit  von  Xi..Xn 
abhängigen  Coefficienten  besteht.  (Vgl.  Theorem  29,  §  4  des  16.  Kap.) 
Wir  nennen  sie  einfach  transitiv,  wenn  insbesondere  noch  w  =  r  ist. 
Einfach  Eine  n-gliedrige  transitive  Gruppe  X^f..  Xnf  in  n  Veränderlicher^ 

Gruppe,  x^  .  .  Xn  hcisst   olso    eine   einfach   transitive    Gruppe.     In   einer   solchen 
Gruppe,  deren  endliche  Gleichungen 

a;/=  fiQiOi .  .x„,  a^.  .a„)     (i  =  1,  2  .  .  n) 

also  nach  «^  .  .  a„  auflösbar  sind,  giebt  es  gerade  eine  Transformation, 
die  ein  allgemeines  Wertsystem  iCj  . .  a;„  in  ein  anderes  allgemeines 
Wertsystem  überführt.  Ist  in  einer  transitiven  Gruppe  die  Gliederzahl 
r  >  w,  so  giebt  es  offenbar  eine  continuierliche  Schar  von  oo*"— "  der- 
artigen Transformationen. 
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Bei  einer  einfach  transitiven  Gruppe  Xj/". .  X„/"  besteht  zwischen 
ihren  n  infinitesimalen  Transformationen  keine  lineare  Relation  mit 
von  x^  .  .  Xn  abhängigen  Coefficieuten.  Gleichungen  von  der  Form  (5) 
des  vorigen  Paragraphen  kommen  hier  also  nicht  vor;  es  ist  eben  die 
damalige  Zahl  q  jetzt  auch  gleich  n.  Hieraus  folgt,  dass  eine  einfach 
transitive  Gruppe  nur  mit  solchen  Gruppen  ähnlich  sein  kann,  die 
ebenfalls  einfach  transitiv  sind. 

Mithin  ist  es  unsere  Aufgabe  —  wenn  wir  die  Umkehrung  des 
Satzes  4  des  vorigen  Paragraphen  für  die  einfach  transitiven  Gruppen 
beweisen  wollen  —  zu  zeigen,  dass  zwei  einfach  transitive  Gruppen 
in  gleich  vielen  Veränderlichen  mit  einander  ähnlich  sind,  sobald  sie 
nur  gleiche  Zusammensetzung  haben. 

Wir  betrachten  also  zwei  w-gliedrige  einfach  transitive  Gruppen 
X^f.  .  Xnf  und  Yj^f. .  Ynf  in  x^  .  .  Xn  bez.  y^  .  .yn  und  setzen  voraus, 
dass  sie  gleich  zusammengesetzt  seien.  Wir  können  annehmen,  die  in- 
finitesimalen Transformationen  seien  schon  so  gewählt,  dass  mit 


{XiXji)  ^  yf  CiksXgf 
auch 

n 

{TiY,)=^scasTJ 


(i,  h  =  \,  2  . .  n) 


ist.     Alsdann  bilden  die  n  Differentialgleichungen: 

(7)  X/+  r./=0     (*=1,  2..»^) 

ein  gerade  w-gliedriges  vollständiges  System  in  den  2n  Veränder- 
lichen Xi  .  .  Xn,  yi  '  .  yn,  da  ja : 

n 

(X./+  Y,f,  X,f+  Y,f)  =^cas{X,f-\-  Y,f) 

ist.  Dieses  System  besitzt  also  n  Lösungen  ßj .  .  ß„,  die  von  einander 
unabhängig  sind  sowohl  hinsichtlich  x-i^..Xn  als  auch  hinsichtlich  ^j..^„, 
denn  die  Gleichungen  des  vollständigen  Systems  (7)  lassen  sich  sowohl 

nach  5 —  •  ^—  als  auch  nach  5 —  •  •  ö —  auflösen.     Lösen  wir  daher  die 

n  Gleichungen: 

(8)  ilk(Xi  . .  x„,  y^  .  .  y„)  =  ttk     {Jc=l,  2  ..n) 
nach  y^  .  .  yn  auf,  so  erhalten  wir  ein  Gleichungensystem 

(9)  yi  =  ^i{x^  . .  Xn,  aj_  . .  ttn)     (i=  1,  2  .  .  n), 

das  eine  Transformation  von  a?, . .  a;„  in  i/j . .  y^  darstellt.    Unter  a^. .  ün 

Lie,  Continuierliche  Gruppen.  28 


434  Kapitel  17,  §  2. 

Trf.,dieeinf.gQiieQ  hierbei   beliebige  Parameter   verstanden   werden.     Diese  Trans- 

tran8.  Gr.  in  ^ 

gleich  zu-  formation  (9)  führt  nun,  behaupten  wir,  die  Gruppe  X^f. .  Xnf  in  die 
gesetzte    Gruppe   Y,f.  .  Ynf  Über. 

üherführen  ^^  ^'  ' 

Nachweis.  Zum  Beweise   bemerken   wir,   dass   das  Gleichungensystem  (8)  in 

den  2n  Veränderlichen  x^  .  .  Xn,  «/i  •  •  Pn  bei  den  n  infinitesimalen 
Transformationen  X,/ '+  Yif  in  sich  übergeht,  also  invariant  bleibt  oder 
—  wie  man  sich  auszudrücken  pflegt  —  diese  infinitesimalen  Transfor- 
mationen gestattet*).  Denn  das  Tncrement  von  Slk  bei  X,f-]-Yif,  d.h. 
(Xj-ißi  -|-  Yiilk)dt  ist  gleich  Null,  sodass  Slk  bei  Ausführung  von 
Xif -{- Yif  beständig  constant,  gleich  a*,  bleibt.  Daher  muss  auch  das 
dem  System  (8)  äquivalente  Gleichungensystem  (9)  die  n  infinitesimalen 
Transformationen  Xicf -\- Y^f  gestatten,  mit  anderen  Worten:  Wenn 
die  Beziehungen  (9)  zwischen  x^  .  .  Xn  und  y^  .  .  yn  hergestellt  werden, 
so  bleiben  sie  ungeändert,  wenn  man  auf  x^  .  .  x.,^,  y^  . .  y»  die  n  in- 
finitesimalen Transformationen  X^f -\-  Y^:/  ausführt.  Es  müssen  daher 
die  Gleichungen 

(10)  Y,yi  =  X,0i     {i,  k=l,2..n), 

die  durch  Ausübung  von  Xjcf  -{-  Ykf  auf  (9)  hervorgehen,  vermöge  (9) 
identisch  bestehen. 

Wenn    andererseits    in    den  X^f. .  Xnf  die    neuen  Veränderlichen 
yi  =  0j  eingeführt  werden  sollen,  so  bildet  man  bekanntlich**) 


2 


Xi0,j^^     (k  =  l,2..n) 


und  eliminiert  daraus  Xi .  .  Xn  vermöge  (9).  Nach  (10)  sind  also  die 
so  aus  X-if.  .  Xnf  entstehenden  infinitesimalen  Transformationen  in 
yi  .  .  yn  diese : 


u 


^'ä"l^      (*=!.  2..«), 


d.  h.   Yyf.  .  Y„f  selbst,  was  zu  beweisen  war. 
Aiige-  Es  lässt  sich  auch  umgekehrt  zeigen,  dass  diese  Methode  die  ab- 

artige gemeinste  Transformation  (9)  liefert,  vermöge  deren  jedes  X^f  gerade 
in  Yicf  übergeht.  Denn  soll  vermöge  (9)  allgemein  X^f  in  Y^f  über- 
gehen, so  muss  vermöge  (9)  Xk^i  identisch  mit  Yi-yi  werden,  es 
muss  also  vermöge  (9)  der  Ausdruck  X^f -{-  Ykf  verschwinden,  sobald 


*)  Vgl.  „Diffgln.  m.  inf.  Trf.",  an  vielen  Stellen. 
**)  Vgl.  Schluss  des  §  2  des  3.  Kap. 
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darin   f  durch    y^  —  ^*    ersetzt    wird.     Die   Gleichungen    (9)    müssen 
folglich  ein  Lösungensystem   des   vollständigen  Systems  (7)  darstellen. 

Somit  gilt  das 

Theorem  30:     Zwei   einfach   transitive   Gruppen    Xj^f .  .  X„fÄ.im\ichkeit 
und  Yif.  .  Ynf  in  gleich  vielen  Veränderlichen  x^. .  Xn  hez.  y^. .  ^„zusammen- 

7     7  ,  7  .  .  7  7  7        gesetzter 

Sind  dann  und  nur  dann  mit  einander  ähnlich,  wenn  sie  gleich-    einfach 
zusammengesetzt  sind.     Will  man  sie  in  allgemeinster  Weise  in  Gruppen 
einander  überführen,  so  hat  man  die  n  infinitesimalen  Trans- 
formationen   Yyf .  .  Ynf  der    zweiten    Gruppe    in    allgemeinster 
Weise  so  auszuwählen,  dass  mit 


{XiXk)  ^^  Ciks  Xsf 

1 
auch 

n 

{YiY,)=^scasYsf 


■  (i,  k  =  1,  2  . .  w) 


ist,  hat  alsdann  das  vollständige  System 

Xif+Yif=0     (i=l,  2..W) 
zu  integrieren  und  seine  Integralgleichungen 

ilk{x^ . .  Xn,  yi . .  yn)  =  ttk     {l=\,  2  ..  n) 

nach  yi .  .yn  aufzulösen.  Die  dadurch  hervorgehenden  Trans- 
formationen 

yi  =  Oi(xi  .  .Xn,  «1  . .  a„)     (*  =  1,  2  . .  n) 

sind  die  allgemeinsten,  welche  die  Überführung  der  beiden 
Gruppen  in  einander  leisten.  a^..an  liönnen  dabei  als  beliebige 
Constanten  gewählt  werden,  für  die  0^  .  ,  ^„  von  einander  un- 
abhängig bleiben. 

Beispiel:     Die    allgemeine    projective    Gruppe    der    Curve    dritter  Beispiel. 
Ordnung  des  Raumes  {x,  y,  z): 

y=  x^,    z  =  x^ 

lautet,  vs^ie  vs^ir  in  einem  früheren  Beispiel  bemerkten  (siehe  §  3  des 
16.  Kap.): 

.  p  -j-  2xq  -f-  3«/r 

3(x^p  +  xyq  +  xzr)  —  2yp  —  zq. 

Sie  ist  einfach  transitiv,  da  ihre  Determinante  nicht  identisch  ver- 
schwindet   und    hier   n  =  r  =  3  ist.     Bezeichnen   wir   ihre    infinitesi- 

28* 
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malen  Transformationen  der  Reihe  nach  mit  X^f,  X^f,  X^f,  so 
haben  wir 

{X,X,)  =  X,f,     iX,X,)  =  2X,f,    \X,X,)  =  XJ. 

Andererseits  ist  die  allgemeine  projective  Gruppe,  welche  die  gerad- 
linigen Erzeugenden  der  einen  Schar  der  Fläche  zweiten  Grades 

in  Ruhe  lässt,  die  ebenfalls  schon  besprochene: 

Sie  ist  ebenfalls  einfach  transitiv.  Bezeichnen  wir  ihre  infinitesimalen 
Transformationen  mit  Fj/)   Y^f,   Y^f,  so  haben  wir 

{Y,Y,)=YJ,    {Y,Y,)EE,2YJ,    {Y,Y,)=Y,f. 

Die  beiden  betrachteten  Gruppen  sind  somit  gleichzusammengesetzt. 
Es  giebt  daher  wenigstens  eine  (selbstverständlich  nicht  projective,  aber 
doch  algebraische)  Transformation,  welche  die  eine  Gruppe  in  die  andere 
verwandelt.  Es  gründet  sich  hierauf  ein  bemerkenswerter  Zusammen- 
hang zwischen  der  Theorie  der  Fläche  zweiten  Grades  und  der 
Raumcurve  dritten  Grades. 

Einfach  Um  eine  andere  zwar  sehr  einfache,  aber  auch  sehr  wichtige  An- 

transitive 

Gruppe  mit  Wendung  von  unserem  Theorem  zu  machen,  betrachten  wir  die  einfach 

vertausch-  .    . 

baren  Trans-transitive  Gruppe 

formationeu.  r)-f         7)-f  ■       P)f 

Ihre  Klammerausdrücke  sind  sämtlich  Null.  Bezeichnen  wir  allgemein 
zwei  infinitesimale  Transformationen  Uf,  Vf,  deren  Klammerausdruck 
^iyf)  —  ^{Uf^  oder  (UV)  identisch  verschwindet,  als  vertaiischbary 
so  folgt  aus  unserem  Theorem  unmittelbar  der 

Satz  5:  Jede  n-gliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen  mit  lauter 
vertauschharen  infinitesimalen  Transformationen,  zwischen  denen  keine 
lineare  Relation  besteht,  lässt  sich  durch  passende  Wahl  der  Veränder- 
lichen ic,  .  .  Xn  auf  die  Form  bringen  *) ; 

8f      df_     _      _       d£^ 
dxi     dx^  dx^ 

Satz  12  in  §  3  des  14.  Kap.  ist  hiervon  wieder  ein  specieller  Fall. 
Man  ersieht  daraus,  wie  umfassend  das  Theorem  30  ist. 


*)  Diesen  einfachen,  aber  fundamentalem  Satz  entdeckte  Lie  im  Jahre  1869. 
Er  benutzte  ihn  in  den  Jahren  1870 — 72  zur  Entwickelung  mehrerer  Integrations- 
theorien und  dehnte  ihn  in  den  Verh.  d.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Ghristiania,  30.  April 
1872,  auf  infinitesimale  Berührungstransformationen  aus. 
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Wir  wollen  hier  die  soeben  eingeführte  Bezeichnung:  vertausch- 
bare infinitesimale  Transformationen  gruppentheoretisch  erklären.  Sind  ba'relni 
Uf  und  Vf  zwei  infinitesimale  Transformationen,  so  erzeugt  jede  eine  mitronen. 
eingliedrige  Gruppe  mit  endlichen  Transformationen  Sa  .  ■  .  bez.  Tf,  .  .  . 
Im  allgemeinen  wird  bei  der  Aufeinanderfolge  von  beliebigen  Trans- 
formationen beider  Gruppen  die  Reihenfolge  nicht  gleichgültig  sein. 
Man  kann  aber  zeigen,  dass  allgemein  stets  SaTi,  =  T^Sa  dann  und 
nur  dann  ist,  wenn  der  Klammerausdruck  (CrK)^O  ist,  sodass  der 
Satz  gilt: 

Satz  6 :  Die  endlichen  Transformationen  Sa,  Ti,  zweier  eingliedriger 
Gruppen  üf  Vf  sind  dann  und  nur  dann  stets  mit  einander  vertausch- 
bar:  Sa  Tb  =  Tb  Sa,  wenn  der  Klammerausdruck 

{UV)  =  ü(Vf)  —  V{üf)  =  0 
ist. 

Der  Ausdruck :  vertauschbare  infinitesimale  Transformationen  soll 
sich  also  auf  zwei  infinitesimale  Transformationen  oder  eingliedrige 
Gruppen  beziehen,  deren  endliche  Transformationen  mit  einander  ver- 
tauschbar sind. 

Zum  Beweis  des  Satzes  bemerken  wir:  Eine  endliche  Transforma- 
tion Sa  der  eingliedrigen  Gruppe  Vf  führt  eine  beliebige  Function  f 
über  in 

r=f+^uf-\-^uuf-}-'-', 


f  wird  von  einer  endlichen  Transformation  Tf,  der  eingliedrigen  Gruppe 
Vf  weiter  übergeführt  in: 

f"=f+\vf+^^vvr+''-. 

Die  Aufeinanderfolge  Sa  T^  giebt  also : 

r=  /■+  \  {aUf-\-  bVf)  +  ^-^  (a^  UUf-\-  2abVUf-\-b'VVf)  +  ••.. 

Entsprechend  giebt  die  Aufeinanderfolge  T(,Sa'' 

?=  /•+  T  {hVf+  aüf)-^^^  (b'VVf+  2baüVf-\-  a'ÜUf)  +  •  •  -. 

Soll  f'^ffm  alle  Werte  von  a- und  b  sein,  so  lehrt  zunächst  der 
Vergleich  der  quadratischen  Glieder,  dass  VUf^  üVf,  also  {UV)^0 
sein  muss.  Hieraus  folgt,  da  dies  für  jeden  Ausdruck  f  gelten  muss, 
dass  dann  im  Übrigen  stets,  wo  ein  V  einem  ü  unmittelbar  voraus- 
geht, V  mit  U  vertauscht  werden  kann,  sodass  also  f  auch  in  den 
Gliedern  höherer  Ordnung  genau  mit  f  übereinstimmt*). 


*)  Vgl.  „Diffgln.  m.  inf.  Trf.",  §  4  des  14.  Kap. 
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§  3.    Einfach  transitive  Gruppen,  die  zu  einander  reciprok  sind. 

"^transitive/  ^^®  Vorhergehenden  Entwickelungen  gestatten  ohne  weiteres,  alle 
^'sfctT  ^°  Transformationen  zu  bestimmen,  die  eine  gegebene  einfach  transitive 
Gruppe  X^f.  .  X„f  in  sich  überführen.  Unter  allen  diesen  Transfor- 
mationen suchen  wir  nun  insbesondere  diejenigen,  welche  die  Form 
jedes  einzelnen  Xjf  bewahren  und  nicht  einmal  um  einen  constanten 
Factor  ändern.  Dadurch  gelangen  wir  zu  einer  wichtigen  reciproken 
Beziehung  zweier  einfach  transitiver  Gruppen  zu  einander. 

Liegt  eine  einfach  transitive  Gruppe  in  n  Veränderlichen  ic, ..ic„  vor: 

n 

Xif  =  ^k^a{Xi  •  •  ^»)  g^     (i  =  l,  2  ,.n) 
und  schreiben  wir  sie  statt  in  x^.. Xn  in  anderen  Veränderlichen  Xy. . Xn  : 

n 

x{f=^ki^{x;. . x:) ^   (« =  1, 2 . . w), 


"* 


indem  wir  einfach  jedes  Xk  durch  Xk  ersetzen,  so  haben  wir  zwei 
gleichzusammengesetzte  einfach  transitive  Gruppen  XJ'.  .  X„f  und 
Xyf.  .  Xnf  vor  uns,  die  im  Grunde  genommen  mit  einander  identisch 
sind,  da  die  erste  vermöge  der  identischen  Transformation 

30k  =  OCk     (fc  =  1,  2  .  .  w) 
in  die  zweite  übergeht. 

Wir  fragen  nun  nach  allen  Transformationen  der  x^  .  .  x„  in  die 
Xj^.  .  Xn,  vermöge  deren  jedes  Xif  gerade  in  X/f  übergeht.  Nach 
Theorem  30  des  vorigen  Paragraphen  müssen  wir  zu  diesem  Zweck 
das  w-gliedrige  vollständige  System  bilden: 

X,/-+Xr=0     (*  =  1,  2..n) 
und  seine  Integralgleichungen 

Slk{Xi  .  .  Xn,    Xi  .  .  Xn)  =  ak       (/f  =   1  ,    2  .  .  w) 

nach  ic/.  .  Xn    auflösen.     Die  hervorgehenden  Gleichungen 
(11)  Xi'^  ^i(Xy  ..Xn,a^..an)    {i=l,  2  ..  n) 

mit  den  n  wesentlichen  Parametern  tty  . .  an  stellen  alsdann  die  Schar 
aller  ex»"  Transformationen  von  x^  ,  .  x„  in  x^.  .  x»  dar,  die  jede  in- 
finitesimale Transformation  X,/  in  die  entsprechende  X/f  überführen. 
Dass  alle  n  Parameter  a^  . .  a„  wesentlich  sind,  folgt  daraus,  dass 
ßj  .  .  iß„  sämtlich  von  einander  unabhängig  sind.  Bei  einer  solchen 
Transformation  (11)  geht  also  die  ursprüngliche  Gruppe,  ja  jede  (infini- 
tesimale) Transformation  der  Gruppe  bis  auf  eine  andere  Bezeichnung 


* 
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der  Veränderlichen  in  sich  selbst  über.  Dasselbe  gilt  daher,  wenn  wir 
zwei  Transformationen  (11)  nach  einander  anwenden,  d.  h.  wenn  wir 
die  Gruppe  X^f-  ■  Xnf  fernerhin  vermöge 

(12)  xr=  Oi{x;. .  <  6j  . .  &„)     (i  =  1,  2  . .  n) 

in  eine  neue  Gruppe  X-^'f. .  Xn'f  verwandeln.    Denn  es  wird  dann  auch 

n 

^Y=2  ^ik  (a?i". .  Xn")  ^     (^  =  1 ,  2  . .  w) 
1  * 

sein.  Die  Aufeinanderfolge  der  Transformationen  (11)  und  (12)  ist 
mithin    einer   einzigen   Transformation   derselben   Art   äquivalent:   alle    Gruppe 

"  •*  aller  dieser 

oo»  Transformationen  (11)    bilden    eine    continuierliche    Gruppe.     Diese  Transfor- 

_      ^       '  _  _  -^  matioueu. 

Gruppe  enthält,  da  sie  aus  allen  Transformationen  besteht,  die  X^f..Xnf 
je  in  sich  überführen,  paarweis  inverse  Transformationen,  sowie  die 
identische  Xi  =  Xi.  Sie  wird  daher  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen erzeugt.  Es  seien  U^f. .  Unf  n  von  einander  unabhängige  unter 
diesen  oo""^  infinitesimalen  Transformationen. 

Die  w-gliedrige  Gruppe  U^f. .  Unf  ist  einfach  transitiv.    Dies  folgt  ^euo  einf. 
unmittelbar  daraus,  dass  sich  die  Gleichungen  (11)  in  der  Form  Slk  =  ak   Gruppe, 
nach  «1  .  .  a„   auflösen  lassen,    dass    also    die   Gruppe  (11)    stets    eine 
Transformation  enthält,   die   ein  beliebiges  Wertsystem  x^^  .  .  Xn  in  ein 
beliebiges  anderes  Wertsystem  x^' . .  Xn    verwandelt. 

Wir  werden  nunmehr  zeigen,  dass  jeder  Klammerausdruck(-X,?7>t)^0 
ist,  dass  also  —  nach  dem  zum  Schluss  des  vorigen  Paragraphen  ein- 
geführten   Sprachgebrauch  —  die   X^f..Xnf  mit   den   Uif..ü„f  i;er- vertauscu- 

taUSChhar    sind.  Trf.  beider 

Gruppen. 

In  der  That:  Es  mögen  für  den  Augenblick  mit  Sa  .  •  die  end- 
lichen Transformationen  der  Gruppe  X^f.  .  Xnf,  mit  % .  .  die  der 
Gruppe  TJ^f.  .  Unf  bezeichnet  werden.  Wir  wissen,  dass  jede  Trans- 
formation Tb  jede  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  X^f.  .  Xnf 
genau  in  sich  überführt,  also  auch  jede  endliche  Transformation  Sa 
dieser  Gruppe.  Sa  geht  aber  bei  Ausführung  von  Ti,  über  in  Tb~^SaTb. 
(Vgl.  Satz  5,  §  2  des  3.  Kap.)     Also  ist: 

Tb~^SaTb  =  Sa 

und  in  Folge  dessen 

SaT(,  =  T(,Oa- 

Nach  Satz  6  des  vorigen  Paragraphen  ist  also  auch  jedes  (X,Z7a)^0. 


-vL 
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Diesem  begrifflichen  Beweise  fügen  wir  noch  einen  analytischen  hin^u, 
der  von  Satz  6  keinen  Gebrauch  macht:  X,/"  geht  vermöge  irgend  einer 
infinitesimalen  Transformation 


der  Gruppe  U^f.  .  TJnf  in  sich  über.  Uf  führt  aber  die  neuen  Veränder- 
lichen : 

(13)  Xk  =  Xk-\-Vk{x)8t     (Ä;=l,  2..») 
in  Xif  ein,  und  diese  Gleichungen  geben  aufgelöst: 

sok  =  Xk  —  Vk(x')dt     (k  =  1,  2  .  .  w), 

und  zwar  ist  dies  —  wie  die  folgenden  Formeln  überhaupt  —  genau  in 
den  unendlich  kleinen  Grössen  erster  Ordnung  in  dt.  Eine  beliebige  Func- 
tion f(x^  .  .  Xn)  wird  also  durch    Uf  übergeführt  in: 

(14)  F(x')  =  fix;.  .  x:)  —  {U fix))' 8t, 
entsprechend  Xifix)  in:  , 

^?(«^')  -  iu{Xif{x)y8t. 

Der  Accent  bedeutet  hiei*,  dass  nach  Bildung  des  accentuierten  Ausdruckes 
allgemein    Xk   durch    Xk    ersetzt   werden   soll.     Nach  (13)    oder   auch  nach 

(14)  ist  noch: 

(15)  f{x)  =  Fix)  +  {UFix)ydt. 

Xif  erteilt  einer  beliebigen  Function  fix)  einen  Zuwachs  Xifdt.  Die  in- 
finitesimale Transformation,  in  die  Xif  vermöge  (13)  übergeht,  erteilt  nach 
dem  Vorhergehenden  einer  beliebigen  Function  Fiaf)  das  Increment 

[x/fix')  —  (UiXifix))yöt]öT, 

wenn  darin  fix')  vermöge  (15)  durch  F  ausgedrückt  wird,  also  das  In- 
crement : 

[XiFix)  -f  XiiUFix)) dt  —  U{XiFix))dt] 6t, 

wenn  darin  überall  Xk  durch  Xk  ersetzt  wird.  Dies  lässt  sich  kürzer  so 
aussprechen:  Die  infinitesimale  Transformation,  in  die  Xif  vermöge  Uf 
übergeht,  hat  das  Symbol: 

x/f+iXiUyst. 

Sie  soll  aber  mit  X/f  identisch  sein.     Daher  ist 

iXiU)  =  0, 
was  wir  beweisen  wollten. 
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Es  giebt  also  jedenfalls  n  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformtionen 

n 

Uif=^  Vik  {x^..x„)^     (*  =  1 ,  2  .  .  n), 


die  mit  X^f.  .  X„f  vertauschbar  sind. 

Man  kann  auch  direct  alle  infinitesimalen  Transformationen 


Wf^  ^ka)k(Xi..Xn) 


df 


suchen,  für  die  jedes 

(z,Tr) 


Alle  Transf., 
die  mit  d. 

Transf. 
einer  geg. 

Gruppe 
vertauBch- 
bar  sind. 


Xi{Wf)  —  W{Xif)  =  0 


ist.     Diese  Forderung  giebt  für  die  n  Functionen    ra, 
dingungen: 


(o„  die  n^  Be- 


Sie  enthalten  links  die  n^  ersten  partiellen  Difierentialquotienten  von 
©1  .  .  o„ ,  rechts  Oj  .  .  aj„  selbst  linear  und  homogen.  Sie  bestimmen, 
da  die  Determinante  der  linken  Seiten,  |  1«  |,  nicht  identisch  Null  ist, 


alle  n*  ersten  partiellen  DifFerentialquotienten 


k 

^ —  als  lineare  und  homo- 

gene  Functionen  von  ca^  . .  (On  mit  bekannten  von  x^  .  .  x»  abhängigen 
Coefficienten.  Also  sind  auch  alle  zweiten  partiellen  Differential- 
quotienten von  Oj  .  .  (o„  bekannte  lineare  homogene  Functionen  von 
(Ol  .  .  con  u.  8,  f.     In  den  Reihenentwickelungen 


G>k 


S^ki^') 


=  c,(^»)  +  >;^^(a^,-a;/)  +  ...     (Ä;=l,  2..n) 


1 


dx/ 


sind  folglich  alle  Glieder  bestimmt,  sobald  die  n  Anfangsglieder  0^(3;*^) 
bestimmt  sind.  Daher  hängen  Oj  . .  cj„  von  nicht  mehr  als  gerade  n 
willkürlichen  Constanten  ab.  Nun  aber  wissen  wir,  dass  die  An- 
nahmen : 


(16) 


(Ok 


ßlVu  +  62^2*  +  •  •  4-  ^nVnk       (^  =  1,    2  .  .  W) 


die  Bedingungen  erfüllen,  da  jedes  {XiUj)^0  ist,  und  dass  hierin 
die  n  Constanten  e^  .  .  e„  von  einander  unabhängig  sind,  weil  die 
U^f. .  ünf  eine  einfach  transitive  Gruppe  darstellen  und  also  die  De- 
terminante I  Vik  I  ^  0  ist.  Die  Werte  (16)  geben  daher  die  allgemeinste 
Art  an,  wie  man  die  Bedingungen  {XiW)^0  sämtlich  erfüllen  kann. 
Ausser  TJJ..Ünf  und  den  aus  diesen  linear  ableitbaren  UeiUif 
giebt    es    folglich   keine   infinitesimale   Transformation,    die   mit  allen 
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X^f. .  X„f  vertauschbar  wäre.  Mithin  ist  die  Gruppe  U^f. .  Unf  durch 
die  Forderungen : 

iX,U;)  =  0     (i,j=l,  2..n) 

vollständig  bestimmt. 
u^kehrung  Denkt  man  sich  andererseits  nicht  X^f.  .  Xnf,  sondern  Uif. .  U„f 

beider    j^]g    ursprünglich    gegebene   einfach   transitive   Gruppe,    so   bestimmen 

Gruppen  zu  r  o  o    o  rr    ? 

einander,  ebenso  diesG  Forderungen  die  Gruppe  X^^f.  .  Xnf.  Zwischen  den  beiden 
einfach  transitiven  Gruppen  X^f,  .  Xnf  und  U^f.  .  Unf  besteht  also  eine 
vollkommen  umkehrbare  Beziehung: 

Die  eine  Gruppe  definiert  alle  Transformationen,  welche  jede  in- 
finitesimale Transformation  der  anderen  Gruppe  in  sich  überführen. 

zil^immen-         Weiterhin  ist  es  nun  äusserst  bemerkenswert,  dass  beide  Gruppen 
^beidM^   ^ZeicÄ  msammen gesetzt  sind.     Ist  nämlich  allgemein 

Gruppen. 

n 

{XiX,)  E^^sCi,,XJ    (i,  k=  1,2..  n), 

so  lassen  sich  JJif. .  Unf  aus  der  Schar  aller  2JConst.  Uf  so  aus- 
wählen, dass  auch  Jedes 

n 

-    (U^U,)  =^c,,,  Usf    {i,  ]c  =  l,2..n) 
1 
ist. 

Um  dies  zu  beweisen,  denken  wir  uns,  wie  schon  in  früheren 
Fällen,  die  Coefficienten  in  den  infinitesimalen  Transformationen  in 
der  Umgebung  eines  Wertsystems  allgemeiner  Lage  (Xj^ . .  Xn^)  nach 
Potenzen  von  Xj^  —  x^^,  .  . .  Xn  —  x„^  entwickelt.  Als  solches  Wert- 
system allgemeiner  Lage  können  wir  ohne  wesentliche  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  das  Anfangssystem  x/*  =  0  wählen,  um  dadurch  die 
Formeln  etwas  handlicher  zu  gestalten. 

Wir  dürfen  also  annehmen,  es  sei 

n  n 

1*1  * 

indem  wir  nur  die  Glieder  nullter  und  erster  Ordnung  wirklich  hin- 
schreiben. Da  die  Gruppe  X^f.  .  Xnf  einfach  transitiv  ist,  so  erteilt 
sie  einem  Wertsysteme  allgemeiner  Lage,  also  auch  dem  Anfangs- 
system Xi  =  0,  gerade  n  von  einander  unabhängige  Incremente.  Für 
Xj^  =  •  •  =  Xn  =  0  reducieren  sich  aber  die  Xif  auf 
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S^'^'dF,     (i=l,  2..n). 


Demnach  ist  die  Determinante  der  a«  sicher  von  Null  verschieden. 
Indem  wir  passende  lineare  Combinationen  ZI  Const.Xf  als  X^f.  .  X„f 
herausgreifen,  deren  Coefficienten  Unterdeterminanten  der  Determi- 
nante I  ttik  I  sind,  können  wir  also  erreichen,  dass  insbesondere  in  X,/ 
alle  Utk  =  0  sind  mit  Ausnahme  von  a,-,-.  Wir  dürfen  somit  die  Xif 
in  der  Form  annehmen : 


(17) 


t  ^  K 


(i=l,  2  ..n). 


Entsprechend  wählen  wir  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
zweiten  einfach  transitiven  Gruppe   Vi  f.  .  Unf  so : 


^/— ^,+^^2;*«-'^  + 


Nun  ist: 


(18) 


(i  =  l,  2..n). 

{x,Xj)=    ^,(bj,,-h,;)^  + 
1  * 

(  jt;.  Uj)  =  -2  (^,H  -  A-^-)  ^  + 

n 


Hierin  sind  die  Glieder  erster  und  höherer  Ordnung  in  iCj  .  .  a;„ 
überall  nur  angedeutet.  Wir  wissen  aber,  dass  jedes  (X,  Uj)  ^  0  ist. 
Die  letzte  Relation  (18)  giebt  daher: 

(19)  ,ßjki  =  —  iikj     (i,  k,j  =  l,  2..n). 

Ferner  wissen  wir,  dass  allgemein: 

n 

(XiXj)  ^^  Cifs  Xsf 

1 

ist.  Vergleichen  wir  diesen  Wert  mit  dem  Werte  in  der  ersten  Rela- 
tion (18)  hinsichtlich  der  von  x^^.  .Xn  freien  Glieder,  so  folgt  unmittel- 
bar nach  (17): 
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Wenn  also  die  Ausdrücke  (17)  eine  einfach  transitive  Gruppe  dar- 
stellen, so  sind  ihre  Klammerausdrücke : 

n 

(20)  (X,Z,.)  ^  2  C^^-*'  -  ^'*^)  ^^f    (*',  j  =  1 ,  2  . .  n) . 

1 

Entsprechend  sind   bei  der  Gruppe   ü^f.  .  U„f  die  Klamraerausdrücke : 

{UiU;)  =^'^{ßjk<  -  ßi^j)U,f    (i,  j  =  1;  2  • .  n). 
1 

Nach  (19)  können  wir  hierfür  schreiben: 

n 

(21)  (UiU/)  =2  (&,-,,  -  M  U,f    (i,  i  =  1,  2  . .  n). 

Der  Vergleich  von  (20)  mit  (21)  lehrt,  dass  die  Gruppen  X^f.  .  X„f 
und   C/j/'. .  C4/"  gleichzusammengesetzt  sind. 

Wir   fassen    schliesslich    die   Ergebnisse    dieses   Paragraphen    zu- 
sammen in  dem 
Zueinander        Theorem   31:      Sind    X^f .  .  Xnf  unabhängige    infinitesimale 
einf.  trans.  Transformationen  einer  einfach  transitiven   Gruppe   in  den  n 

Gruppen.  '  '  ^-^ 

Veränderlichen  x^..Xn,  so  definieren  dien  Gleichungen  (X,?/)^0 
die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  Uf  einer  zweiten 
einfach  transitiven  Gruppe  ü^f .  .  Unf,  die  mit  der  Gruppe 
X^f .  .  Xnf  gleichgusammengesetzt  und  ähnlich  ist.  Die  Be- 
ziehung zwischen  diesen  beiden  Gruppen  ist  eine  umkehrbare: 
jede  der  beiden  Gruppen  besteht  aus  dem  Inbegriff  aller  ein- 
gliedrigen Gruppen,  deren  Transformationen  mit  jeder  Trans- 
formation der  anderen  Gruppe  vertauschbar  sind. 

Wir   nennen    diese   beiden  Gruppen   zu  einander  reciproke  einfach 
transitive  Gruppen. 
Beispiel  Beispiel:     Die  einfach  transitive  Gruppe  in  x,  y,  z: 

q  +  xr     yq-{-  zr     {xy  —  z)p  +  y^q  -f  y^r, 

die  wir  schon  früher  in  Beispielen  besprochen,  ist  projectiv,  nämlich 
die  grösste  projective  Gruppe,  die  alle  Erzeugenden  der  einen  Schar 
X  =  Const.  der  Fläche  zweiten  Grades 

z  —  xy  =  0 

einzeln  in  Ruhe  lässt.    Entsprechend  ist  die  einfach  transitive  Gruppe 
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p  -\-  yr     xp  -\-  0r     x^p  +  {xy  —  z)q  +  xsr 

die  zweite  projective  Gruppe,  die  alle  Erzeugenden  der  anderen  Schar 
y  =  Const.  der  Fläche  in  Ruhe  lässt.  Die  Transformationen  der  beiden 
Gruppen  sind  paarweis  vertauschbar,  wie  man  durch  Bildung  der 
Klammerausdrücke  sieht.  Auch  sind  beide  Gruppen  gleich  zusammen- 
gesetzt. Sie  sind  daher  zu  einander  reciprok  und  es  giebt  Transfor- 
mationen, welche  die  eine  Gruppe  in  die  andere  überführen. 


Kapitel  18.  * 

Die  adjungierte  Grrnppe. 

Die  Theorie  der  projectiven  Gruppen,  d.  h.  der  Gruppen  von 
Transformationen,  die  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Veränderlichen 
stets  wieder  in  solche  überführen,  besitzt  eine  hervorragende  Wichtig- 
keit für  die  ganze  Gruppentheorie  überhaupt.  Mit  jeder  r-gliedrigen 
Gruppe  hängt  nämlich  eine  lineare  homogene  Gruppe  in  ganz  bestimmter 
Weise  zusammen,  die  adjungierte  Gruppe.  Sie  ist  besonders  wichtig  für 
die  Bestimmung  und  Discussion  der  in  einer  gegebenen  Gruppe  ent- 
haltenen Untergruppen.  Ihrer  Einführung  ist  das  gegenwärtige  Kapitel 
gewidmet.  Wenn  wir  später  die  linearen  homogenen  Gruppen  aus- 
führlicher besprechen,  werden  wir  Gelegenheit  haben,  die  Theorie  der 
adjungierten  Gruppe  weiter  zu  entwickeln. 

Man  kann  vielleicht  sagen,  dass  die  üherrascheride  EinfachJieit  un- 
serer Gruppentheorie  in  erster  Linie  auf  der  Einführung  der  Begriffe: 
infnitesimale  Transformation  und  adjungierte  Gruppe  beruht. 


§  1.     Begriff  der  adjungierten  Gruppe. 

Zunächst  wollen  wir  einige  bestimmte  Beispiele  ins  Auge  fassen: 
Betrachten  wir  eine  infinitesimale  oder  endliche  Translation  T  in  Beispiele. 
der  Ebene.  Sie  kann  in  der  Zeichnung  durch  eine  Schar  paralleler 
und  gleichlanger  Pfeile  dargestellt  werden,  die  von  den  ursprünglichen 
zu  den  transformierten  Punkten  führen.  Ausserdem  sei  eine  Rotation 
P  um  einen  gewissen  jPunkt  0  und  mit  einer  gewissen  Amplitude 
%•  gegeben.  Führen  wir  nun  in  bekannter  Weise  die  Rotation  P 
auf  die  Translation  T  aus,  so  erhalten  wir  die  Transformation 
r'  =  p-iTP   (nach  Satz  5,  §  2  des  3.  Kap.),  und   diese   ist   wieder 
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Pig.  37. 


eine  Translation.     Dass  dies  der  Fall  ist,  macht  die  Fig.  37  anschau- 
lich klar. 

Betrachten  wir  nun  allgemein  die  Ausführung  einer  Bewegung  auf 
eine  Bewegung.  (Vgl.  §  3  des  4.  Kap.)  Eine  Bewegung  ist  bekannt- 
lich im  allgemeinen  eine  Rotation,  im 
besonderen  eine  Translation.  Letztere 
kann  als  Rotation  mit  unendlich  fernem 
Drehpunkt  aufgefasst  werden.  Wir 
wollen  also  allgemein  auf  eine  Be- 
wegung B  eine  andere  Bewegung  B 
ausführen.  Die  Bewegung  B  wird 
bildlich  durch  Pfeile  in  Kreisbogen 
um  einen  Drehpunkt,  die  Bewegung  B 
durch  solche  um  einen  andern  Dreh- 
punkt darstellbar  sein.  Führen  wir  B 
auf  B  aus,  so  ergiebt  sich  natürlich 
wieder  eine  Bewegung  B~^BB,  denn  alle  Bewegungen  bilden  eine 
Gruppe  und  die  Aufeinanderfolge  mehrerer  Bewegungen  ist  daher  stets 
wieder   eine.     Fig.  38   soll  die  Bildung  von  B~^BB  veranschaulichen. 

Wenn    wir    nicht 
nur  auf  eine  einzelne 
Bewegung  B,  sondern 
auf    die     Gesamtheit 
aller  oo^  Bewegungen 
in  der  Ebene  die  be- 
stimmte Bewegung  B 
ausüben,  so  vertauscht 
B   diese   Bewegungen 
unter     einander.        B 
'  selbst  gehört  der  Schar 
aller  Bewegungen  an. 
Wir    haben    also    auf 
alle  Transformationen  einer  gewissen  Gruppe  eine  Transformation  dieser 
Gruppe  ausgeübt. 

Die  dadurch  entstehenden  Vertauschungen  der  Bewegungen  unter 
einander  können  auch  analytisch  ausgedrückt  werden: 

Die  Bewegung  B  ist  bekannt,  sobald  die  Coordinaten  x  =  a,  y==h 
ihres  Drehpunktes  und  ihre  Amplitude  &  gegeben  siud,  und  stellt  sich 
so  dar: 

X  ==  {x  —  d)  cos  &  —  {y  —  &)  sin  @  -{-  a, 

y  =  (x  —  a)  sin  @  -j-  (y  —  &)  cos  @  -j-  b. 


o' 

Flg.  38. 


(1) 
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Fassen  wir  hierin  a,  h,  &  als  Parameter  auf,  so  stellen  diese  Glei- 
chungen die  dreigliedrige  Gruppe  aller  Bewegungen  in  der  Ebene  dar. 
Die  Translationen  sind  darin  für  den  Fall  enthalten,  dass  einer  der 
Parameter  a,  h  unendlich  gross  und  gleichzeitig  ®  unendlich  klein 
wird.  Die  bestimmte  Bewegung  B  möge  den  Drehpunkt  a;  =  a,  y  =  ß 
und  die  Amplitude  d-  haben.  Sie  führt  B  in  eine  Bewegung 
B'=B~^BB  mit  der  ursprünglichen  Amplitude  &' =  &  über  und 
zwar  ist  ihr  Drehpunkt  (a,  h')  der  Punkt,  in  den  der  Drehpunkt  (a,  h) 
vermöge  B  übergeht.     Es  ist  also : 


(2) 


a  =  (a  —  cc)  cos  d-  —  (b  —  jS)  sin  -9-  -|-  a, 
&'=(«  —  cc)  sin  %•  -\-  (b  —  ß)  cos  &  -\-  ß, 


Diese  Gleichungen  sind  der  analytische  Ausdruck  für  die  Ver- 
tauschungen, welche  die  Bewegungen  B(a,  h,  ®)  vermöge  einer  Be- 
wegung B(a,  ß,  d-)  erfahren. 

Führen  wir  zwei  solche  Vertauschungen  nach  einander  aus,  üben 
wir  also  auf  alle  Bewegungen  B  zunächst  eine  bestimmte  B  und  dann 
noch  eine  zweite  bestimmte  B  aus,  so  ist  das  Ergebnis  dasselbe,  als 
ob  wir  sofort  die  Bewegung  BB  ausgeübt  hätten,  die  der  Aufeinander- 
folge von  B  und  B  äquivalent  ist.  Es  erhellt  dies  daraus,  dass  B  ver- 
möge B  in 

B'=  B-^BB, 

diese  Bewegung  B'  vermöge  B  in 

B"=  B-^B'B, 
also  in 

i^'  =  B-i(B-i£B)B  =  B-iß-iJBBB  =  (BB)-^B(BB) 

übergeht.     Analytisch,  ausgedrückt  heisst  dies: 

Die  Gleichungen  (2)  stellen,  wenn  man  darin  a,  ß,  d'  als  Para- 
meter auffasst,  eine  Gruppe  von  Transformationen  dar,  vermöge  deren 
a,  h,  &  in  a,  h',  &'  übergehen.  Dies  Ergebnis  ist  bloss  eine  Folge 
davon,  dass  alle  Bewegungen  selbst  eine  Gruppe  bilden. 

Deshalb  lässt  sich  das  Ergebnis  sofort  auf  beliebige  Gruppen 
verallgemeinern.  Wenn  auch  diese  Verallgemeinerung  auf  der  Hand 
liegt,  so  wollen  wir  sie  doch  zum  Überfluss  vollständig  entwickeln. 

Es  liege  eine  r-gliedrige  Gruppe  vor: 
(3)  x/  ==n{x,..xn,a,..ar)     (i  =  1 ,  2  . .  n)  ^ii«3- 

•        T  .  .         .  .  tung, 

mit  den  infinitesimalen  Transformationen: 
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^*^=^*^^  +  --  +  ^^''Ä:     (^=1,  2..r). 

Die  zu  den  Parametern   a^  . .  ür  gehörige  Transformation   der  Gruppe 

heisse  Ta.     Führt  man  nun  eine   bestimmte   derselben,    etwa  Ta,   auf 

y^n^Trlnsf  ^^''^   Ta    aus,    SO    ergeben    sich    die  Transformationen   Ta~^TaTa,    die 

(jj.^^''®'^^^  wieder  der  Gruppe  (3)  angehören,  wie  schon  in  Satz  6,  §  4  des  6.  Kap., 

die  Gnxppe.  gggagt  wurde. 

Die  Transformation,   in  die   Ta  vermöge   Ta  übergeht,   habe    die 
Parameter  a^'.  .  ar,  so  dass 

nr , T  —1 T  T 

ist.  Die  Parameter  a^ , .  a/  sind  dabei  Functionen  von  a^  . ,  ar  und 
«1  . .  «r : 

(4)  «/==  F]c{a^ . .  ttr,  «1  . .  «r)     (Ä;  =  1,  2  . .  r). 

Es  ist  nun  ohne  Mühe  einzusehen,  dass  diese  Gleichungen,  wenn  man 
darin  a^  .  .  Ur  als  Parameter  auffasst,  eine  Gruppe  von  Transforma- 
tionen darstellen,  die  a^  .  .  «r  in  ö^i'-  •  «/  überführen. 

In  der  That,  wenn  weiterhin  auf  die  Ta'  eine  Transformation  Tß 
der  Gruppe  (3)  ausgeführt  wird,  so  kommt: 

Ta"=Tß-^Ta'Tß 

und  es  ist  analog  (4): 

(5)  «,"=  F,{a;.  .  a/,  ß,  .  .  ßr)     (Je  =1,2..  r). 
Da  aber  Ta'  mit  TcT^TaTa  identisch  ist,  so  ist  auch 

Ta"  =  Tß-^Ta-'TaTaTß  =  (T^Tß)-' Ta{T„Tß). 
TaTß  ist  aber  einer  Transformation  Ty  der  Gruppe  (3)  äquivalent: 

Ty   =    TaTß, 

sodass  Yi  .  .fr  gewisse  Functionen  von  «^  . .  «r,  ßi  .  .  ßr  sind : 

(6)  Yk  =  (Pk(cCi  .  .  CCr,    ßi  .  .  ßr)       Qc  =  1 ,    2  .  .  t)  . 

Es  ist  also  auch: 

T  ., T  — IT  T 

-*-a    —  -'■y       ■^a-'-Y 

und  demnach  analog  (4) : 

(7)  ak"=  Fk{a^  . .  ar,  yi  . .  Yr)     {k=\,  2  ..r). 

Eine  mit    _^  . 

der  geg.   Wir  seheu  somit:    Die  Aufeinanderfolge  der  beiden  Transformationen 
zusammen- (4)  Und  (5)  ist  äquivalcut  der  einen  Transformation  (7).     Alle  Trans- 
Gruppe.    formationen  (4)  bilden  also  eine  Gruppe. 
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Ist  die  zu  Ta  inverse  Transformation  Ta~^  in  der  Gruppe  der  T 
enthalten,  so  liefert  die  Ausführung  dieser  auf  die  Ta' 

T  T  T  —^ 

und  diese  Transformation  ist  invers  zu  TaTa~^Ta~^.  Dai-aus  folgt,  dass 
auch  die  Gruppe  (4)  paarweis  inverse  Transformationen  enthält,  sobald 
dies  bei  der  ursprünglichen  Gruppe  (3)  der  Fall  ist. 

Satz  1:     Fuhrt  man  auf  die  Transformationen  Ta  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  in  x^  . .  Xn  mit  paarweis  inversen  Transformationen 

xl=  fiixy  . .  x„,  a^  .  .ar)     {i=  \,  2  .  .r) 

alle  Transformationen  Ta  eben  dieser  Gruppe  aus,  so  werden  die  Trans- 
formationen der  Gruppe  unter  einander  vertauscht,  indem  ihre  Parameter 
tti  . .  ür  Transformationen  erfahren : 
(4)  ak  =  Fk{a^  ..ar,  a^  .  .  ar)     (Z^'  =  1,  2  .  .  n). 

Diese  Gleichungen  stellen,  wenn  man  darin  a^  .  .  Ur  als  Parameter  auf- 
fasst,  eine  Gruppe  in  a^..ar  mit  paarweis  inversen  Transformationen  dar. 

Wir  heben  bef vor,  dass  die  Gruppe  (4)  nicht  mit  einer  gewissen  an-  Andere  mit 
deren  Gruppe  verwechselt  werden  darf:  Es  stellen  näralich  auch  die  früheren^z'^ifsamme'n-* 
Gleichungen :  hängende 

o  Gmppen. 

Yk  =  ^^(«l  --^r,    ßi.  '  ßr)        (^'  =  1,    2  .  .  r) 

eine  Gruppe  dar,  wenn  man  darin  ß^  .  .  ßr  als  Parameter,  a^  . .  Ur  als  ur- 
sprüngliche, Yi  •  .  yr  als  transformierte  Veränderliche  auffasst.  Da  wir  die 
Gruppeneigensehaft  der  Gleichungen  yk  =  fkis^,  ß)  iii  diesem  Kapitel  nicht 
benutzen,  bemerken  wir  hier  nur,  dass  sie  unmittelbar  aus  dem  sogenannten 
associativen  Princip,  d.  h.  aus  der  symbolischen  Gleichung 

{TaT^)T,  =  T„(T^Ty) 

hervorgeht.    Die  Gruppe  y^  =  9>a:(«,  ß)  sagt  aus,  wie  sich  die  Aufeinander- ^nTumeteT- 
folge   zweier   Transformationen   der    Gruppe    (3)    darstellt,    und   heisst   ihre    ^"'''^®- 
Parametergruppe. 

Die  Parametergruppe  wiederum  darf  nicht  verwechselt  werden  mit  der  Gruppe  der 
Gruppe  der  Parameter  einer  invarianten  Schar  von  Mannigfaltigkeiten.  Eine  einer  schar. 
solche  trat  in  §  1  des  10.  Kap.  auf. 

Der  analytische  Ausdruck  der  Gruppe  (4)  ist  im  allgemeinen  recht 
compliciert.  Denn  man  bedenke,  dass  zu  seiner  Bildung  die  Her-  ' 
Stellung  der  Aufeinanderfolge  Ta~^TaTa  dreier  Transformationen  der 
Gruppe  (3)  erforderlich  ist.  Auch  ist  die  Gruppe  (4)  nicht  völlig  be- 
stimmt, d.  h.  es  gehört  zu  einer  Gruppe  (3)  nicht  nur  eine  Gruppe  (4). 
Denn  die  Gruppe  (3)  ändert  ja  ihre  analytische  Form,  wenn  man  ihre 
Parameter  a^  . .  ar  anders  wählt,  wenn  man  also  r  von  einander  un- 
abhängige Functionen  dieser  Parameter  als  neue  Parameter   einführt. 

Lie,  Continuierliche  Gruppen.  29 
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Gleichzeitig  erhält  natürlich  auch  die  Gruppe  (4)  im  Allgemeinen 
eine  neue  Form.  Allerdings  kann  man  alle  verschiedenen  Gruppen 
(4)  aus  einer  derselben  erhalten,  wenn  man  sowohl  neue  Veränder- 
liche als  auch  cogredient  neue  Parameter  in  die  Gruppe  (4)  einführt'. 
Alle  Gruppen  (4)  sind  also  mit  einander  ähnlich. 

Unter  allen  diesen  Formen,  welche  die  Gruppe  (4)  erhalten  kann, 
giebt  es  eine  ausgezeichnete. 

Auf  diese  ausgezeichnete  Form  der  Gruppe  (4)  wird  man  am  ein- 

Andoier   fachstcu    geführt,   indem   man    eine   andere  Definition  zu  Grunde  legt. 

punkt.    Nachher  werden  wir  zeigen,  dass  diese  neue  Definition  mit  der  früheren 

übereinstimmt. 

Ausführung  Führcu  wir  in  gegebenen  infinitesimalen  Transformationen  X,f..Xrf 

von  Transf.  DO  i#  »i 

einer     neuc    Veränderliche    ein ,    so    erhalten    sie    neue    Formen.      Sind    nun 

Gruppe  auf  ' 

Tra'nsf^rm  ^»'"^ /»(^^  ^)  ^^®  endlichen  Gleichungen  einer  Gruppe  mit  den  infini- 
tesimalen Transformationen  Xyf.  .  Xrf,  so  geht  durch  Einführung  der 
x^..Xn  als  neue  Veränderliche  jede  eingliedrige  Untergruppe  UßkXkf 
wieder  in  eine  eingliedrige  Untergruppe  über,  da  nach  Satz  6,  §  4 
des  6.  Kap.,  jede  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen  in 
eine  ebensolche  übergeht.  Da  nun  die  allgemeine  Form  einer  ein- 
gliedrigen Untergruppe  auch  in  den  neuen  Veränderlichen  Z'Const.Xi'/* 
ist,  wobei  der  Accent  bedeuten  soll,  dass  überall  x^  .  .  Xn  direct  durch 
x^..Xn  ersetzt  worden  sind,  so  folgt,  dass  vermöge  der  neuen  Ver- 
änderlichen x^. .  Xn   oder  (3)  allgemein  identisch  etwa 

r 

Xkf  =  ^M(^x  •  •  <^r)X,r     Qc  =  l,2..r) 
1 

sein  wird,  indem  die  Coefficienten  d",  da  sie  Constanten  sein  müssen, 
höchstens  von  den  Constanten  %  . .  a^  abhängen  können.  Ebenso  wird 
die  allgemeinste  eingliedrige  Untergruppe  EeuXkf  in  eine  eingliedrige 
Untergruppe  He^X^f  übergehen,  in  der  dann  e^' .  .  e/  ausser  von 
a^..ar  noch  von  e^  . .  e^  abhängen  werden.  Es  wird  also  vermöge  (3) 
identisch 

r  r 

(8)  ^ekX,f  =  ^e^Xk'f 

sein,  wenn  die  e/. .  c/  in  gewisser  Weise  sich  durch  e^  .Cr  und  a^. .  Ur 
ausdrücken : 

e/==  Hk{ei  .  .  Cr,  «1  .  .  «r)     (^  =  1 ,  2  . .  r). 

Über  die  Form  dieser  Functionen  Hi..Hr  lässt  sich  aber  noch 
Näheres  aussprechen.     Setzen  wir  nämlich  in  der  Gleichung  (8),  die 
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ja  vermöge  (3)  für  alle  Functionen  f  von  a;^ . .  a;„  identisch  bestehen 
muss,  f  und  f  gleich  x^,  x^  .  .  Xn,  so  kommt: 

^llu  -\ h  ^rlri  ==  e^X^Xi  -\ h  erXrXi 

{i  =  1,  2  ..n). 

Erteilen  wir  Xi . .  Xn  bestimmte  Werte,  so  werden  x^'.  .  x^  bestimmte 
Functionen  von  a^ . .  ür.  Erteilen  wir  x^^. .  Xn  andere  bestimmte  Werte, 
so  werden  x^..Xn  andere  bestimmte  Functionen  von  a^..ar.  So 
können  wir  eine  beliebige  Anzahl  von  linearen  homogenen  Gleichungen 
zwischen  e^.  .  er,  e/. .  e/  herstellen: 

e^lx^^  +  •  •  +  eri,H^)  =  e,'X,'xP  +  •  •  +  e/X/x^^^) 
(*  =  1,  2..n,    i=l,  2..), 

in  denen  der  Index  j  anzeigen  soll,  dass  für  x^.  .Xn  bestimmte  Werte 
Xi^^') . .  xj^^  gesetzt  worden  sind.  Nun  kann,  wie  in  §  2  des  7.  Kap. 
für  die  Determinanten  der  dortigen  Matrix  (19),  auch  hier  gezeigt 
werden,  dass  sich  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  sicher  r  auswählen 
lassen,  deren  Determinante  links  nicht  Null  ist,  sodass  sie  sich  nach 
Ci . .  Cr  auflösen  lassen.     Alsdann  kommen  Relationen  von   der  Form : 

r 

Ci  =  2 ^ik{ai .  .ar)ek      {k=\,  2  .  .r). 
1 

Man  bemerkt  aber,  dass  die  Beziehung  zwischen  e^.  .Cr  und  e/.  ,  e/ 
eine  umkehrbare  ist,  da  die  Gruppe  (3)  zu  jeder  ihrer  Transforma- 
tionen die  inverse  enthält.  Man  kann  also  die  letzten  Gleichunsren 
auch  umgekehrt  nach  e/.  .  e/  auflösen,  sodass  sie  sich  in  der  Form 
darstellen : 


7 

(9)  ek=^i  Qktiai .  .  ar)ei     (k  --=  1,  2  ..r). 


Gleichungön 
der  Transf. 

der  inf. 

Transform. 

nuter 

Wir  sehen  also,  dass  die  obigen  Functionen  H^.  .Hr  linear  und  homo-  ^^^"'^^'• 
gen  in  e^. .  er  sind.     Insbesondere  ist  die   Determinante   der  Qki  nicht 
identisch  Null. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Gleichungen  (9),  wenn  man 
darin  e^.  .er  als  ursprüngliche,  e^ '.  .  e/  als  neue  Veränderliche  und 
«1 . .  «r  als  Parameter  auffasst,  eine  Gruppe  darstellen. 

Denn  die  Relation  Nachweis  d. 

Gruppen- 
'■  '■  eigeuachaft. 

(8)  ^^e,X,f=^^e,'X,r 

besteht  identisch  vermöge 

29* 
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r 

xl=  fi{x^ .  .Xn,  «1 .  .  ür),     e/=  2  Qki{ai .  .  ar)ei 

1 

(«=  1,  2..W,     k=l,  2  ..r), 
analog  die  Relation 

r  r 

1  1 

identisch  vermöge 

r 
Xi"  =  fi {X^ .  .  Xn,    &i  .  .  &r) ,       e/'  =  ^ Qki {\  .  .  K) b'i 

1 

{i  =  1,  2  ..n,     Jc  =  1,  2  ..r). 

Mithin  folgt  durch  Elimination  der  Zwischenwerte  x^' .  .  Xn  und  e/. .  e/, 
da  sich  dann  wegen  der  Gruppeneigenschaft  der  Schar  (3)  nach  (6) 
gewisse  Grössen  Ci..Cr  als  Functionen  von  a^..ar,  \..hr  derart  auf- 
stellen lassen: 

.    Ck  =  (pki^i  .  .  «r,    &x  •  •  ^r), 

dass: 

(10)  Xi"=  fi{Xy  .  .Xn,    Ci.  .Cr)       {i  =   l  ,    2  .  .  Yl) 

wird:    Die  Relation 

r  r 

besteht  identisch,  sobald  man  darin  die  Substitutionen  (10)  macht  und 

r 

ek  =^Qki{a^' •ar)ei 

(11)  \  .  {h==l,2..r) 

ek'=  ^Qkijbj.  .  'br)e[ 

setzt.  Andererseits  aber  besteht  sie  ja  auch  identisch,  sobald  man 
darin  die  Substitutionen  (10)  macht  und  entsprechend: 

r 

eü'  =  ^Qki  (Ci..Cr)ei     (1c=l,  2  ..  r) 

setzt.  Die  Aufeinanderfolge  der  beiden  Transformationen  (11)  ist 
also  dieser  letzten  äquivalent.  Mit  anderen  Worten,  alle  Transforma- 
tionen (9)  bilden  eine  Gruppe.  Sie  enthält  paarweis  inverse  Transfor- 
mationen, da  sich  h^.  .br  so  als  Functionen  von  a^ .  .  ür  wählen  lassen, 
dass  die  Gleichungen  (10)  sich  auf  x/' =  x,-  reducieren,  also  dann 
Zßk  Xkf  =  2Jek''  Xkf,  daher  6*"  =  Ck  wird. 
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Wir  behaupten  nun,  dass  die  Gruppe  (9)  eine  der  früher  betraeh-  Bückkehr 
teten  unter  einander  ähnlichen  Gruppen  (4)  ist.     Bemerken  wir  näm-sp'"»«'-  ^e- 

'^  ^  ^    '  trachtung. 

lieh,  dass  sich  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  X^f.  .  Xrf  so  in 
eine  zusammenfassen  lassen  (vgl.  §  5  des  15.  Kap.),  wenn  wir  für  den 
Augenblick  die  transformierten  Veränderlichen  mit  x^.  .x^  bezeichnen: 


(12) 


r 

f(Xi  .  .Xn)=  f{Xy  .  .Xn)-\-  ^CkXkfix)  + 

1 


und  führen  wir  auf  sie  eine  Transformation  unserer  Gruppe  aus,  indem 
wir  also  gleichzeitig  setzen:    . 

Xi  =  Ji yX^  .  .  Xn ,    öj  .  .  (Ir) f       Xi  =  fi \X]^  ,  .  Xn ^    Q/^  .  .  dr) 

(^=l,  2..n), 

so  wird  die  allgemeine  Function  f{Xy .  .  Xn)  in  eine  gewisse  Function 
F{Xi  . .  Xn),  die  übrigens  auch  a^. .  ür  enthält,  entsprechend  f(xi . .  x„) 
in  die  Function  F(x^ .  .Xn)  übergehen.  Nun  wird,  wie  wir  soeben 
sahen,  vermöge  der  Einführung  von  x^. .  Xn   identisch 

r  r 

^  Ck  Xkf  =  2  Ck  Xkf\ 
1  1 

sobald  e/.  .  e„'  die  obigen  Functionen  (9)  bedeuten.  Es  kommt  also 
auch : 

^e,X,  (^e,xA  =^^ekX,'  f^  e.'X^A 
u.  s.  w.,  daher: 

r 

F(x;. .  Xn')  =  F(x,\  .  Xn')  -\-^kekXkF{x)  + 


+2''  (^^^'xaF(x))\ + . . . . 


Dies  aber  sagt  aus,  dass  alle  endlichen  Transformationen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  HßkXkf  vermöge  einer  Transformation  der  Gruppe 
Xi=fi{x,  a)  wieder  in  alle  endlichen  Transformationen  einer  ein- 
gliedrigen Gruppe  27 e/X//"  übergeben,  sobald  e/..e/  die  Form  (9) 
haben.  Die  Formeln  (9)  lassen  sich  also  genau  so  ableiten,  wie  früher 
die  Formeln  (4),  nämlich  durch  Ausführung  von  Transformationen  der 
Gruppe  X^f. .  Xrf  auf  diese  Gruppe.  Damit  ist  unsere  Behauptung 
bewiesen. 
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Die  besondere  Form  der  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe 
Xj/". .  Xr/)  von  der  wir  hier  ausgegangen  sind,  nämlich  die  Reihen- 
canonisciiee)itwickelung  (12)  nennen  wir  die  canonische  Form  der  Gruppe.  In 
Gruppo.  dieser  Form  sind  e^.  .  Cr  die  Parameter  der  Gruppe.  Wir  nennen  sie 
entsprechend  canonische  Parameter.  Die  canonische  Form  hat  offen- 
bar die  Eigenschaft,  dass  sie  alle  Transformationen  einer  einglie- 
drigen Untergruppe  2? e^Xi/"  darstellt,  sobald  man  ei..er  so  ändert, 
dass  ihre  Verhältnisse  dieselben  bleiben,  indem  man  also  etwa,  ek  =  Ck^  •  t 
setzt  und  t  variiert. 

Unser  Ergebnis  ist  dieses: 

Theorem  32:    Sind 

r  r 

ooi  =  Xi  -{-^kCkXkXi  +  YT^  ^^CkCiXkXiXi  -f  .  .  • 
1  1 

{i=\,  2  ..n) 

die  canonischen  Gleichungen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  X^f.Xrf 
in  n  Veränderlichen  x^ . .  Xn,  und  führt  man  auf  diese  ihre  Trans- 
formationen mit  den  Parametern  e^  .  .  Cr  eine  heliehige  ihrer 
Transformationen  in  heliehiger,  nicht  notwendig  auch  canoni- 
schcr  Form: 

Xi  =  fi{x^ .  .Xn,  n^.  .  a,.)      (/■  =  1 ,  2  .  .  «) 

aus,  so  gehen  die  Transformationen  (c^ .  .  Cr)  der  Gruppe  tvieder 
in  Transformationen  (e/.  .  e/)  der  Gruppe  in  canonischer  Form 
über.  Die  Parameter  der  letzteren  drüchen  sich  alsdann  in  der 
Weise  aus : 


ek=^Qki(ai  •  •  ar)ei     (/«  =  !,  2  .  .  r), 

indem  die  Determinante  der  Qki  nicht  identisch  Null  ist.  Diese 
r  Gleichungen  stellen  eine  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Trans- 
formationen dar,  wenn  man  e^..er  als  Veränderliche  und  a^..ar 
als  Parameter  auffasst.  Insbesondere  wird  die  infinitesimale 
Transformation  EckXkf  in  die  infinitesimale  Transformation 
UckXk'f  übergeführt,  ebenso  die  von  ersterer  erzeugte  ein- 
gliedrige Gruppe  in  die  von  der  letzteren  erzeugte. 

Diese   in   ganz  bestimmter  Weise   mit  der  Gruppe  Xj/".  .  Xrf  zu- 
sammenhängende lineare  homogene  Gruppe 

r 

(9)  ek=^iQki{aj^ . .  ar)ei     (/c  =  1,  2  . .  r) 
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in  den  r  Veränderlichen  e^.  .Cr  nennen  wir  die  der  Gruppe  X^f. .  ^rf^^^^^l^'J^" 
adjungierte  Gruppe.     Sie  zeigt,  wie  die  endlichen  Transformationen,  die 
eingliedrigen   Untergruppen  und   die   infinitesimalen  Transformationen 
der  gegebenen  Gruppe  unter  einander  vertauscht  werden,  sobald  man 
auf  die  gegebene  Gruppe  eine  ihrer  Transformationen  ausübt. 

Wenn  in  die  endlichen  Gleichungen  (3)  der  ursprünglichen  Gruppe 
Functionen  der  Parameter  a^.  .  ar  als  neue  Parameter  eingeführt  wer- 
den, so  findet  dies  in  gleicher  Weise  in  den  Gleichungen  (9)  der  ad- 
jungierten Gruppe  statt. 

Schliesslich  erhellt  aus  dem  Vorausgehenden,  dass  man  die  Glei- 
chungen (9)  der  adjungierten  Gruppe  ohne  Mühe  aufstellen  kann, 
sobald  man  die  endlichen  Gleichungen  Xi'=  fi{x,  d)  der  gegebenen 
Gruppe  kennt.  Wir  wollen  dies  in  den  zu  Beginn  des  Paragraphen 
besprochenen  Beispielen  durchführen. 

1.  Beispiel:    Wenden  wir  die  Theorie  an  auf  die  Gruppe  aller  Be-  Beispiele. 
wegungen  in  der  (a;t/)- Ebene,  die  man  bekanntlich  so  schreiben  kann:    ^g^sl^ 

weguugen  iu 

IX  =  X  cos  a  W  sin  a  -4-  a,  der  Ebene. 

y  ==  ;r  sin  a  -j-  ^  ^^^  «  -(-  &j 

mit  den  Parametern  a,  a,  h.  Die  infinitesimalen  Transformationen 
sind  hier  p,  q,  xq  —  yp.  Führen  wir  auf  e^p  -{■  e^q  +  e^(x(i  —  yq) 
die  Transformation  (3')  aus,  so  kommt: 

hV  +  ^2  +  63(^2  —  yp)  =  ^1  [cos  a  •  p'+  sin  a  •  q]  + 

-f-  CgC —  sin  a  •  p'-j-  cos  «  •  g']  + 

4-  es[{b  —  y)p  —  {a  —  x')q] . 

Es  ist  dies  gleich 

^iV  +  62' 2'+  c\{xq—  yp) 

zu  setzen.     Dies  liefert  sofort: 

Ie/=  cos  «  •  Ci  —  sin  a  •  ^2  -j-  ^^s» 
e^=  sin  «-6,4-  cos  a  •  Cg  —  ^^3» 
^s  ^^  ^3 

als  Gleichungen  der  adjungierten  Gruppe.  Man  kann  ohne  Mühe  die 
infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppe  ableiten.  Sie  ist  offen- 
bar dreigliedrig.  Die  Annahme  a  =  a  =  h  =  0  liefert  die  identische 
Transformation  und  die  Annahme  a  =  X8t,  a  =  ^dt,  h  =  v8t  die  all- 
gemeine infinitesimale,  die  linear  aus  den  dreien  ableitbar  ist: 

df  df^  dj^_       df_ 

^^de,      ^^de,      ^^de,        ^^  de,' 
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Man  sieht,  dass  die  zur  Gruppe  der  Bewegungen  adjungierte  Gruppe 
(11')  wieder  die  Gruppe   aller   Bewegungen   darstellt,   wenn  e^,  e^,  e^ 

als  homogene  Punktcoordinaten,  also  —  und  —  als  Cartesische  Punkt- 
es ^3 

coordinaten  in  der  Ebene  gedeutet  werden.  Die  adjungierte  Gruppe 
ist  mit  anderen  Worten  die  Gruppe  der  Bewegungen  selbst  in  homo- 
gener Schreibweise.  Dies  hat  seinen  geometrischen  Grund  darin,  dass 
die  infinitesimale  Bewegung 

eine  eingliedrige  Gruppe  von  Rotationen  erzeugt,  deren  Mittelpunkt 
die   Coordinaten    —  —  >   +  ^    ^^*)   während    e^t   ihre    Amplitude    ist. 

(Vgl.  §  3  des  4.  Kap.)     Der  Mittelpunkt  l—~,  -)   wird    aber   durch 

(3')  transformiert,  wie  jeder  Punkt  der  Ebene,  nämlich  in  Rotation, 
indem  er  übergeht  in 

^  = COS  a ~  sin  a  -j-  a, 

^3  ^3  ^3 

+  -^  = ^  sin  a  -j — -  cos  a  -\-  b, 

'-3  '■Z  ''i 

während  die  Amplitude  ungeändert  bleibt: 

Diese  drei  Gleichungen  decken  sich  aber  mit  den  Gleichungen  (9'). 

Wir  können  jede  infinitesimale  Bewegung  e^p-\- ßc^q-]- e^{xq  —  y'p) 
als  Punkt  in  einer  Ebene  mit  den  homogenen  Coordinaten  e^,  e^,  e^ 
abbilden.  Alsdann  ist,  wie  gesagt,  die  adjungierte  Gruppe- wieder  die 
aller  Bewegungen  in  dieser  Ebene.  Da  diese  Gruppe  transitiv  ist,  so 
folgt:  Durch  Ausführung  einer  passenden  Bewegung  kann  jede  Be- 
wegung in  der  Ebene  in  jede  andere  übergeführt  werden,  mit  anderen 
Worten:  Alle  eingliedrigen  Gruppen  von  Bewegungen  sind  innerhalb 
der  Gruppe  aller  Bewegungen  gleichberechtigt. 

Gruppe  2.  Beispiel:     Wir  betrachten  noch  die  dreigliedrige  Gruppe  aller 

des  EaumesRotationen  des  Raumes  {x,  y,  i)  um  einen  festen  Punkt,  den  Anfangs- 


um  oinou 


festen  Pkt.  puukt  : 

zq  ■ —  yr      xr  —  0p      yp  —  xq, 
deren  endliche  Gleichungen  lauten: 

x  =  aiX-\r  h^y  +  c^z, 


(3") 


y  =  a.^x  +  \y  -}-  c^z, 
\z'  ^a^x-\-  h^y  -\-  Cg^, 
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wenn  ö^,  ctg»  ^3  ^'  s.  w.  die  bekannten  Relationen  zwischen  den  ßich- 
tungscosinus  dreier  zu  einander  senkrechter  Geraden  erfüllen: 

<  +  «2'  +  <=l,     ax^  +  V  +  c,^=l 
u.  s.  w., 

«i«2  +  «2%  +  ö^3«i  =  0,     «i&i  +  «a&a  +  «3^3  =  0 
u.  s.  w.. 


(13) 


sodass  nur  drei  von  ihnen  als  willkürliche  Parameter  verbleiben.  Die 
Auflösung  der  Gleichungen  (3")  nach  x,  y,  2  liefert  bekanntlich 

y  =^^'+&2«/'+  h^', 
s  =c^x'  -\-  c^y  +  c^3. 
Wir  führen  nun  in 

2etX^.f=  e^izq  —  yr)  +  e.^{xr  —  z^g)  +  63  (yp  —  xq) 

die  neuen  Veränderlichen  x  ^  y,  z  vermöge  (3")  ein  und  setzen  das 
Ergebnis  gleich 

ZeiXkf—  eliz'i—  y'r)  +  e^{xr  —  z  p)  +  e^{yp  —  xq). 

Es  ist  nach  (3"): 

i'  =  «i/+  (h'l-\-  «3^', 
q  =  h^p -^  \ci -\- h^r\ 

sodass  üßkXkf  in  x,  y,  z'  die  Form  annimmt: 

[(ft.Cg  —  c^\)ei  +  (cgflg  —  a^c^)es  +  (a^h^  —  b2a.^)es](z' q  —  y'r)  -| . 

Die  beiden  nur  angedeuteten  Glieder  gehen  aus  diesem  einen  durch 
gleichzeitige  cyklische  Vertauschung  von  1,  2,  3,  von  x,  y,  z  und  von 
Pj  q,  r  hervor.     Der  Vergleich  mit  UCkXkf  giebt  nun: 

ßi'=  (^'2^3  —  c.,\)c^  +  (Ca^  —  «2^3)^2  +  («2&3  —  h^zl^z, 
e.,  =  •  •  • 


e,  = 


Es    ist    aber   bekanntlich   für   die   durch   (13)   gebundenen   Richtuugs- 
cosinus 


62  C3        C2  ^3 


Cgös  — «2^3  =  ^i>      a^h  —  \a^ 


u.  s.  w.,  sodass  einfach  folgt: 


(9") 
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Die  adjungierte  Gruppe  der  Gruppe  aller  Rotationen  um  einen  festen 
Punkt  ist  also  mit  dieser  Gruppe  identisch,  ihre  infinitesimalen  Trans- 
formationen sind  also  auch 

d£_     df_         K  _     IL         K         ^f 

Dies  hat  seine  geometrische  Erklärung:  Ein  Punkt,  dessen  Coor- 
dinaten  proportional  e^,  e^,  e^  sind,  wird  bei  der  infinitesimalen  Rota- 
tion ZJßkXjcf  gar  nicht  transformiert,  wie  deren  Form  sofort  lehrt. 
Also  sind 

-^  =  1  =  ^ 

e,         e,         e., 

die  Gleichungen  der  Axe  der  infinitesimalen  Rotation  und  ihrer  ein- 
gliedrigen Gruppe  von  Rotationen.  Wenn  wir  ferner  für  den  Augen- 
blick dt  als  Zeitelement  betrachten,  so  können  wir  sagen :  Die  infini- 
tesimalen Rotation  UeicXi,f,  die  in  der  Zeit  dt  stattfindet,  setzt  sich 
aus  drei  Rotationen  um  die  Coordinatenaxen  zusammen.  Bei  der  ersten 
e^X, /"  ist  der  Rotationswinkel  gleich  e^St,  also  die  Winkelgeschwindig- 
keit e^,  bei  der  zweiten  ist  diese  e^,  bei  der  dritten  e^.  Da  sich 
die  wirkliche  Winkelgeschwindigkeit  nach  dem  Parallelogramm  zer- 
legen lässt,  so  folgt,  dass  diese  Grösse  gleich  Yci^  -\-  e./  -f-  e^^  ist. 
Bei  der  infinitesimalen  Rotation  UekXkf  findet  also  eine  Drehung  um 

die  Axe 

X  y  z 

C.  C»  Ca 


mit  dem  Winkel  Ve^^  -\-  e^^  -\-  e^^  dt  statt.  Führt  man  nun  auf  die 
Rotationen  der  eingliedrigen  Gruppe  HeuX^f  die  endliche  Rotation 
(3")  aus,  so  entsteht  eine  neue  eingliedrige  Gruppe  von  Rotationen 
ECkXkf,  deren  Axe  die  Gerade  ist,  in  welche  die  ursprüngliche  Axe 
vermöge  (3")  übergeht.  Dies  ist  in  der  That  der  Fall,  wie  die  Glei- 
chungen (9")  aussagen.  Ferner  hat  EekX^f  denselben  Rotations- 
winkel wie  EckXkf,  wie  geometrisch  einleuchtet.  Hieraus  aber  folgt, 
Abbildung  dass  y^^  -{■  e^  +  e^^  dt  =  j/e/^  -f  e^^  -f-  e^  dt   sein    muss.     Deuten 

aller  Kotat.  .  ,  ,  w-^ 

um  einen  wir  also  c, ,  6,,  6,  als  gewöhnliche  Puuktcoordmaten   m  einem  Räume 

Punkt  als  17      Z>      3  O 

Punkte einesvon   drei   Dimensionen,   so   sehen  wir,  dass  vermöge  der  adjungierten 

Baumes.  

Gruppe  jeder  Abstand  |/ei^  -f  e,^^  -{-  e^^  eines  Punktes  (e^,  e^,  e^)  dieses 
Raumes  vom  Anfangspunkt  invariant  bleibt.  Dies  ist  aber  bei  der 
Gruppe  der  Bewegungen  (9")  der  Fall,  die  offenbar  nur  die  eine  In- 
variante ßj^  -\-  e^  -\-  e^  besitzt,  da  die  Gleichungen 
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ein  zweigliedriges  vollständiges  System  in  den  drei  Veränderlichen 
e, ,  ^2,  ^3  bilden.  Bei  der  soeben  benutzten  Deutung  wird  jede  Rota- 
tion (3")  durch  einen  bestimmten  Punkt  (e^,  Cg,  e^)  eines  Raumes  dar- 
gestellt und  die  Rotationen  der  eingliedrigen  Gruppe  EekXkf  durch 
die  Punkte 

einer  Geraden  durch  den  Anfangspunkt.  Die  adjungierte  Gruppe  (9"), 
die  ja  angiebt,  wie  die  Rotationen  (3")  vermöge  solcher  Rotationen 
unter  einander  vertauscht  werden,  stellt  dann  eine  Gruppe  von  Trans- 
formationen dieses  neuen  Raumes  dar  und  zwar  in  diesem  Beispiele 
wieder  die  Gruppe  der  Rotationen  um  den  Anfangspunkt. 

Wir  können  aber  auch  von  einer  anderen  geometrischen  Deutung 
Gebrauch  machen:    Wir  stellen  jede  infinitesimale  Rotation  E et Xtf  durch  ^^^i^'-^^^og 

.  "^  '  _  '  aller  Kotat. 

einen  Funkt   m    einer  Ebene  mit  den  homogenen  Coordinaten   e^,  e^,  e^  um  einen 
dar.     Alsdann   werden   die  PunJcte   dieser  Ebene   durch   die   adjungierte    Punkte 

y-1  /rvN  ■  /»  ^  einer  Ebene. 

Gruppe  (9)  projectiv  transformiert,  und  dabei  bleibt  ein  Kegelschnitt 
invariant;    man    erkennt   dies    ohne   weiteres,   wenn  man   die  Grössen 

j'=—  und   ^'==—    als   Cartesische   Coordinaten    einführt.     Man    sieht 

dies  auch  rein  geometrisch  sofort  ein,  wenn  man  als  die  Ebene 
('^i;  ^2>  ^3)  ^i^  unendlich  ferne  Ebene Vies  Punktraumes  (x,  t/,  s)  be- 
nutzt, jede  infinitesimale  Rotation  mithin  durch  den  unendlich  fernen 
Punkt  ihrer  Axe  darstellt.  Führt  man  eine  Rotation  (3")  auf  alle 
Rotationen  aus,  deren  Axen  in  einer  Ebene  (natürlich  durch  den  An- 
fangspunkt) liegen,  die  also  in  der  unendlich  fernen  Ebene  durch  eine 
Gerade  dargestellt  werden,  so  gehen  sie  wieder  in  Rotationen  über, 
deren  Bildpunkte  in  einer  Geraden  liegen,  da  die  Rotation  (3")  jede 
Ebene  in  eine  Ebene  überführt.  Hieraus  erhellt  auch  sofort,  dass  die 
adjungierte  Gruppe  in  der  Ebene  mit  den  homogenen  Coordinaten 
Ci,  ^2>  ^3  dreigliedrig  und  transitiv  ist  und  einen  Kegelschnitt  invariant 
lässt.  Denn  die  Rotationen  (3")  transformieren  die  Geraden  durch  den 
festen  Anfangspunkt  dreigliedrig  und  lassen  die  imaginäre  Nullkugel 
x^  -\-  y^  -^r  z^  =  0  invariant.  Dementsprechend  ist  die  adjungierte 
Gruppe  in  der  Ebene  (e^,  Cg,  e^  die  allgemeine  projective  Gruppe  des 
imaginären  Kugelkreises 

6^2  +   e.'  +  ^3^  =  0, 

die,  wie  bekannt  (vgl.  z.  B.  Anfang  des  §  3  des  11.  Kap.),  gerade 
dreigliedrig  und  transitiv  ist.     Dass   die  adjungierte  Gruppe  transitiv 
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ist,  sagt  aus:  Man  kann  durch  Ausübung  einer  Rotation  unserer 
Gruppe  aller  Rotationen  um  einen  festen  Punkt  jede  dieser  Rotationen 
in  jede  überführen,  oder  auch:  Innerhalb  dieser  Gruppe  sind  alle  ein- 
gliedrigen Untergruppen  allgemeiner  Lage  EckXjtf  gleichberechtigt. 

^biidun"         ^^^  haben  in  diesen  Beispielen  von  geometrischen  Deutungen  der 
*ii®'.^'*'»ä^Transformationen    einer   vorgelegten   Gruppe   als   Punkte   eines    neuen 

einer  o         o  rr 

^^^Ijjp^^J^^«  Raumes  Gebrauch  gemacht.  Diese  Deutungen  wurden  schon  früher 
einige  Male  gelegentlich  benutzt,  so  bei  der  Bestimmung  gewisser 
Gruppen  in  der  Ebene  in  §  2  des  13.  Kap.  unter  III  und  bei  der  be- 
grifflichen Auseinandersetzung  des  Beweises  des  ersten  Fundamental- 
satzes in  §  2  des  15.  Kap.  Wir  wollen  hier  auch  für  den  allgemeinen 
Fall  einer  beliebigen  Gruppe  diese  Deutungen  durchführen. 

Abbudun  ^^^  wissen,  dass  jede  Transformation  der   Gruppe  Xif.  .  Xrf  in 

der  Form  dargestellt  werden  kann: 

r  r 

sodass  e^.  .ßr  ihre  canonischen  Parameter  sind.  Verstehen  wir  unter 
e^.  .ßr  gewöhnliche  Punktcoordinaten  in  einem  Räume  von  r  Dimen- 
sionen, so  wird  jeder  Transformation  unserer  Gruppe  ein  bestimmter 
Punkt  dieses  Raumes  zugeordnet  und  umgekehrt.  Die  Transforma- 
tionen einer  eingliedrigen  Untergruppe  Eei^Xkf  erhält  man,  wenn  man 

setzt  und  t  variieren  lässt.  Sie  werden  also  in  dem  neuen  Räume 
dargestellt  durch  die  Punkte  (e^ .  ,  er)  einer  Geraden  durch  den  An- 
fangspunkt: 

£i  ==  -*  =        == — 

Vermöge  einer  beliebigen  Transformation  der  Gruppe  werden  ihre 
Transformationen,  also  auch  die  Bildpunkte  (e^ .  .  er)  dieser  Transfor- 
mationen, unter  einander  vertauscht.  Wie  dies  geschieht,  das  sagt  die 
adjungierte  Gruppe  aus.  Die  adjungierte  Gruppe  (9)  erscheint  daher 
in  unserem  Bildraume  als  eine  gewisse  Gruppe  von  Punkttransforma- 
tionen. Sie  ist  linear  und  homogen  in  e^ .  .  Cr«  Dies  sagt  aus,  dass 
erstens  bei  ihr  jede  Gleichung  ersten  Grades,  d.  h.  jede  ebene  Mannig- 
faltigkeit des  Bildraumes 

wieder  in  eine  ebene  Mannigfaltigkeit  übergeht,  zweitens,  dass  der  An- 
fangspunkt des  neuen  Raumes  in  Ruhe  bleibt,  und  drittens,  dass  parallele 
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Richtungen  in  parallele  Richtungen  übergehen.  Dies  ist  leicht  zu  be- 
weisen, wir  werden  übrigens  hierauf  später  zurückkommen,  wenn  wir 
allgemein  von  linearen  homogenen  Gruppen  sprechen.  Dass  jede  ein- 
gliedrige Untergruppe  der  gegebenen  Gruppe  vermöge  einer  Transfor- 
mation der  Gruppe  wieder  in  eine  solche  übergeht,  drückt  sich  nun 
auch  so  aus:  Jede  Gerade  durch  den  Anfangspunkt  im  neuen  Räume 
(^1  •  •  ^r)  geht  vermöge  der  adjungierten  Gruppe  (9)  wieder  in  eine 
Gerade  durch  den  Anfangspunkt  über. 

Die  zweite  geometrische  Deutung,  von  der  wir  in  diesem  Kapitel  ^,^^Yidung 
nachher  noch  ausführlicher  zu  sprechen  haben,  besteht  darin,  dass 
man  e^.  .Cr  als  homogene  Punktcoordinaten  in  einem  Räume  von  r — 1 
Dimensionen,  also,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  in  einem  Räume  r*^'  Stufe 
deutet.  Dabei  werden  alle  Transformationen  einer  eingliedrigen  Unter- 
gruppe, da  für  sie  e^.  .  Cr  in  constanten  Verhältnissen  stehen,  durch 
ein  und  denselben  Punkt  dargestellt.  Jeder  Punkt  (e^ . .  er)  des  neiien 
Raumes  repräsentiert  in  Folge  dessen  eine  einzige  infinitesimale  Trans- 
formation, nämlich:  Ue/^Xkf.  Dass  diese  Abbildung  eine  hervorragende 
Wichtigkeit  besitzt,  werden  wir  im  Folgenden  an  vielen  Beispielen  er- 
läutern. 


§  2.    Die  infinitesimalen  Transformationen  der  adjungierten  Gruppe. 

Bisher  haben  wir  die  adjungierte  Gruppe  bei  der  Annahme  be- 
rechnet, dass  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  Xj^f.  .  Xrf  ge- 
geben seien.  Es  ist  aber  möglich,  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  adjungierten  Gruppe  durch  einfache  Rechnungen  zu  finden, 
sobald  nur  die  Zusammensetzungscoefficienten  c,;t,  bekannt  sind. 

Dabei  wollen  wir  von  jetzt  ab  ein  für  allemal  annehmen,  dass 
die  allgemeine  Transformation  Xi'=fi(x,  a)  der  gegebenen  Gruppe, 
durch  deren  Ausübung  auf  die  in  canonischer  Form  vorliegenden 
Transformationen  die  adjungierte  Gruppe  hervorging,  ebenfalls  in 
canonischer  Form,  etwa  zur  Unterscheidung  mit  den  Parametern  E^..Erj 
gewählt  sei. 

Wir  wissen,  dass  sich  die  Werte  von  ß/.  ,  e/,  ausgedrückt  in 
Ci. .  Cr  und  r  Parametern,  aus  der  Forderung  ergeben,  dass  vermöge 
einer  allgemeinen  Transformation  der  vorgelegten  Gruppe  identisch      Bedingung. 

zugehen  ist, 
r  r 

(14)  ^e,!X^f  =^e,X,f 
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sein  muss.     Ausgehend  von   dieser  Gleichung  ist  es   möglich,  in   den 
canonischen   Gleichungen  der  adjungierten   Gruppe   die   Glieder   erster 
Ordnung  zu  finden. 
Vor-  Zu  diesem  Zwecke  schicken  wir  voraus: 

bemerkung. 

Die  endlichen  Gleichungen  irgend  einer  eingliedrigen  Gruppe 

n 

1  * 

haben  die  Form:    ^ 

Xi'=  Xi  4-  ir{i{x)  -f-  •  • .     (i  =  1,  2  . .  m)        -. 

(15)    und  aufgelöst  nach  x^.  .Xn  die  Form 

Xi  =  X-  —  £rji(x)  +  •  •  •     {i  ==  1,  2  . .  n). 

Die  nur  angedeuteten  Glieder  sind  dabei  von  höherer  Ordnung  in  dem 
Parameter  e.     Vermöge  dieser  Transformation  ist  nun: 

T 

df 


Xkf  =^XkXi'  ^,  =^Xi{Xi  -{-srji-{-  ■  •  •)  g^  = 
1*1  ' 

n 

=^^  (Iki  (x)  -JrsXktji-i )  ^^ , 


also  wegen  (15): 

Xkf'=^{hiix)  —  £  ^  "j^- Vj(.^l  +  ^^kViix))^,, 

wenn  der  Accent  andeutet,  dass  überall  xl  statt  Xi  zu  schreiben  ist. 
Also  kommt: 


Xkf==  f^lkiix')  —  s  Y'lki  (^')  +  s  XkVii^')  +  •  •  •  j 


IL 

dx'. 


=  Z//'+a(X/F)  + 


und  zwar  ist  diese  Formel  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  in  s  sicher 
exact.  Wenn  die  Forderung  (14)  vermöge  der  Transformation  (15) 
bestehen  soll,  so  erhalten  wir  folglich  : 

r  f  r 

(16)  2  ek'Xkf  =2  e.Xkf  +  «^  e^iX^'T)  +  •  •  • . 


Nunmehr  setzen  wir  voraus,  dass  Yf,  also  auch  die  Transforma- 
tion (15)  unserer  Gruppe  Xif..Xrf  angehöre,  also  die  Form  iS'Const.X/' 
habe.  Alsdann  sind  die  nicht  geschriebenen  Glieder  höherer  Ordnung 
auch  Klammerausdrücke,  denn  wir  sahen  in  §  1,  dass  vermöge  einer 
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Transformation  der  Gruppe  jede  canonisehe  Darstellung  der  Gruppe 
wieder  in  eine  solche  übergeht.     Nach  dem  Hauptsatze  wird  sein: 

r 

(17)  (X,.Z,)  =2  c^rkX,f    (/i,  v  ==  1,  2  . .  r), 

sodass  auch  (X/F')  sowie  die  höheren  Glieder  in  (16)  sich  als  Aus- 
drücke von  der  Form  2JConst.  X'/"  darstellen.  In  (16)  wird  also  jetzt 
jedes  Glied  rechts  und  links  diese  Form  haben,  sodass  sich  (16)  so 
schreiben  lässt: 


^  e/  Xkf  ==  ^  (ßi  -I — )  x//; 


indem  die  nur  angedeuteten  Glieder  Potenzreihen  nach  8  mit  constanten 
Coefficienten  sein  werden.  Da  aber  X//".  .  X//'  von  einander  unab- 
hängig sind,  so  zerfällt  diese  Relation  in  r  einzelne: 

(I6)  e;=e,  H (Ä;  =  l,  2..r), 

deren  rechte  Seiten  Potenzreihen  nach  e  sind,  deren  Coefficienten  von 
den  Constanten  e^. .  Cr  allein  abhängen. 

Wir  wählen  nun  Yf  als  die  allgemeine  infinitesimale  Transforma- 
tion ZstXkf  der  Gruppe  X-,f.  .  Xrf.    Alsdann  werden  die  Gleichungen    »eihen- 

ii  j.»  «  o        entwickelg. 

(16)  offenbar  alle  Transformationen  der  adjungierten  Gruppe  darstellen  ^rilpptn. 
in  Form  von  Reihenentwickelungen  nach  Potenzen  von  £j .  .  Sr.  Da  wir 
die  infinitesimalen  Transformationen  der  adjungierten  Gruppe  suchen, 
so  genügt  es  —  wie  wir  nachher  streng  beweisen  —  in  unseren 
Reihen entwickelungen  nur  die  Glieder  erster  Ordnung  in  s^. .  Sr  zu  be- 
rechnen. Wir  werden  nämlich  zeigen,  dass,  wenn  etwa  die  Glieder 
erster  Ordnung  sämtlich  Null  sind,  dasselbe  dann  auch  von  allen  Glie- 
dern höherer  Ordnung  gilt. 

Zunächst  liefern  uns  nun  die  Gleichungen  (16)  für  Yf^  EskXjcf: 

r  r  r 

(18)      2  e;x.r =2  f.x;/-  -f  2_2  e,e,{x;x;)  +  •  •  • 

oder  nach  (17): 

r  r  1 . .  r 

^f  ekXkf=  ^k  Ck  Xkf  -\-^  SrC^rke^  Xkf  +  •  •  • , 

X  1  1.1,  V,  k 

woraus  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  einzeln  folgt: 

r 

(18)  e/=  ek  +  S^ SvCf^vhCf,  H (k=  l,  2  ..r). 

1 
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^"'v^'^fc''*/  Indem  wir  nach  einander  je   eine   der  Grössen  s^ . .  Sr  gleich  dt, 

der  adjung.  die  übrigen  gleich  Null  setzen,  erhalten  wir  infinitesimale  Transforma- 

Gruppe.  6  0  ^m 

tionen  der  adjungierten  Gruppe,  so  allgemein,  wenn  wir  e^  '=  dt,  alle 
übrigen  s^. .  Sr  gleich  Null  wählen : 

r 

Sßk  =  Ck  —  Ck  =^'C^vkef^St  +  •  •  •     Qc  =  1,  2  .  .r). 
i 

Diese  hat  das  Symbol: 

r 

(19)  Kf='2^^c,..e,l^- 

1  * 

So  ergeben  sich  r  infinitesimale  Transformationen  E^f. .  Er  f.  Wenn 
wir  in  (18)  alle  s  irgendwie  infinitesimal  gewählt  hätten,  so  hätten 
wir  eine  infinitesimale  Transformation  erhalten,  die  aus  E^f.  .  Erf 
linear  ableitbar  ist :    E  Const.  E^f. 

Es  fragt  sich  nun  nur  noch,  ob  wir  hiermit  auch  alle  infinitesi- 
malen Transformationen  der  adjungierten  Gruppe  gefunden  haben.  Um 
diese  Frage  zu  beantworten,  wollen  wir  untersuchen,  ob  es  möglich 
ist,  r  nicht  sämtlich  verschwindende  Constanten  q . .  c^  so  zu  be- 
stimmen, dass  identisch 

Eelation     (20)  C,EJ-^C^EJ^ h  CrErf  =  0 

wird.     Dies  würde   bedeuten,   dass  in  den   Reihenentwickelungen  (18) 
für  £v  =  Cvdt  (v  =  1,  2  .  .r)  alle  Glieder  erster  Ordnung  Null  wären. 
Die  Annahme  (20)  giebt  nach  (19): 

l..r 

V  IL  —f\ 


zwischen 


oder  einzeln 


^ CvC/^rk  =  0     {^,  1c  =  l,  2  .  .r), 


da  die  Forderung  für  alle  Werte  von  e^. .  er  und  f  bestehen  soll. 
Offenbar  ist  nun  nach  (17)  und  der  letzten  Formel: 

(21)  fx,f,2Jc.xA=^^(^^c.c,AXkf=  0 

für  jedes  /*.  Also  in  diesem  Falle  existiert  in  der  gegebenen  Gruppe 
eine  infinitesimale  Transformation  Uc^X^f,  die  mit  allen  infinitesi- 
malen Transformationen  der  Gruppe  vertauschbar  ist.  Dies  sagt  nach 
Satz  6  des  §  2,  17.  Kap.,  aus,  dass  die  endlichen  Transformationen  T 
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der  eingliedrigen  Gruppe  EcvXyf  mit  allen  endlichen  Transforma- 
tionen S  der  Gruppe  Xj/".  .  X^/"  vertauschbar  sind:  TS  ==  ST.  Eine 
beliebige  Transformation  T  der  eingliedrigen  Gruppe  Uc^X^f  führt 
also  jede  Transformation  S  der  Gruppe  X^f. .  Xrf  in  sich  über,  da 
dann  T-'^ST  =  T-^TS  =  S  ist.  Mit  anderen  Worten:  Wenn  wir 
als  Yf  eine  infinitesimale  Transformation  ECyXyf  der  Gruppe  wählen, 
die  mit  allen  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  vertausch- 
bar ist,  so  lässt  jede  endliche  Transformation  (15)  der  eingliedrigen 
Gruppe  Yf  alle  Transformationen  in  Ruhe,  indem  die  zu  e^ . .  er  ge- 
hörige in  sich  übergeht,  d.  h.  dann  reducieren  sich  die  Reihenent- 
wickelungen (18)  exact  auf  e/=eA. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  in  den  Reihenentwickelungen  der  ad- 
jungierten Gruppe  alle  Glieder  verschwinden,  sobald  die  von  erster 
Ordnung  Null  sind,  dass  also  keine  infinitesimalen  Transformationen 
in  der  adjungierten  Giruppe  vorhanden  sind,  die  etwa  mit  höheren 
Potenzen  von  s^. .  8r  beginnen.  Wir  sind  also  sicher,  dass  jede  in- 
finitesimale Transformation   der   adjungierten   Gruppe   die   Form  hat: 

ECyErf. 

Gleichzeitig  haben  wir  gesehen,  dass,  sobald  zwischen  E^f. .  Erf 
eine  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  identisch  besteht: 

C,EJ+--'-\-CrErf=0, 

alsdann  in  der  Gruppe  X^^f. .  Xrf  eine  mit  allen  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Gruppe  vertauschbare  infinitesimale  Transformation 
ECyXyf  vorhanden  ist.  Der  Schluss  von  (20)  auf  (21)  lässt  sich 
offenbar  auch  rückwärts  anwenden.  Um  dies  Ergebnis  bequemer  aus- 
sprechen zu  können,  führen  wir  eine  neue  Bezeichnung  ein: 

Wir  nennen  eine  infinitesimale  Transformation  Ec^X^f  einer  Gruppe-^^^sf^'^^^^- 
X^f..Xrf  ei/ne  ausgeseichnete  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe,     einer 
sobald  sie   mit   allen  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  ver- 
tausclibar,  also  jeder  Klammerausdruck 


*)  Nach  Lie's  Terminologie  ist  eine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transforma- 
tion einer  Gruppe  immer  invariant,  während  eine  invariante  infinitesimale  Trans- 
formation nicht  immer  ausgezeichnet,  oder  wenn  man  will,  ausgezeichnet  invariant 
ist.  Wie  es  scheint,  haben  Klein  und  seine  Schüler  den  Unterschied  zwischen 
diesen  beiden  Begriffen  nicht  hinlänglich  beachtet.    (Vgl.  S.  486  unten.) 

Lie,  Continolerllcho  Gnippon.  30 
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Dann  können  wir  sagen:  Wenn  zwischen  E^f . .  Erf  gerade  q  von 
einander  unabhängige  lineare  Relationen  mit  constanten  Coefficienten 
bestehen,  wenn  also  unter  E^f..Erf  gerade  r  —  q  von  einander  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen  vorhanden  sind,  d.  h.  die 
adjungierte  Gruppe  gerade  (r  —  g')-gliedrig  ist,  so  existieren  in  der 
Gruppe  Xi/",  .  X^/"  gerade  q  von  einander  unabhängige  ausgezeichnete 
infinitesimale  Transformationen. 

fuBd^Sfke  Bilden  wir    die  Klammerausdrücke    der  infinitesimalen  Transfor- 

*^^j.*^j^»'mationen  der  adjungierten  Gruppe.     Es  kommt 

\..r 

Aber  zwischen  den  Coefficienten  c^^j  der  Klammerausdrücke  (16)  be- 
stehen nach  dem  dritten  Fundamentalsatz  die  Relationen: 

r 

^^(CftyiCkrtQ  +  CvakCkfiQ  +  CnfikCkrq)  ==  0 
1 

und 


(^/iTtk  —  Cftfikj       Ck/iiQ  C/(X 


sodass  kommt; 


oder  nach  (19): 


l..r 


(^EvEn)  =■  ^,  CvnkCfikq^n 


*, .«.  V 


df_ 


{E,E„)=^c,nkEJ. 


Es  ist  daher,  wie  wir  uns   ausdrücken  (vgl.  S.  429),  die  adjungierte 
Gruppe  Elf. .Erf  mit  der  ursprünglichen  Gruppe  X^f. .  Xrf  isotnorph. 

Wir  fassen  die  Ergebnisse  zusammen  in  dem 
Gesamt-  Theoreiü  33:     Erzeugen  X^f.. Xrf  eine  r-gliedrige  Gruppe 

in  x^. .  Xn  und  ist 

r 

(XiXk)  =^c,*,X,/    (t,  Ä  =  1,  2  . .  r), 
1 

so  wird  die  adjungierte  Gruppe  von  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen erzeugt: 

E,f=^^^e,.ke^§f    (a;  =  l,  2..r) 
und  es  ist 
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r 

(EiE,)  =^CtksE,f    {i,-k=\,2..  r). 

1 

Unter  diesen  infinitesimalen  Transformationen  der  adjungier- 
ten Gruppe  sind  gerade  r  —  q  von  einander  unabhängige  ent- 
halten, sobald  die  Gruppe  X^f..  Xrf  gerade  q  von  einander 
unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen 
besitzt. 

Man  sieht^  dass 

E,f=^s^Ci^eil^ 
1  * 

ist.     Vergleicht  man  dies  mit 

r 
{XiXjc)  ^^J  CiJcsXsff 
1 

SO  ergiebt  sich  eine  einfache  Regel  zur  Bildung  der  infinitesimalen  Regel  zur 
Transformationen  E^f  der  adjungierten  Gruppe :  Man  stellt  den  Aus-  der  Et/. 
druck   {EeiXi,    Xk)^  EeiCiksXgf   her    und    setzt    darin    schliesslich 

statt  X^f  allgemein  ö— •  Hiernach  kann  man  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  adjungierten  Gruppe  sofort  hinschreiben,  wenn  man 
nur  die  Constanten  c,vt,,  also  die  Zusammensetzung  der  ursprünglichen 
Gruppe  kennt. 

1.  Beispiel:     Bei  der  Gruppe  aller  Bewegungen  in  der  Ebene        Beispiele. 

p     q    xq~yp 
ist 

(P;  a)  =  0,     (p,  xq  —  yp)  =  q,     {q,  xq  —  yp)  =  —p, 

also  nach  der  soeben  angegebenen  Regel: 

Dies  stimmt  mit  dem  1.  Beispiel  in  §  1  überein.  Die  Gruppe  der  Be- 
wegungen enthält  keine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation. 
Dies  steht  in  Einklang  damit,  dass  die  adjungierte  Gruppe  ebenfalls 
dreigliedrig  ist. 

2.  Beispiel:    Bei  der  Gruppe  aller  Rotationen  um  den  Coordinaten- 
anfang  des  Raumes  {x^y,  z): 

XJ=8q  —  yr,    XJ^xr  —  ep,    XJ^yp  —  xq 
ist 

(Zj  Xg)    ^    Xg  f,  (X2  X3)    ^    Xl  fy  (Xg  Xj  )    ^    Xj  /) 

also  nach  der  obigen  Regel: 

30* 
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Man  vergleiche  das  2.  Beispiel  in  §  1.  Auch  die  hier  vorliegende 
Gruppe  Xi/,  X2/';  Xg/"  enthält  keine  ausgezeichnete  infinitesimale 
Transformation. 

5.  Beispiel:    Betrachten  wir  die  viergliedrige  Gruppe  aller  homo- 
genen linearen  Transformationen  in  der  Ebene: 

xp     yp     xq     yq. 
Hier  ist 

(xp,  yp)  =  —  yp,     (xp,  xq)  =  xq,  {xp,  yq)  =  0, 

{yp,  xq)  =  yq  —  xp,  {yp,  yq)  ~  —  yp, 
{xq,  yq)  =  xq^ 
also  die  adjungierte  Gruppe: 

^3/"=  -  ^2  ^  +  (e,  -  Oa^  +  ^2  ^,    EJ=-e,  ^  +  03^- 

Man  sieht,  dass  zwischen  Eif ..  E^f  die  lineare  Relation  besteht: 

EJ+EJ=0. 

Die  adjungierte  Gruppe  ist  also  nur  dreigliedrig.  Dies  liegt  darin, 
dass  die  gegebene  Gruppe  eine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transfor- 
mation enthält,  nämlich  xp  ~\-  yq. 


§  3.     Untergruppen,  gleichberechtigte  Untergruppen,  invariante 

Untergruppen. 

Jetzt  gehen  wir  zu  den  eigentlichen  Anwendungen  der  adjungier- 
ten  Gruppe  über,  indem  wir  dem  Problem  näher  treten,  die  Unter- 
gruppen einer  gegebenen  Gruppe  zu  bestimmen. 

Vorgelegt    sei   wieder  eine   »"-gliedrige    Gruppe    X^f..Xrf  in    n 

Veränderlichen   x^.,Xn,   und  E^f..Erf  sei   ihre   adjungierte  Gruppe. 

Abbildung  Alsdann  stellen  wir  eine  infinitesimale  Transformation  UekXkf,  also  auch 

der  eingl.  i      t«       i  •  n 

untergr.  aisdic  vou  ihr  crzcugtc  eingliedrige  Untergruppe  als  Punkt  emes  Kaumes 

eines  7?r_i.von  T  —  1  Dimeusionen  oder  also  y*"  Stufe  Br—i  mit  den  homogenen 

Coordinaten   e^^..er   dar,    wie  zum   Schluss   des  §  1.     Die  adjungierte 

Gruppe    vertauscht    die    eingliedrigen    Untergruppen     der    gegebenen 

Gruppe  unter  einander,  dementsprechend  auch  die  Punkte  (e^  :  •  •  • :  Cr) 
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des  22r— 1-     In    diesem  Räume    finden    eben  diese  Vertauschungen   ilir^'^^^^^®^ 
anschauliches  Bild.  d.  adjung. 

Gruppe. 

Aber  jeder  Punkt    des  Br—i  hat  zweierlei  Bedeutung:    Bei   der  Doppelte 
adjungierten  Gruppe  werden  ja  die  Transformationen  der  gegebenen  ""^jed!^^ 
Gruppe  einmal  als  Individuen  aufgefasst,  die  unter  einander  vertauscht  ^^**^- 
werden,  das  andere  Mal  als  Operationen,  denen  diese  Individuen  unter- 
worfen werden.   Wir  haben  demnach  einen  Punkt  («^  :•••:£;.)  des  JRr— i 
erstens  als  Individuum,  nämlich  als  Repräsentanten  einer  eingliedrigen 
Untergruppe  der  ursprünglichen  Gruppe,  zweitens   aber  als  Bildpunkt 
von   Transformationen  der  adjungierten   Gruppe  aufzufassen,    nämlich 
derjenigen,    die    anzeigen,    wie    die  Transformationen    der    ursprüng- 
lichen Gruppe  unter  einander  vertauscht  werden,  sobald   man  auf  sie 
Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  ZekXif  au&nhi.     Es  stellt 
also  jeder  Punkt  («^  :  •  •  • :  Sr)  des  Raumes  Br—i  zwar  einerseits  einen 
Punkt,  andererseits  aber  auch  Transformationen  in  diesem  Räume  dar. 

Beispiel:     Diese  doppelte  Auffassung  tritt  z.  B.  bei  der  Gruppe  Beispiel, 
aller  Rotationen  um  einen  festen  Punkt,  den  Anfangspunkt  0: 

eq  —  yr    xr  —  zp    yp  —  xq 
mit  der  adjungierten  Gruppe 

cf  of  df_  M.         K^      K 

auch  geometrisch  deutlich  hervor.  Wir  deuten  e^,  62,  e^  als  homogene 
Coordinaten  eines  Punktes  einer  Ebene  und  zwar  wählen  wir  als  diese 
Ebene  wie  im  2.  Beispiel  des  §  1  die  unendlich  ferne  Ebene  des 
Raumes  {x,  y,  0),  indem  wir  als  Punkt  (e^  :  e^  :  %)  den  Punkt  dieser 
Ebene  bezeichnen,  in  dem  der  Strahl  vom  Anfangspunkt  0 

X  y  z 

Cj  fj  Cg  , 

sie  trifft.  Dann  stellt  ein  unendlich  ferner  Punkt  (e^  :  e^ :  63)  oder 
P  alle  Rotationen  dar  um  die  Axe  OB.  Andererseits  stellt  er 
aber  auch  Transformationen  der  adjungierten  Gruppe  dar.  Nun 
ist  die  adjungierte  Gruppe  in  e^y  e^,  %  identisch  mit  der  vor- 
gelegten in  X,  y,  s.  Da  wir  sie  in  der  unendlich  fernen  Ebene  deuten, 
so  stellt  sie  also  die  Rotationen  der  unendlich  fernen  Ebene  in  sich 
dar.  Jeder  Punkt  P  ist  also  der  Ausdruck  aller  Rotationen  der  un- 
endlich fernen  Ebene  in  sich  um  den  Punkt  P.  Bei  einer  solchen 
Rotation  werden  alle  Punkte  Q  dieser  Ebene  unter  einander  vertauscht, 
nnd  die  Punkte  Q  sind  dann  als  Bildpunkte  der  Rotationen  der  ge- 
gebenen Gruppe  um  die  Axen  0^  zu  betrachten. 
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Üben  wir  auf  die  oo''~^  eingliedrigen  Untergruppen  Ue^X/cf  der 
ursprünglichen  Gruppe  nach  und  nach  alle  Transformationen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  UskXkf  aus,  so  werden  sie  continuierlich  unter 
einander  vertauscht:  Die  Punkte  (ej:  •  •  • :  er)  beschreiben  also  im  i?r— i 
^er'pSnkte^^^***^*  Ii^sbesondere  wird  die  Tangentialrichtung  der  Bahncurve  im 
des  Rr-i.  Punkte  (%:•••:  Cr)  dadurch  bestimmt,  dass  man  auf  die  Transformation 
UekXjcf  die  infinitesimale  Transformation  Z'fjX*/' ausübt.  Dies  haben 
wir  zu  Beginn  des  vorigen  Paragraphen  gethan,  indem  wir  dort  in 
Formel  (16)  bez.  (18)  die  Grössen  s  bez.  s^^. .  6r  schliesslich  unendlich 
klein  wählten.  Wenn  wir  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 
mit  Xf  und  Yf  bezeichnen,  so  können  wir  das  dortige  Ergebnis  zu- 
nächst so  formulieren: 

Satz  2:  Die  infinitesimale  Transformation  Xf  geht  durch  Aus- 
führung einer  infinitesimalen  Transformation  Yf  auf  sie  üher  in  die 
infinitesimale  Transformation 

Xf-{-{XY)dt.    . 

Wählen  wir  Xf  als  Ze^Xitf  und  Yf  als  UskXjef  so  finden  wir, 
dass  EekXkf  vermöge  Ss^X^f  übergeht  in*) 

r  r 

2:ei;Xkf='^euXkf'{-  dt ^k^e^e^iX^Xt). 
1  1      ■ 

ßj . .  ßr  erfahren  also  gewisse  Incremente,  sie  erleiden  eben  die  in  §  2 
berechnete   infinitesimale   Transformation    2 8k Et f     Nun    ist   JSetXkf 
durch  einen  Punkt  und  auch  der  Klammerausdruck  (UekXk,  UsiXi), 
da  er  wieder  eine  infinitesimale  Transformation  der  gegebenen  Gruppe 
darstellt,  durch   einen  Punkt  des  Raumes  Rr—i  repräsentiert.    Unsere 
Formel  giebt  also  den  wichtigen 
Satz  üb.  die        Satz  3:     Deutet  man  die  oo''~^  eingliedrigen  Untergruppen  SckXkf 
"chtg  eineiß^we^  T-gliedrigefi  Gruppe  X^f. .  Xrf  als  PunMe  eines  (r —  l)-fach  aus- 
des  Ä^_i.  gedehnten  Raumes  mit  den  homogenen  Coordinaten  e^. .  e^  und  führt  man 
auf  die  eingliedrige  Untergruppe  SekX^f  alle  Transformatione^  einer  an- 
deren eingliedrigen  Untergruppe  SsiXif  aus,  so  heschreiht  der  Bildpunkt 


*)  Wir  wollen  beiläufig  darauf  aufmerksam  machen,  dass  sich  der  Haupt- 
satz der  Gruppentheorie  infolge  dieser  Formel  so  aussprechen  lässt: 

Die  von  einer  Schar  von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugten  endlichen 
Transformationen  T^  stellen  dann  und  nur  dann  eine  Gruppe  dar,  wenn  auch  jede 
Aufeinanderfolge  ^„"^^'jT^  der  Schar  der  T^  angehört,  das  heisst:  wenn  die  Schar 
der  Tj  in  sich  übergeht,  sobald  man  auf  sie  irgend  eine  Transformation  T^  ausübt. 
Die  Gruppeneigenschaft  T^T/^  =  T^  wird  also  in  dem  Hauptsatze  auf  die  Eigen- 
schaft T^-i  r^T^  =  T^  zurückgeführt. 


Untergruppen,  gleichberechtigte  Untergruppen,  invariante  Untergruppen.  471 

von  UekXjcf  eine  Curve,  deren  Tangente  im  Punlcte  (e^:  •  •  ■ :  Cr)  die  Ge- 
rade ist,  die  diesen  PunM  mit  dem  Bildpunkt  von  (2JekXkf,  UsiXif}  ver- 
bindet. Werden  umgekehrt  auf  die  eingliedrige  Untergruppe  EsiXif  alle 
Transformationen  der  eingliedrigen  Untergruppe  UejcXjcf  ausgeübt,  so 
beschreibt  der  Bildpunkt  («i:  •  •  • :  «r)  eine  Curve,  deren  Tangente  im  Punkte 
(«!:•••:  Sf)  die  Gerade  ist ,  die  diesen  Punkt  mit  dem  Bildpunkt  von 
{ZeieXkfi  SsiXif)  verbindet. 

1.  Beispiel:    Bei  der  dreigliedrigen  Gruppe  der  einfachen  Mannig-  Beispiele. 

faltigkeit 

p     xp     x^p 

stellen   wir    allgemein   e^p  •\-  e^xp  -\-  e^x^p   durch   einen  Punkt    einer 
Ebene  dar  mit  den  homogenen  Coordinaten  e^,  e^,  e^,  sodass  die  Ecken 
des   Coordinatendreiecks  insbesondere  die  Bild- 
punkte von  p,   xp,   x^p  sind.     (Siehe  Fig.  39.) 
Es  ist  {p,  xp)  ^  p.    Mithin  geht  p  vermöge  xp 
über  in  p  -{-  pdt,  also  in  sich,  ferner  xp  ver- 
möge p  in  xp  -\-  pSt,  sodass  sich  der  Bildpuukt 
von  xp  vermöge  p  in  der  Richtung  nach  p  be- 
wegt.    Dies  ist  in  Fig.  39  durch  den  Pfeil  vom 
Punkte  xp  zum  Punkte  p   zum  Ausdruck    ge- 
bracht.   Weiterhin  ist  {xp,  x^p)  ^  x^p.     Daher  Kg.  39. 
der  Pfeil  von  xp  nach  x^p.     xp  geht  vermöge 

x^p  in  xp  +  x^pdt  über,  während  x^p  vermöge  xp  in  sich  übergeführt 
wird.  Endlich  ist  {p,  x^p)  =  2xp.  Mithin  geht  p  vermöge  x^p  in 
p  4-  xpdt  über  und  x^p  vermöge  p  in  x^p  -\-  xpdt.  Beides  ist  in  der 
Figur  durch  die  mit  Pfeilen  nach  xp  zeigende,  sich  zum  Teil  an  die 
Gerade  von  p  nach  ct^p  anschmiegende  Linie  angedeutet.  Das  hier- 
mit gewonnene  schematische  Bild  für  die  Zusammensetzung  der  vor- 
gelegten Gruppe  ist,  wie  wir  sehen  werden,  für  die  Praxis  recht 
nützlich. 

Wenn  insbesondere  zwei  infinitesimale  Transformationen  SekXkf 
und  UeicXkf  mit  einander  vertauschbar  sind,  also 

iZe,X,f,  2Js,X,f)  =  0 

ist,  so  sind  nach  Satz  6,  §  2  des  17.  Kap.,  die  endlichen  Transfor- 
mationen S  der  Gruppe  2 ekXjef  mit  den  endlichen  Transformationen 
T  der  Gruppe  2? «*  X*/ vertauschbar.  Es  ist  also  auch  T~^ST=  S 
und  S~^TS  =  T.  Also  bleibt  dann  die  Untergruppe  Se^Xicf  unge- 
ändert,  wenn  man  auf  die  Gruppe  X^/". .  X^/*  irgend  eine  Transforma- 
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Vig.  40. 


tion   der   Untergruppe   UskXkf  ausübt.     Man  kann  in   diesem   Falle 
auch  nicht  von  einer  Bahncurve  sprechen. 

2.  Beispiel:     Die  Gruppe  p,   xp,   q    sei   vorgelegt.     Wir    deuten 
^iP  "f"  ^2^P  ~\~  h9.    ^^  Punkt   der  Ebene    mit  den    homogenen  Coor- 
dinaten  e^,  e^,  e^,  sodass  p,  xp,  q  die  Ecken  des  Coordinatendreiecks 
dieser  Ebene  bilden.     (Fig.  40.)    Die  Beziehung 
(p,  xp)  ^  p  wird  wie  im  vorigen  Beispiel  durch 
einen   Pfeil   ausgedrückt,    der   vom    Punkte   xp 
zum    Punkte  p   weist.     Da    (p,  g)  ^  0   ist,   so 
wird  die  eingliedrige  Untergruppe  p  vermöge  q 
gar  nicht  transformiert,  ebenso  q  nicht  vermöge 
p.    Wir  drücken  dies  in  der  Figur  dadurch  aus, 
dass  wir  die  Gerade  von  p  nach  q  durch  Quer- 
striche unterbrechen.  Dasselbe  gilt  von  q  und  xp. 
3.  Beispiel:    Sei  die  Gruppe  p,  q,  xp  -j-  cyq 
gegeben.     Hier  ist  (p,  q)  ^  0,  in  Fig.  41  durch 
Querstriche  markiert;  ferner  (p,  xp  +  cyq)  ^p, 
durch   einen   Pfeil,   und   (q,  xp  -^  cyq)  ^cq, 
durch   einen  Pfeil  angedeutet,     xp  +  cyq  geht 
also  vermöge  p  über  in  xp  -\-  cyq  +  pdt  u.  s.  w. 
xptcyct        4   Beispiel:    Die  Gruppe^,  q,  xp,  yq  stellen 
wir  durch  die  Punkte  des  gewöhnlichen  Raumes 
dar,^,  q,  xp,  yq  selbst  als  Ecken  eines  Coor- 
dinatentetraeders,  in  bezug  auf  welches  der 
Bildpunkt   von    e^p  +  €<j^q-]-  e^xp  -\-  e^yq 
die    homogenen  Coordinaten  e^,  e^,  Cg,   e^ 
besitzt.     (Fig.  42.)     Die  Kanten   des   Te- 
traeders sind,  wie  man  sofort  sieht,  in  der 
^^    angegebenen  Weise  zu  markieren. 

5.  Beispiel:   Die  Gruppe  p,  q,  xq  giebt 

zu   dem  in  Fig.  43   dargestellten   Schema 

y^  Anlass. 


Mg.  42. 


Fig.  48. 


Kehren  wir  zur  allgemeinen  Betrachtung  zu- 
rück. Wenn  mehrere  infinitesimale  Transfor- 
mationen 2?  et  X^/,  ElkXkf,  S'ckXkf...  durch  ihre 

Bildpunkte  {e^.'-'-.Cr),  iei''-'-er),  (ei:---:er)  •  •  •  dar- 
gestellt sind,  so  wird  eine  von  ihnen  abhängige 

Const.  2JekXkf+  Const.  U^X^f -{- 

+  Const.2;?,Z*/-H , 
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deren  homogene  Coordinaten   Gonst.  e^  +  Const.  e^c  -\-  Const.  <^a:  +  •  •  • 
(]i=^l,  2  .  .r)  sind,   ofiFenbar  durch  einen  Punkt  der  von  jenen  Bild- 
punkten bestimmten  kleinsten  ebenen  Mannig faltigTieit,   d.  h.  Mannig-  Mannig- 
faltigkeit,  die    durch    lineare   Gleichungen    dargestellt    wird,    gegeben.  ^^*'f''^^* 
Dies  lässt  sich  sofort  umkehren,  und  wir  sehen: 

Bei  unserer  Abbildungsmethode  werden  alle  infinitesimalen  Trans- 
formationen 2^  Const.  Xi/)  die  von  s  von  einander  unabhängigen  ab- 
hängen, durch  die  Punkte  einer  ebenen  Mannigfaltigkeit  s*®'  Stufe 
dargestellt,  und  umgekehrt  stellen  alle  Punkte  einer  ebenen  Mannig- 
faltigkeit s*®'  Stufe  im  i?r— i  alle  oo*~^  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  Gruppe  X^f.  .  Xrf  dar,  die  aus  gewissen  s  von  einander 
unabhängigen  linear  ableitbar  sind. 

Liegt   nun    eine    s-gliedrige    Untergruppe   der    gegebenen    Gfruppe^^^^ii^^^g_ 
Xj^f ..  Xrf  Yor,  also  eine  in  dieser  Gruppe  enthaltene  Gruppe  (s  <  r),    s^awe. 
so   besitzt  sie  oo*"~^   infinitesimale   Transformationen,   die    aus   s   von 
einander  unabhängigen  linear  ableitbar  sind.     Mithin  folgt,  dass  jede 
s-gliedrige  Untergruppe  g^  der  gegebenen  Gruppe   durch    eine    ebene 
Mannigfaltigkeit  s*^'  Stufe  des  Br-i  dargestellt  wird. 

Beispiel:     Betrachten  wir  die  Gruppe  p,  q,  jxc[.     Ihre  allgemeine  Beispiel. 
eingliedrige  Untergruppe    e^p -\- e^ci  •{■  e^xq  wird   durch   einen  Punkt 
der  Bildebene  (vgl,  das  5.  obige  Beispiel)  dargestellt.    Ihre  allgemeine 
zweigliedrige  Untergruppe  sei  zunächst: 

Ap  +  ftg'  H~  'v^l        Pi^  +  ^^ö'  +  "^^Q.' 

Klammeroperation  liefert,  dass  auch  {Xt  —  Qv)q  der  Untergruppe  an- 
gehört. Sind  also  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Unter- 
gruppe vertauschbar,  so  ist  Xt  —  qv  =  Q  und  also  die  Untergruppe 
von  der  Gestalt: 

X{p  +  axq)  +  nq         q[{p  +  ccxq)  -f  0q 

oder  einfacher 

q     Xp  -\-  axq. 

Sind  aber  die  infinitesimalen  Transformationen  nicht  vertauschbar,  so 
ist  Xt  —  Qv  =^0,  also  gehört  dann  q  der  Untergruppe  an,  die  daher 
so  zu  schreiben  wäre: 

q     QP  +  txq. 

Dann  besteht  sie  aber  doch  aus  vertauschbaren  Transformationen. 
Jede  zweigliedrige  Untergruppe  hat  mithin  die  Form 

q     Xp  -\-  axq. 
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Gleich- 
berechtigte 
Untergr. 


Fig.  44. 


Xp  +  a^ä'  hat  zum  Bild  (Fig.  44)  einen  Punkt  auf  der  Geraden  von  p 
nach    xq.     Mithin    wird  jede    zweigliedrige  Untergruppe   durch  einen 
der  von  q  ausgehenden  Strahlen  dargestellt.  Wir 
P(X.  werden  bald  sehen,  wie  umgekehrt  das  schema- 

tische Bild    wertvolle  Hülfe    zur    schnellen   Be- 
stimmung der  Untergruppen  zu  leisten  vermag. 

Wir  nennen  zwei  Untergruppen  der  Gruppe 
Xj^f..Xrf  mit  einander  gleicJiberechtigt  innerhalb 
dieser  Gruppe,  wenn  gie  vermöge  einer  Trans- 
formation der  Gruppe  X^f .  .  Xrf  in  einander 
überführbar  sind.  Offenbar  braucht  man  von  allen  mit  einander  gleich- 
berechtigten Untergruppen  immer  nur  eine,  einen  Typus,  zu  kennen, 
um  damit  alle  zu  haben,  denn  alle  gleichberechtigten  ergeben  sich, 
indem  man  auf  den  Typus  alle  Transformationen  der  gegebenen  Gruppe 
ausübt. 
Gleich-  Sprechen  wir  zunächst  von  den  eingliedrigen  Untergruben.    Jede 

eingLUnter-solcbe  wird  durch  einen  Punkt  abgebildet.     Zwei  eingliedrige  Unter- 
gruppen, _  ^  °  '-'         ^ 

gruppen  sind  mit  einander  innerhalb  der  gegebenen  Gruppe  gleich- 
berechtigt, wenn  sie  vermöge  einer  Transformation  der  gegebenen 
Gruppe  in  einander  verwandelt  werden  können,  mit  anderen  Worten, 
wenn  es  eine  Transformation  der  adjungierten  Gruppe  giebt,  die  den 
Bildpunkt  der  einen  in  den  der  anderen  überführt.  Ist  die  adjungierte 
Adj.  GruppeGruppe  im  Räume  JR^— i  transitiv,  so  kann  jeder  Punkt  allgemeiner 
Lage  des  Br—x  in  jeden  solchen  verwandelt  werden.  Dann  sind  also 
alle  allgemeinen  eingliedrigen  Untergruppen  Ze],Xkf  innerhalb  der 
Gruppe  Xi/". .  Xrf  mit  einander  gleichberechtigt.  Dagegen  giebt  es 
dann  eventuell  Punkte  specieller  Lage  (e^i-'-rer),  d.  h.  Punkte,  welche 
die  adjungierte  Gruppe  nicht  in  alle  Punkte  des  jRr— i  überzuführen 
vermag,  die  also  auf  Mannigfaltigkeiten  im  Br—i  liegen,  die  bei  der 
adjungierten  Gruppe  invariant  sind.  Diese  sind  dann  Bildpunkte  von 
eingliedrigen  Untergruppen,  die  nicht  mit  der  allgemeinen  eingliedrigen 
Untergruppe  ZekXkf  gleichberechtigt  sind. 

Beispiel:   Die  allgemeine  projective  Gruppe  der  einfachen  Mannig- 
faltigkeit p,  xp,  x^p  besitzt  die  adjungierte  Gruppe 


BeiBpiel. 


—  e 


dl 


^^1  de.  +  ^2  de. 


Diese  Gruppe  transformiert  die  Ebene  mit  den  homogenen  Coordinaten 
Cj  :  ^2  :  e.^  transitiv,  wie  man  z.  B.  dadurch  einsehen  kann,   dass  man 
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nicht-homogene  Coordinaten  g  =  — ,     t)  ='  —  einführt,  wodurch  sie  die 

offenbar  transitive  Form  annimmt: 

-t)p  — 2q         2jp  +  t)q         _  j^p  +  (2j  _  t|2)q. 

Man  könnte  in  dieser  nicht -homogenen  Schreibweise  die  vorhandenen 
invarianten  Gebilde  untersuchen.  Wir  wollen  jedoch  die  homogene 
Schreibweise  beibehalten.  Dabei  haben  wir  aber  zu  bedenken,  dass 
es  bei  e^,  62»  ^3  ^^^  ^^^  i^^^  Verhältnisse  ankommt.  Wir  müssen 
daher  noch  zu  den  infinitesimalen  Transformationen  der  adjungierten 
Gruppe  die  hinzufügen,  die  alle  Verhältnisse  ungeändert  lässt: 

d£,         df    .         cf       ^ 

Nun  ergeben  sich  die  invarianten  Gebilde  nach  §  4  des  16.  Kap.  in 
bekannter  Weise.     Wir  bilden  die  Matrix: 


0 


—  2^3      0 
0     —e 
2e^       e 
e,  ■     e 


und  setzen  ihre  dreireihigen  Determinanten  gleich  Null.  Dies  giebt 
da  ^1,  ^2,  ^3  nicht  sämtlich  Null  sein  dürfen: 

während  alle  zweireihigen  Determinanten  überhaupt  nur  für 

verschwinden.  Das  einzige  invariante  Gebilde  ist  also  der  Kegel- 
schnitt (Fig.  45): 

62^  —  46163  =  0. 

Die  vorliegende  adjungierte  Gruppe  ist 
nämlich  die  allgemeine  projective  Gruppe 
dieses  Kegelschnittes.  (Vgl.  §  3  des 
11.  Kap.)  Wir  sehen  also:  Es  sind  alle 
eingliedrigen  Untergruppen 

der  gegebenen  Gruppe  mit  einander  gleichberechtigt,  in  denen  e^^—  4  6^63  =|=  0 
ist.  Eine  solche  dagegen,  bei  der  e^^  —  46^63  =  0  ist,  ist  nur  mit 
denen  gleichberechtigt,  für  die  dasselbe  stattfindet.  Dies  stimmt  mit 
den  Ergebnissen  des  §  1  des  5.  Kap.  übereiu.     Bei  Untergruppen  der 
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letzten  Art  ist  nämlich  e^.  +  ßg^  "4"  ^a^^  ^in  vollständiges  Quadrat. 
Da  durch  Nullsetzen  dieses  Ausdrucks  die  bei  e^p  -\-  e2xp  -\-  e^x^p 
invarianten  Punkte  sich  ergeben,  so  sehen  v^ir:  die  eingliedrigen 
Untergruppen  vom  ersten  Typus  sind  diejenigen,  bei  denen  zwei  ge- 
trennte, die  vom  zweiten  Typus  diejenigen,  bei  denen  zwei  zusammen- 
fallende Stellen  der  einfachen  Mannigfaltigkeit  (x)  in  Ruhe  bleiben. 

Dies  Ergebnis  lässt  sich  leicht  verallgemeinern:  Die  obige  ad- 
jungierte  Gruppe  gehört  nämlich  überhaupt  zu  jeder  dreigliedrigen 
Gruppe  Xif,  X^f,  X^f,  bei  der 

{X,X,)  =  XJ,    (X,X,)  =  2X,f,    {X,X,)~XJ 

ist.  Wir  werden  spater  (Kap.  20,  §  2)  zeigen,  dass  jede  dreigliedrige 
Gruppe  Fj/",  Y^f,  Y^f,  deren  drei  Klammerausdrücke  {Y-^Y^y  (Y^Fg), 
(^2^3)  keine  lineare  Relation  erfüllen,  durch  passende  Auswahl  der 
infinitesimalen  Transformationen  auf  die  vorstehende  Form  gebracht 
werden  kann*).     Also  folgt: 

Jede  dreigliedrige  Gruppe  X^f^  X^f,  Xg/,  deren  Klammerausdrücke 
(X^Xg),  (XgXg),  (XgXj)  von  einander  unabhängig  sind,  besitzt  zwei 
Arten  von  gleichberechtigten  eingliedrigen  Untergruppen.  Die  einen 
sind  in  der  Ebene  der  adjungierten  Gruppe  durch  die  Punkte  allge- 
meiner Lage,  die  anderen  durch  die  eines  Kegelschnitts  dargestellt. 

Gruppen  von  dieser  Gestalt  spielen  in  der  Gruppentheorie  an  vielen 
Stellen  eine  besonders  wichtige  Rolle. 

Adj.  Gruppe  Nehmen  wir  jetzt  an,  die  adjungierte  Gruppe  E^f. .  Erf  der  ge- 
gebenen  Gruppe  Xif.  .  Xrf  sei  im  Räume  JBr— 1  intransitiv.  Dann  wird 
dieser  Raum  in  Scharen  von  invarianten  Mannigfaltigkeiten  zerlegt 
und  Punkte  auf  verschiedenen  invarianten  Mannigfaltigkeiten  stellen 
wesentlich  verschiedene  Typen  von  eingliedrigen  Untergruppen  der 
gegebenen  Gruppen  dar.  Dasselbe  gilt  von  den  Punkten  etwa  vor- 
handener einzelner  invarianter  Mannigfaltigkeiten.  In  diesem  Falle 
giebt  es  also  sicher  eine  unendliche  Anzahl  von  Typen  eingliedriger 
Untergruppen,  das  allgemeine  Symbol  eines  solchen  Typus  enthält 
also  dann  noch  wesentliche  willkürliche  Constanten  oder  Functionen. 
Beispiel.  Beispiel:    Es  liege  die  Gruppe  vor: 


mit  der  adjungierten 


p     xp     q 


K      IL 

^2  de,      ^1  de,  ' 


*)  Siehe  auch  „DiflFgln..  m.  Inf.  Trf.",  §  2  des  21.  Kap. 
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die  intransitiv  ist.  Diese  adjungierte  besitzt  also  eine  Invariante  (vgl. 
§  1  des  8.  Kap.).  Sie  zu  finden,  hat  man  das  vollständige  System 
zu  bilden: 


df 


0, 


df     . 
2  de:  "^  ^i 


0, 


^de,  '     ^1  de,  ~  "'     "-laci 

wobei   die  letzte  Gleichung  deshalb   hinzuzufügen    ist,    weil   wir   eine 
Invariante  suchen,  die  in  e^,  e^,  e^  homogen  von  nullter  Ordnung  ist. 

Es   ergiebt   sich   sofort  als  Invariante  —  •     Also  bei  der  adjungierten 
Gruppe   bleibt  jede  Gerade  —  ==  Const.    in    Ruhe,    d.  h.   jeder    Strahl 

durch   den  Bildpunkt   von  p.     (Fig.  46.)     Um  die  einzeln  invarianten 
Curven  oder  Punkte   zu  finden,  setzen  wir  alle 
zweireihigen    Determinanten    der   verschwinden- 
den dreireihigen 

-fo     0     0 


0 


gleich   Null.     Dies  giebt  6^  =  0   und  e^e^  ==  0, 

d.  h.   entweder  den  Bildpunkt  von  p   oder   den  Fig.  46. 

von  g.    Alle  einreihigen  Determinanten  sind  nur 

für   ßj  =  ^2  =  gg  =  0,    also    für    ausgeschlossene  Werte,    gleich   Null. 

Ein  Punkt  des  Strahles  —  =  c  (c^O)  stellt  eine  eingliedrige  Unter- 
es 

gruppe  q  -\-  cxp  -\-  Const.  p  dar  und  kann  in  jeden  anderen  Punkt 
dieses  Strahles  mit  Ausnahme  des  einzeln  invarianten  Punktes  p  über- 
geführt werden.  Jede  solche  ist  also  gleichberechtigt  mit  q  -f-  cxp. 
c  dagegen  ist  wesentlich,  denn  die  adjungierte  Gruppe  kann  zwei 
Strahlen  durch  p  nicht  in  einander  überführen.  Ist  c  =  0,  also 
g_  -f-  Const.  p  die  Untergruppe,  so  liegt  ihr  Bildpunkt  auf  der  Geraden, 
die  p  mit  q  verbindet.  Jeder  Punkt  dieser  Geraden  kann  in  jeden 
anderen,  mit  Ausnahme  der  für  sich  invarianten  Punkte  p,  q  über- 
geführt werden,  also  etwa  in  p  -\-  q.  Daher  haben  wir  hier  die  Typen 
von  eingliedrigen  Untergruppen: 

q-\-cxp{c^O),    p-\-q,    p,     q. 
Der  erste  stellt,  da  c  beliebig  ist,  oo^  Typen  dar. 

Wir  kommen  nun  allgemein  zu  s-gliedrigen  Untergruppen  g^  der  «-guedr. 
gegebenen  Gruppe  X^f.  .  Xrf.  Eine  solche  wird,  wie  gesagt,  durch  °*^'^'' 
eine  ebene  Mannigfaltigkeit  Jf,_i  von  s*«'  Stufe  im  Räume  Br-i  dar- 
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gestellt.  Es  fragt  sich  nun,  welches  Kriterium  sich  dafür  aufstellen 
lässt,  dass  eine  ebene  Mannigfaltigkeit  Jf,_i  des  Rr-i  eine  Unter- 
gruppe der  gegebenen  Gruppe  repräsentiere.  Da  die  adjungierte 
Gruppe  linear  ist,  so  führt  sie,  wie  wir  wissen,  jede  ebene  Mannig- 
faltigkeit in  ebene  Mannigfaltigkeiten  über.  Die  ebenen  Mannigfaltig- 
keiten, die  Untergruppen  der  Gruppe  X^f..Xrf  darstellen,  müssen 
also  noch  eine  besondere  charakteristische  Eigenschaft  haben. 

Um  diese  zu  finden,  bedenken  wir,  dass  jede  Gruppe  bei  Aus- 
führung einer  ihrer  eigenen  Transformationen  auf  sie  in  sich  übergeht, 
nach  Satz  6,  §  4  des  6.  Kap.  Ist  also  z.  B.  X^f.  .  X,f  eine  s-glie- 
drige  Untergruppe  g^  der  Gruppe  X^f..Xrf,  d.  h.  ist  jedes  {XiXj)  für 
*,  Ti^s  linear  aus  X^f..Xsf  allein  ableitbar,  so  geht  im  Räume 
char.Eigen-jR^  _  j    der    Blldpunkt    einer    beliebigen    eingliedrigen    Untergruppe 

Schaft  einer  ••«  i  --rkiii  iin 

ebenen    g^  X,  f  +  •  •  +  c,X,/"  der  Gruppe  gs,   also   em  Punkt  der  g^  darstellen- 
eine'unter- den  Mannigfaltigkeit  s*^'  Stufe  üC  —  i,  wieder  in  einen  Bildpunkt  über, 
stellt,     der  in  der  Ms—i  gelegen  ist,  sobald  eine  solche  Transformation  (f^ . .  Sr) 
der  adjungierten  Gruppe  ausgeübt  wird,  deren  Bildpunkt  {£y.--:B,)  eben- 
falls in  der  ebenen  Mannigfaltigkeit  Ms-i  liegt.  gB 

Wenn  umgekehrt  im  Räume  JBr— i  eine  (s — l)fach  ausgedehnte^ 
ebene  Mannigfaltigkeit  Ms  —  x  existiert  derart,  dass  jeder  ihrer  Punkte 
(e^:--:e^  bei  Ausführung  irgend  einer  Transformation  der  adjungierten 
Gruppe,  deren  Bildpunkt  {e^-.-'-.s^  ebenfalls  in  der  ilf,_i  liegt,  stets 
wieder  in  einen  Punkt  der  illf,_i  übergeht,  so  stellt,  wie  wir  zeigen 
werden,  dieser  M,  eine  s-gliedrige  Untergruppe  g,  der  Gruppe  Gr  dar. 

In  der  That,  zunächst  stellt  die  Jf,_i  eine  lineare  Schar  von  ein- 
gliedrigen Untergruppen  der  Gruppe  Gr  dar,  die  aus  s  von  einander 
unabhängigen  ableitbar  ist.  Ferner,  wenn  die  Punkte  {e^:-':e^  und 
(£i:--:£r)  auf  ihr  liegen,  so  soll  nach  Voraussetzung  insbesondere  die 
eingliedrige  Untergruppe  ZlCkXkf  vermöge  UsiXif  wieder  in  eine  ein- 
gliedrige Untergruppe  übergehen,  deren  Bildpunkt  auf  M,—i  liegt. 
Nun  aber  bewegt  sich  bei  Ausführung  von  SeiXif  der  Bildpunkt 
{e^.'-'.e,)  in  der  Richtung  auf  den  Bildpunkt  von  {ZekXkf,  SsiXif)  zu, 
nach  Satz  3.  Daher  liegt  auch  dieser  Bildpunkt  in  der  ilf«_i,  d.  h. 
der  Klammerausdruck  irgend  zweier  auf  der  JC_i  dargestellten  in- 
finitesimalen Transformationen  der  Gr  gehört  der  von  der  Ms-x  be- 
stimmten linearen  Schar  an.  Nach  dem  Hauptsatze  bildet  mithin  diese 
lineare  Schar  von  oo*  Transformationen  der  Gr,  die  durch  Mt—x  reprä- 
sentiert werden,  eine  s-gliedrige  Gruppe. 

Satz  4:  Beutet  man  die  oo'— ^  eingliedrigen  Untergruppen  SenXkf 
einer  r-gliedrigen  Gruppe  X^f. .  Xrf  als  PunJde  eines  (r —  l)fach  aus- 
gedehnten Raumes  mit  den  homogenen  Coordinaten  e^.  .er,  so  ist  die  not- 
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wendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  eine  ebene  Mannigfaltig- 
Jceit  s"^  Stufe  Ms-i  dieses  Baumes  eine  s-gliedrige  Untergruppe  der 
Gruppe  X^f. .  Xrf  darstellt,  diese:  Jeder  Punkt  der  Ms- 1  muss  hei  Aus- 
führung irgend  einer  Transformation  der  adjungierten  Gruppe,  deren  Bild- 
punM  ebenfalls  in  der  Ms-i  liegt,  wieder  in  einen  Punkt  der  Ms—i 
übergehen,  d.  h.  die  Ms—i  muss  invariant  sein  gegenüber  allen  Transfor- 
mationen der  adjungierten  Gruppe,  die  durch  ihre  eigenen  Punkte  dar- 
gestellt werden. 

Eine  ebene  lf,_i,  die  eine  s-gliedrige  Untergruppe,  z.  B.  X^f..X,f, 
darstellt,  geht  also  bei  allen  Transformationen,  die  von  den  E^f.,Esf 
erzeugt  werden,  in  sich  über.  Ist  nun  die  adjungierte  Gruppe  selbst 
r-gliedrig,  so  gestattet  die  M3—1  sicher  mindestens  00"  Transformationen 
der  adjungierten  Gruppe,  sie  geht  daher  in  höchstens  c»*"— *  verschie- 
dene Lagen  über.  Dies  letztere  gilt  offenbar  auch,  wenn  die  ad- 
jungierte Gruppe  weniger  als  r-gliedrig  ist. 

1.  Beitel:     Wir  betrachten  wieder  die  Gruppe^    xp    x^p.     Bei  i- Be  ispiei 
ihrer  adjungierten  Gruppe  bleibt,  wie  wir  sahen,  ein  Kegelschnitt  in 

Ruhe  (siehe  Fig.  45).  Jede  zweigliedrige  Untergruppe  wird  durch 
eine  Gerade  dargestellt.  Der  Klammerausdruck  zweier  Transforma- 
tionen auf  der  Geraden  muss  wieder  auf  der  Geraden  liegen.  Dies  ist 
offenbar  für  die  beiden  Tangenten  des  Kegelschnittes  der  Fall,  die  vom 
Bildpunkt  von  xp  ausgehen,  wie  die  Pfeile  zeigen.  Nun  aber  ist  die 
adjungierte  Gruppe  die  allgemeine  projective  Gruppe  des  Kegelschnittes. 
Sie  führt  also  jede  Tangente  in  jede  andere  Tangente  über.  Alle 
Tangenten  des  Kegelschnittes  stellen  somit  gleichberechtigte  Unter- 
gruppen dar.  Irgend  eine  andere  Gerade  der  Ebene  geht  bei  der  ad- 
jungierten Gruppe,  die  selbst  dreigliedrig  ist,  in  jede  beliebige  Gerade 
allgemeiner  Lage  über.  Sie  ist  daher  nach 
dem  obigen  Zusatz  zu  Satz  4  sicher  nicht 
die  Bildgerade  einer  zweigliedrigen  Unter- 
gruppe. Es  sind  somit  alle  zweigliedrigen 
Untergruppen  der  Gruppe  p  xp  x^p  gleich- 
berechtigt. Als  Typus  können  wir  etwa 
die  wählen,  deren  Bild  die  Tangente  in  p 
ist,  also  p  xp.  Dies  stimmt  mit  Satz  6 
in  §  2  des  5.  Kap.  überein. 

2.  Beispiel:  Vorgelegt  sei  die  Gruppe  ^^ 

Fi«.  47. 

p    xp    ci    yq, 

die  im  Räume  abzubilden  ist.  (Fig.  47.)  Ihre  adjungierte  Gruppe 
lautet : 


480 


Kapitel  18,  §  3. 


K 
dci 


df 


9  Co 


Suchen  wir    zunächst    die   invarianten  Punkte,  Curven    und  Flächen. 
Offenbar  ist  die  Gruppe  intransitiv.     Das  vollständige  System: 


=  0, 


de. 


0, 


df    , 


+  ^4  =  0 


liefert  ihre  Invariante  —  •     Jede  Ebene  —  =  Const.,    das    heisst    iede 

Ebene  durch  die  Bildpunkte  von  p  und  g  ist  somit  invariant.  Um 
die  isolierten  invarianten  Gebilde  zu  bestimmen,  bilden  wir  die  Matrix 
unter  Hinzufügung  der  infinitesimalen  Transformation 


df 


'1  di 


-\-e. 


dcp    "^    ^  de. 


die  wie  immer  aussagt,  dass  wir  e^,  e^ 
auffassen,  in  der  Form: 


gg  als  homogene  Veränderliche 


ßg     0     0 

0 

ßi     0     0 

0 

0     0     e^ 

0 

0     0     ßo 

0 

Die  vierreihigen  Determinanten  der  Matrix  sind  sämtlich  Null.  Null- 
setzen der  dreireihigen  giebt  entweder  61  =  62  =  0  oder  6^  =  6^  =  0 
oder  62=^4  =  0.  Daher  sind  die  drei  Geraden  von  q  nach  yq,  von 
p  nach  xp  und  von  p  nach  q  invariant,  und  zwar  kaun  ein  allge- 
meiner Punkt  einer  dieser  Geraden  in  jeden  anderen  allgemeinen  Punkt 
derselben  Geraden  übergehen,  denn  Nullsetzen  der  zweireihigen  Deter- 
minanten liefert  nur  zwei  invariante  Punkte:  e^  =  62=6^  =  0,  d.  h.  q, 
und  62  =  e^  =  64^  =  0,  d.h.p.  Mithin  ergiebt  sich:  Ein  Punkt  all- 
gemeiner Lage  kann  in  jeden  Punkt  allgemeiner  Lage  übergeführt 
werden,  der  in  der  Ebene  durch  den  ursprünglichen  Punkt  und  p  und 
q  gelegen  ist.     Also  ist  etwa 

xp  +  cyq    (c  4=  0) 

der  Typus  der  allgemeinen  eingliedrigen  Untergruppe  der  gegebenen 
Gruppe,  c  ist  dabei  wesentlich.  Punkte  specieller  Lage  sind  erstens 
die  der  Ebene  durch  p,  q  und  xp.  Ein  Punkt  allgemeiner  Lage  dieser 
Ebene  kann  in  jeden  Punkt  allgemeiner  Lage  in  dieser  Ebene  über- 
gehen, also  z.  B.  in 

qi-xp. 
Entsprechend  ist 
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Typus  einer  Schar  von  eingliedrigen  Untergruppen.  Punkte  specieller 
Lage  sind  ferner  die  der  invarianten  Geraden.  Ein  allgemeiner  Punkt 
der  Geraden  von  p  nach  xp  kann  in 

xp 
übergeführt  werden.     Analog  kommt  der  Typus 

ya- 

Ein  Punkt  allgemeiner  Lage  der  Geraden  von  p  nach  q  kann  in 

p-hq 

verwandelt  werden.  Schliesslich  bleiben  noch  die  beiden  einzeln  in- 
varianten Punkte 

Pf    q- 

Damit  sind  alle  Typen  von  eingliedrigen  Untergruppen  der  gegebenen 
Gruppe  bestimmt. 

Wir  kommen  zur  Bestimmung  der  zweigliedrigen  Untergruppen. 
Jede  derselben  wird  durch  eine  Gerade  dargestellt.  Seien  zunächst 
allgemein 

e^p  +  e^xp  +  e^q  +  e^yq         s^p  -f-  s^xp  +  £3^  +  s^yq 

zwei  Punkte  einer  solchen  Geraden.     Der  Klammerausdruck  liefert: 

(61^2  —  ^1^2)  p  +  (e3«4  —  he^)q- 

Besteht  zunächst  die  Gruppe  aus  nicht  vertauschbaren  Transforma- 
tionen, so  muss  also  die  sie  darstellende  Gerade  die  Gerade  von  p 
nach  q  schneiden.  Enthält  sie  zunächst  weder  p  noch  q  selbst,  so 
dürfen  wir  die  Untergruppe  so  annehmen: 

p  +  Xq     s^xp  +  e^q  +  e^yq     (A  4=  0). 
Nun  giebt  der  Klammerausdruck,  der  nicht  Null  sein  soll: 

hP  +  ^*4g'- 
Dieser  Punkt  muss  mit  p  -\-  Iq  identisch  sein,  weil  sonst  die  Gerade 
durch  p  und  q  ginge.     Daher  ist 

Xs^  =  A«2  oder  e^  =  £3, 
d.  h.  wir  haben  die  Gruppe: 

p  +  H   h{^p  +  yq)  +  ha- 

Sie  wird  durch  eine  beliebige  Gerade  dargestellt,  die  in  der  Ebene 
durch  p,  q  und  xp  -f-  yq  liegt.  Geht  die  Gerade  dagegen  durch  p, 
aber  nicht  durch  q,  so  haben  wir: 

p    s^xp  +  £32  +  e^yq 

Lie,  Continuleiliche  Gruppen.  31 
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und  den  Klammerausdruck  s^p-  Es  ist  dies  also  eine  beliebige  Ge- 
rade durch  p.  Analog  ergiebt  sich  eine  beliebige  Gerade  durch  g, 
als  Specialfall  die  Gerade  von  p  nach  q.  Wenn  femer  die  Unter- 
gruppe 

e^p  +  e^xp  +  e^q  -\-  e^yq         s^p  +  s^xp  +  s^q  +  B^yq 

aus  vertauschbaren  Transformationen  besteht,  so  haben  wir 

daher  auch  diese  Form  der  Untergruppe: 

e^p  +  e^xp     e^q-{-  s^yq, 
also  eine  beliebige  Gerade,  welche  die  beiden  Geraden  von  p  nach  xp 
und  q  nach   yq  schneidet.     Hiermit  sind   alle  Geraden  bestimmt,    die 
zweigliedrige  Untergruppen  darstellen,  nämlich  alle  Geraden  der  Ehene 

durch  Pf  q,  xp  -{-  yq,  alle 
Geraden  durch  p,  alle  durch  q, 
alle  Geraden,  welche  die  beiden 
Geraden  von  p  nach  xp  und 
von  q  nach  yq  treffen.  Sie 
sind  in  Fig.  48  angedeutet. 
Um  nun  die  Typen  zu  be- 
stimmen bemerken  wir:  Jede 
Gerade  allgemeiner  Lage  der 
Ebene  durch  p,  g,  xp  -{-  yq 
'"*-^  kann  in  jede  andere  Gerade 
^  allgemeiner  Lage  in  dieser 

Ebene   übergeführt  werden, 
j^    ^g  denn  sonst  wäre  sie  entweder 

einzeln  invariant  —  und  das 
ist  nur  die  Gerade  von  p  nach  q  — ,  oder  sie  geht  in  nur  oo^  Ge- 
rade über,  die  ein  invariantes  Gebilde  umhüllen.  Da  aber  in  dieser 
Ebene  nur  p  und  q  in  Ruhe  bleiben,  sehen  wir:  Dies  Gebilde 
könnte  nur  der  Funkt  p  oder  q  sein.  Wir  sehen  also,  dass  jede  Ge- 
rade in  der  Ebene  durch  p,  q,  xp  -\-  yq,  die  weder  p  noch  q  enthält, 
in  jede  Gerade  in  dieser  Ebene  übergehen  kann.  Wir  dürfen  daher 
als  Typus  benutzen: 

p-}-q    xp-\-yq. 

Wir  kommen  zu  den  Geraden  durch  p.  Eine  solche  kann  nur  in  Ge- 
raden übergehen,  die  in  der  Ebene  liegen,  die  sie  mit  q  bestimmt,  da 
diese  Ebene  invariant  ist.  Sie  kann  aber  in  jede  Gerade  allgemeiner 
Lage  durch  p  übergehen,  die  in  der  durch  sie  und  q  bestimmten  in- 
varianten Ebene   liegt,  sobald   sie  nicht  für  sich  invariant,  d.  h.  die 
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Gerade    nach    q    oder    die    nach    xp   ist.     Es   ergiebt   sich   also    etwa 

dieser  Typus 

p    xp-^cyq     (c=t=0), 

in  dem  c  wesentlich  ist,  sowie  die  beiden  besonderen  Typen 

p    q     und    p    xp. 

Entsprechend  ergeben  sich  noch  diese 

q   yq -\- cxp    (c4=0)    ujid    2    y^- 

Endlich  betrachten  wir  die  Geraden,  welche  die  beiden  Geraden  von  p 
nach  xp  und  von  q  nach  yq  schneiden.  Solcher  giebt  es  oo^.  Liesse 
sich  nicht  jede  allgemeiner  Lage  in  jede  überführen,  so  würden  je  oo^ 
eine  invariante  Regelfläche  bilden.  Solche  giebt  es  aber  nicht  ausser 
den  Ebenen  durch  p,  q,  xp  und  durch  p,  q,  yq.  Die  Geraden  in  diesen 
Ebenen  gehen  durch  q  bez.  p,  sind  also  schon  behandelt.  Jede  andere 
Gerade  von  der  jetzt  betrachteten  Art  kann  folglich  in  jede  solche 
verwandelt  werden.     Es  kommt  also  noch  etwa  dieser  Typus : 

xp     yq. 

Hiermit  sind  alle  Typen  zweigliedriger  Untergruppen  erschöpft. 

Bestimmen  wir  nun  noch  die  dreigliedrigen  Untergruppen,  die  durch 
Ebenen  dargestellt  werden.  Da  eine  solche  Ebene  bei  allen  in  ihr  ge- 
legenen 00^  infinitesimalen  Transformationen  in  sich  übergehen  muss 
und  die  adjungierte  Gruppe  nur  viergliedrig  ist,  so  kann  sie  bei  der 
adjungierten  Gruppe  höchstens  oo^  Lagen  einnehmen,  also  ein  invarian- 
tes Gebilde  umhüllen.  Da  wir  alle  invarianten  Punkte,  Curven  und 
Flächen  kennen,  so  folgt:  Eine  solche  JEbene  muss  entweder  eine  der 
invarianten  Ebenen  sein  oder  eine  Ebene  durch  eine  der  invarianten  Ge- 
raden.    Die  ersteren  geben  die  typische  Form: 

p     q    xp  +  cyq    (c  +  0), 
in  der  c  wesentlich  ist,  sowie  die  besonders  ausgezeichneten: 
p     q     xp     und    p    q    yq. 

Betrachten  wir  ferner  die  Ebenen  durch  p  und  xp.  Jede  solche  von 
allgemeiner  Lage  wird  transformiert,   sodass   sich  der  Typus   ergiebt: 

p     xp     yq. 

Specieller  Lage  ist  nur  die  Ebene  durch  p,  q,  xp,  die  für  sich  in- 
variant ist  und  schon  vorher  bestimmt  ist.  Analog  kommt  nur  noch 
der  Typus 

q     yq     xp. 

Somit  sind  alle  Typen  von  Untergruppen  der  vorgelegten  Gruppe 

31* 


484 


Kapitel  18,  §  3. 


bestimmt.     Man   sieht,   wie  sich  sonst  mühselige  Rechnungen  hierbei 
sehr  bequem  durch  die  geometrische  Anschauung  ersetzen  lassen. 

Unser  Gesamtergebnis  wollen  wir  zusammenfassen: 

Jede  Untergrujope  der  Gruppe 


p     xp     q     yq 

ist  innerhalb  dieser  Gruppe  gleichberechtigt  mit 

einem  der  Typen: 

xp  +  cyq    c=|=0 

q-\-X'p 

p  +  ya 

L 

xp 

ya 

p-\-q 

P 

a 

p-\-q    xp-jryq 

p    xp  -\-  cyq    c  ^=  0 

p    q 

xp    yq 

q     yq  -\-  cxp     c4=0 

p    xp 


a   y^ 


p    q    xp  -{-  cyq    c  ={=  0 


p    q    xp 


p    q    yq 


P      xp      yq 


q    yq    xp 


p     xp     q     yq 


Keiner  dieser  Typen  ist  überzählig.    Der  Parameter  c  ist,  wo  er  auftritt, 
wesentlich. 

Zur  Übersicht  wollen  wir  noch  ausdrücklich  bemerken,  dass  alle 
zweigliedrigen  Untergruppen  durch  die  Strahlen  von  vier  Strahlensystemen, 
alle  dreigliedrigen  durch  die  Ebenen  dreier  Ebenenbüschel  dargestellt 
werden. 


Wir  wollen  nunmehr  noch  einige  wichtige  Begriffe  und  nützliche 
Bezeichnungen  einführen.  — 

Wir  wissen,  dass  eine  s-gliedrige  Untergruppe  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  X^f. .  Xrf  sich  im  Räume  der  adjungierten  Gruppe  Ej^f. .  Erf 
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als  eine  ebene  Mannigfaltigkeit  s*®'  Stufe  Ms—i  darstellt,  die  bei  allen 
den  infinitesimalen  Transformationen  der  adjungierten  Gruppe  invariant 
bleibt,  deren  Bildpunkte  in  ihr  liegen.  Es  könnte  nun  diese  Mannig- 
faltigkeit Ms—i  auch  bei  solchen  Transformationen  der  adjungierten 
Gruppe  invariant  bleiben,  deren  Bildpunkte  nicht  in  ihr  liegen.  Wenn 
sie  insbesondere  bei  allen  infinitesimalen  Transformationen  der  ad- 
jungierten Gruppe  invariant  bleibt,  so  gestattet  sie  alle  Transforma- 
tionen der  adjungierten  Gruppe.  In  diesem  Falle  soll  die  durch  die 
Jtf,_i  dargestellte  s-gliedrige  Untergruppe  eine  invariante  Untergruppe 'i^^e^na.nte 
der  Gruppe  Xif..Xrf  heissen.  gruppe. 

Nach  Satz  3  lässt  sich  dafür,  dass  eine  Untergruppe  eine  in- 
variante Untergruppe  ist,  sofort  ein  analytisches  Kriterium  aufstellen. 
Denn  nach  diesem  Satze  muss  jeder  Klammerausdruck  zwischen  einer 
beliebigen  ihrer  infinitesimalen  Transformationen  und  einer  beliebigen 
infinitesimalen  Transformation  der  ganzen  Gruppe  X^f.  .  Xrf  zum  Bild- 
punkt einen  Punkt  der  Jf,_i  haben,  d.  h.  jeder  solcher  Klammeraus- 
druck muss  eine  infinitesimale  Transformation  der  in  Frage  stehenden 
Untergruppe  sein. 

Wählt  man  z.  B.  s  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen einer  s-gliedrigen  Untergruppe  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
X^f. .  Xrf  gerade  als  X^f.  .  Xgf,  so  ist  natürlich  zunächst  jedes 


(Z,X,)=^Const.Z,/ 


für  i^s,  Je  ^s,  weil  X^^f. .  Xgf  für  sich  eine  Gruppe  erzeugen.  Diese 
Gruppe  Xj/*. .  X,f  ist  nun  dann  und  nur  dann  eine  invariante  Unter- 
gruppe der  r-gliedrigen  X^f.,Xrfj  wenn  überhaupt  jeder  Klammer- 
ausdruck (X,X;i;),  in  dem  eine  der  infinitesimalen  Transformationen  der 
Untergruppe  X^f.  .  Xgf  angehört,  sich  als  infinitesimale  Transforma- 
tion der  Untergruppe  darstellt,  wenn  also  die  Relationen 


(X,Z,)=^Const.X;/ 


auch  schon  für  ^  ^  s  bestehen. 

Insbesondere  im  Falle  s  =  1  ergiebt  sich  eine  eingliedrige  in- 
variante Untergruppe.  Sie  wird  dargestellt  durch  einen  bei  der  ad- 
jungierten Gruppe  invarianten  Punkt.  Die  infinitesimale  Transformation 
UskXicf  ist  somit  invariant,  wenn  r  Gleichungen  von  der  Form 
(Xj,  2skXk)  =  QiUskXjc  bestehen,  im  speciellen  ausgezeichnet,  wenn 
alle  Qi  verschwinden.    (Vgl.  S.  465.) 
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Eine  zweigliedrige  invariante  Untergruppe  wird    durch    eine    bei 
der  adjungierten  Gruppe  invariante  Gerade  dargestellt,  u.  s.  w, 
Beispiel:  Beispiel:     Bei  der  obigen  Gruppe 

p     q     xp    yq 

haben  wir  folgende  invariante  Untergruppen:  Als  eingliedrige  die 
durch  die  beiden  invarianten  Punkte  dargestellten: 

als  zweigliedrige  die  durch  die  drei  invarianten  Geraden  dargestellten: 
p    q,        p     xp,         q    yq, 

als  dreigliedrige  die  durch  eine  der  oo^  invarianten  Ebenen  durch  die 
Punkte  p,  q  gegebene: 

p    q    xp-\-cyq     (c  4=  0), 
in  der  c  wesentlich  ist.     Die  beiden 

p     q    xp,         p     q    yq 

sind  hierbei  besonders  bemerkenswert. 

Nach  unserer  Terminologie  stellt  jede  bei  der  adjungierten  Gruppe 
invariante  ebene  Mannigfaltigkeit  eine  invariante  Untergruppe  der  ge- 
gebenen Gruppe  dar.  Insbesondere  können  wir  den  ganzen  Raum 
r*"'  Stufe  Br—i,  in  dem  die  adjungierte  Gruppe  veranschaulicht  wurde, 
als  eine  bei  der  adjungierten  Gruppe  invariante  ebene  Mannigfaltigkeit 
auffassen.  Wir  könnten  daher  auch  sagen,  dass  die  Gruppe  X^f..Xrf 
ihre  eigene  grösste  invariante  Untergruppe  ist. 

Aus  der  begrifflichen  Auffassung  im  Räume  Rr—i  lässt  sich  noch 

Gruppe  der  ein    bemerkenswerter    Satz    ableiten:    (XiXjc)    wird    als    infinitesimale 

'         Transformation  der  Gruppe  X^f. .  Xrf  durch  einen  Punkt  im  Räume 

Rr— 1    der    adjungierten    Gruppe    repräsentiert.     Es    werden    also    die 

(XfXi)  durch  höchstens  -^r(r  —  1)  Punkte  dargestellt  derart,  dass  die 

durch  sie  bestimmte  kleinste  ebene  Mannigfaltigkeit  entweder  der 
ganze  Raum  Rr—x  oder  von  geringerer  Dimensioneozahl  ist.  Im  letz- 
teren Falle  enthält  diese  Mannigfaltigkeit  M.  sicher  auch  alle  Punkte, 
welche  die  Klammerausdrücke 


7  J 

^iCiXif,     '^SkXkf 


überhaupt  darstellen.  Wir  behaupten,  dass  diese  Mannigfaltigkeit  M 
bei  der  adjungierten  Gruppe  invariant  ist.  In  der  That  führt  die  ad- 
jungierte  Gruppe   nach   Satz  3   jeden   Punkt  des   Br—x  fort   in   der 
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Richtung  nach  einem  derjenigen  Punkte,  welche  Bildpunkte  der 
Klammerausdrücke  sind,  also  in  einer  Richtung  nach  einem  Punkte 
von  M  hin.  Jeder  Punkt  von  M  selbst  erfährt  daher  bei  der  ad- 
jungierten  Gruppe  eine  Fortschreitun gsrichtung,  die  in  M  liegt.  Dies 
aber  sagt  aus,  dass  M  bei  der  adjungierten  Gruppe  invariant  ist.  Sie 
ist  demnach  das  Bild  einer  invarianten  Untergruppe  der  gegebenen 
Gruppe  Xi/". .  Xrf: 

Satz  4:  Erzeugen  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen X^f. .  Xrf  eine  r-gliedrige  Gruppe,  so  erzeugt  auch  der  In- 
begriff aller  (X,Xa)  eine  Gruppe;  sind  unter  diesen  Klammerausdrücken 
gerade  q  (^r)  von  einander  unabhängig,  so  erzeugen  sie  eine  Q-gliedrige 
invariante  Untergruppe  der  Gruppe  X^f. .  Xrf*). 

Unser  Satz  lässt  sich  auch  analytisch  sofort  beweisen:  Da  nach 
dem  Hauptsatze 

r 

(XiX,)  =^sCasX,f     ii,  Jc  =  l,2..r) 
1 
ist,  so  ist 


((X.-Z,)X,)=^c,*,(X,XO, 


d.  h.  jede  infinitesimale  Transformation  (X,Xi)  giebt  mit  einer  Xif 
combiniert  stets  eine  aus  den  Klammerausdrücken  linear  ableitbare, 
was  zu  beweisen  war. 

Beispiel:  Bei  der  mehrfach  betrachteten  Gruppe  p  xp  q  yq  Beispiel 
liefern  die  Klammerausdrücke  nur  p  und  q.  In  der  That  ist  p  q  eine 
invariante  Untergruppe.  Die  Gerade  vom  Bildpunkte  p  zum  Bild- 
punkte q  stellt  alle  durch  Klammeroperation  hervorgehenden  infinite- 
simalen Transformationen  dar.  Nach  Satz  3  folgt  daher,  dass  jeder 
Punkt  des  Raumes  der  adjungierten  Gruppe  bei  Ausführung  irgend 
welcher  Transformationen  der  adjungierten  Gruppe  stets  Fortschrei- 
tungen erfahrt,  die  nach  den  Punkten  dieser  einen  Geraden  gerichtet 
sind.  Aus  dieser  Bemerkung  folgt  ohne  weiteres,  dass  jede  Ebene 
durch  p  und  q  für  sich  bei  der  adjungierten  Gruppe  invariant  bleibt. 
Dies  haben  wir  oben,  als  wir  sämtliche  Untergruppen  der  Gruppe 
p    xp    q    yq  bestimmten,  auf  analytischem  Wege  gezeigt. 

Wie    in    diesem  Bespiel,    so  lässt  sich  überhaupt   allgemein   be- 
merken : 


*)  Vgl.  Theorem  46,  §  1  des  21.  Kap.  der  „Diffgln.  m.  inf.  Trf.".  Den  Satz  4 
des  Textes  stellte  Lie  im  Archiv  for  Math,  og  Naturv.,  Christiania  1883,  zum 
ersten  Male  ausdrücklich  auf. 
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Die  Bildpunkte  der  Klamraerausdrücke  {XiXk)  bestimmen,  wie  ge- 
sagt, eine  ebene  Mannigfaltigkeit,  nach  deren  Punkten  sämtliche 
Fortschreitungen  aller  Punkte  des  Raumes  Br—i  bei  der  adjungierten 
Gruppe  gerichtet  sind.  Wenn  also  z.  B.  alle  (XiXk)  sich  auf  nur  eine 
infinitesimale  Transformation  reducieren,  so  bleibt  im  Räume  Rr—i 
der  adjungierten  Gruppe  jede  Gerade  durch  ihren  Bildpunkt  in  Ruhe. 
Reducieren  sich  alle  (XiXk)  auf  nur  zwei  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen,  so  bleibt  im  Räume  Rr—i  bei  der  ad- 
jungierten Gruppe  jede  durch  ihre  beiden  Bildpunkte  gelegte  ebene 
Mannigfaltigkeit  dritter  Stufe  (also  von  zwei  Dimensionen)  in  Ruhe 
u.  s.  w. 

Die  von  allen  (XiXk)  erzeugte  invariante  Untergruppe  der  ge- 
Er»te  gebenen  Gruppe  X.f.  .  Xrf  nennen  wir  ihre  erste  derivierte  Gruppe. 
Grnppe.  So  ist  bei  der  Gruppe  p  xp  q  yq  die  erste  derivierte  Gruppe  die 
Gruppe  p  q.  Bei  der  Gruppe  p  xp  x^p  ist  die  erste  derivierte  eben 
diese  Gruppe  selbst.  Bei  der  Gruppe  p  q  r  in  x,  y^  s  ist  die  erste 
derivierte  Gruppe  einfach  die  identische  Transformation,  sie  ist,  sagen 
wir,  nullgliedrig. 

Man  kann  nun  von  der  ersten  derivierten  Gruppe  wieder  die  erste 
Zweite    derivierte  aufstellen.     Wir  nennen  sie  die  zweite  derivierte  Gruppe  der 

dennerte  _  ^  * 

Gruppe,  ursprünglichen  u.  s.  w.  So  lautet  bei  der  Gruppe  p  q  xp  xq  die  erste 
derivierte  p  q  xq,  die  zweite  q,  die  dritte  ist  hier  die  Identität.  Die 
Gruppe  p  xp  x^p  ist  ihre  eigene  erste,  zweite,  dritte  u.  s.  w.  deri- 
vierte Gruppe. 

Der  Begriff:  derivierte  Gruppe  besitzt  eine  besondere  Wichtigkeit, 
wie  jedenfalls  teilweise  aus  unseren  späteren  Entwickelungen  hervor- 
gehen wird.  Wir  haben  auch  schon  soeben  darauf  aufmerksam  gemacht, 
dass  die  erste  derivierte  Gruppe  mit  Nutzen  für  die  Bestimmung 
von  Scharen  von  invarianten  ebenen  Mannigfaltigkeiten  bei  der  ad- 
jungierten Gruppe  verwendet  werden  kann*). 

Eine  letzte  Bezeichnung,  die  wir  noch  einführen,  ist  diese:    Eine 

Gruppe,  die  keine  invariante  Untergruppe  —  natürlich  abgesehen  von 

■onf^'^e.^  der  Gruppe    selbst  — ^  enthält,   heisst   einfache   Ghrwppe.     Wir   können 

die  Definition    offenbar    auch    so   aussprechen:    Eine   einfache  Gruppe 


*)  Mit  Hülfe  des  Begriffes:  derivierte  Gruppe  haben  wir  in  den  „Diffgln.  m. 
inf.  Trf."  in  Kap.  21  alle  Typen  von  Zusammensetzungen  dreigliedriger  Gruppen 
bestimmt.  Vgl.  weiter  unten  Kap.  20.  Die  Gliederzablen  der  successiven  derivierten 
Gruppen  baben  besondere  Bedeutung  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen. 
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ist  eine  solche,  bei  deren  adjungierter  Gruppe  keine  ebene  Mannig- 
faltigkeit invariant  bleibt,  denn  jede  invariante  Mannigfaltigkeit  stellt 
ja  eine  invariante  Untergruppe  der  in  Rede  stehenden  Gruppe  dar. 

Z.  B.  die  Gruppe  p  xp  x^p  ist  einfach,  da  ihre  adjungierte 
keinen  Punkt  und  keine  Gerade  in  Ruhe  lässt. 

Den  Gegensatz  zu  den  einfachen  Gruppen  bilden  die  ^wsawmew-^iisammen- 

"  -tJ^  gesetzte 

gesetzten  Gruppen.     So  ist  die  öfters  betrachtete  Gruppe  p    ccp    q    yc[  Gruppe, 
zusammengesetzt. 

Der  Begriff:   einfache   Gruppe  spielt  in   der   Gruppentheorie  eine 
besonders  hervorragende  Rolle.     Es  erhellt  unmittelbar,  dass  eine  ein- 
fache Gruppe  ihre  eigene  erste,  zweite  u.  s.  w.  derivierte  Gruppe  ist. 
Das  Umgekehrte  gilt  aber  nicht,  wie  die  Gruppe  zeigt: 
p     q     xq    xp  —  yq     yp, 

die  ihre  eigene  erste,  zweite  u.  s.  w.  derivierte  Gruppe  ist  und  doch 
die  invariante  Untergruppe  p    q  besitzt. 

Zum  Schluss  machen  wir  noch  eine  wichtiqe  allqemeine  Bemerkunq :  ^^«^^^^"^^ 

•^  ^  ^    Bemerkung. 

Wenn  zwei  r-gliedrige  Gruppen  X^f.  .  Xrf  und  T^f.  .  Yrf  gleich- 
zusammengesetzt sind,  d.  h.  wenn  sich  (vgl.  §  1  des  17.  Kap.)  r  von 
einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  ^j/'.  .  ^,./'  bei 
der  zweiten  so  auswählen  lassen,  dass  in  den  Formeln  für  die  Klammer- 
ausdrücke 

r  r 

1  1 

jedes  diks  =  Ciks  ist,  so  ist  es  klar,  dass  beide  Gruppen,  sobald  man 
die  zweite  in  der  Form  '^if. .  fjrf  wählt,  dieselbe  adjungierte  Gruppe 
besitzen,  da  diese  von  den  c,*,  bez.  dus  allein  bestimmt  wird.  Hieraus 
erhellt,  dass  das  "Problem,  alle  Untergruppen  einer  Gruppe  zu  be- 
stimmen, ohne  Weiteres  erledigt  ist,  sobald  man  alle  Untergruppen 
einer  mit  der  vorgelegten  Gruppe  gleichzusammengesetzten  Gruppe 
schon  bestimmt  hat.  In  einem  der  früheren  Beispiele  haben  wir  dies 
schon  verwertet. 


Abteilung  Y. 
Lineare  homogene  Gruppen. 

In  den  früheren  Abteilungen  wurden  wir  auf  verschiedenen  Wegen 
zur  Betrachtung  solcher  Gruppen  geführt,  deren  Transformationen 
linear  und  homogen,  also  allgemein  von  der  Form 

waren.  Einmal  geschah  dies,  als  wir  in  der  Ebene  die  allgemeine 
projective  Gruppe  untersuchten,  die  den  Anfangspunkt  und  die  unend- 
lich ferne  Gerade  in  Ruhe  lässt: 

x  =  ax  +  by,     y  =  ex  -\-  dy, 
in  §  4  des  5.  Kap.    Wir  hoben  damals  hervor,  dass  diese  Gruppe  das 
Büschel  der  Strahlen  —  ==  Const.    durch    den    Anfangspunkt    vermöge 

der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  einfachen  Mannigfaltigkeit  in 
sich  transformiert.  Ferner  haben  wir  öfters  darauf  hingewiesen,  dass 
sich  manche  die  projectiven  Gruppen  in  der  Ebene  betreffende  Pro- 
bleme in  übersichtlicherer,  vollständigerer  und  eleganterer  Weise  er- 
ledigen lassen,  sobald  man  drei  homogene  Punktcoordinaten  benutzt, 
wodurch  die  betreffende  Gruppe  in  eine  lineare  homogene  übergeht. 
Endlich  erkannten  wir,  dass  die  adjungierte  Gruppe  einer  beliebigen 
gegebenen  Gruppe  aus  linearen  homogenen  Transformationen  besteht. 

Es  ist  hiernach  erklärlich,  dass  wir  den  linearen  homogenen 
Gruppen  eine  besondere  Bedeutung  zuschreiben  und  sie  in  dieser  Ab- 
teilung eingehend  behandeln. 

Wir  verwerten  ausserdem  die  Theorie  der  linearen  homogenen 
Gruppen  für  die  so  wichtige  Theorie  der  Zmammensetzung  der  Gnqypen 
und  für  die  Theorie  der  höheren  complexen  Zahlen. 
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Kapitel  19. 
Lineare  homogene  Gruppen. 

Zunächst  werden  wir  die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  in 
n  Veränderlichen  und  die  in  ihr  enthaltene  specielle  lineare  homogene 
Gruppe  besprechen.  Darauf  fassen  wir  den  Fall  dreier  Veränderlicher 
^t)  ^2J  ^3  besonders  ins  Auge  und  werden  so  zur  allgemeinen  pro- 
jectiven  Gruppe  des  gewöhnlichen  Raumes  {x^,  x^y  x^)  geführt,  die 
den  Anfangspunkt  und  die  unendlich  ferne  Ebene  in  Ruhe  lässt.  Wenn 
wir  aber  andererseits  Xi,  x^^  x^  als  homogene  Punhtcoordinaten  in  der 
Ebene  auffassen,  gelangen  wir  zur  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der 
Ebene,  aber  in  homogener  Darstellung. 

Diese  beiden  verschiedenen  begrifflichen  Deutungen  der  allge- 
meinen linearen  homogenen  Gruppe  in  drei  Veränderlichen  benutzen 
wir,  um  alsdann  alle  Untergruppen  dieser  Gruppe  zu  bestimmen,  wobei 
wir  uns  teilweise  auf  die  frühere  Bestimmung  aller  projectiven  Gruppen 
der  Ebene  stützen  werden. 

Die  Verallgemeinerungen  auf  n  Veränderliche  und  weitere  An- 
wendungen auf  Untergruppen  machen  wir  zum  Schluss. 

§  1.    Die  allgemeine  und  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe. 

Wir  betrachten  die  Gesamtheit  aller  linearen  homogenen  Trans- 
formationen in  n  Veränderlichen  x^  . .  Xn''  " 

(1)  x{=  aax,  -f  ai2X,  +  •  •  -f  a,„a;„     (*  =  1,  2  . .  n).  .  Ä^-^i"? 

in  n  Ver- 

Solche  n  Gleichungen  stellen  nur  dann  eine  Transformation  dar,  ^enn*'^'^®'^*''''®" 
sie  nach  x^ . .  Xn  auflösbar  sind,  wenn  also  ihre  Determinante 

^  =\  ^'*  ^  4=  0 

\  i,  h  =  1,  2  .  .n  \ 

ist.     Diese  Voraussetzung  machen  wir  daher  stets. 

Es  ist  klar,  dass  die  Aufeinanderfolge  zweier  linearer  homogener 
Transformationen,  also  etwa  von  (1)  und: 

(2)  Xj"=  hjiX^'-\-  hjiX^'-\ \-bj„Xn     (i  =  1,  2  . .  n) 

wieder  eine  lineare  homogene  Transformation 

(3)  Xj"=  CjtXi  -f  Cj2X.^  -\ h  Cj„Xn      0"  =  1,   2  . .  w) 

liefert.     Alle  linearen  homogenen  Transformationen  bilden  somit  eine 
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•'^jll^^^-^^^Gruppe-,   die  allgemeine   lineare  homogene  Gruppe  in  n  Veränderlichen. 
Gruppe,   gjg  enthält  zu  jeder  ihrer  Transformationen  die  inverse,  denn  die  Auf- 
lösung  von    (1)   nach   x^  .  .  Xn  ergiebt  x^^  . .  Xn   als    lineare    homogene 
Functionen  von  x^..Xn-  .^M 

In  (3)  haben  die  Coefficienten  offenbar  allgemein  die  Werte:         ™ 

Cjk  =^aikhß    (j,  }c  =  l,  2  . .  w). 

Es  ist  mithin  die  Determinante  ^c  von  (3): 

1  Cjk  \  =  \aik\-\hß\    . 
oder  kürzer: 

(4)  Je  =  Ja^b, 

also  gleich  dem  Product  der  Determinanten  von  (1)  und  (2). 

Endlieh  bemerken  wir  noch,  dass  zwei  Transformationen  von  der 
Form  (1)  dann  und  nur  dann  übereinstimmen,  wenn  ihre  rechten 
Seiten  für  alle  Werte  von  x^  . .  Xn  gleich  sind,  wenn  also  die  Coeffi- 
cienten ttik  der  einen  gleich  den  entsprechenden  der  andern  sind.  Da 
es  in  (1)  im  Ganzen  n^  Coefficienten  giebt,  so  sehen  wir,  dass  in  n 
Veränderlichen  oo«''  verschiedene  lineare  homogene  Transformationen 
existieren. 

Wir  fassen  alles  zusammen  in  den 

Satz  1:  Alle  oo'»''  linearen  homogenen  Transformationen  in  n  Ver- 
änderlichem Xi  .  .  Xn : 

n 

Xi=^aikXk     (^=l,  2..w) 
1 

hilden  eine  continuierliche  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen. 
Nennt  man  die  Determinante  der  aik  die  Determinante  der  vorstehenden 
Transformation,  so  ist  die  Determinante  ^c  der  linearen  homogenen 
Transformation,  die  der  Aufeinanderfolge  gweier  linearer  homogener 
Transformationen  mit  den  bez.  Determinanten  /Ja,  ^b  äquivalent  ist, 
gleich  dem  Product  dieser  beiden: 

Betrachten  wir  nun  insbesondere  alle  linearen  homogenen  Trans- 
formationen,  deren  Determinante  den  Wert   1  hat.     Wir  nennen  sie 
specieiie  speciellc  Uncarc  homogene  Transformationen.    Die  Aufeinanderfolge  zweier 
Transfer- ■  solcher  hat  uach  Formel  (4)  ebenfalls  die  Determinante  ^c=l,  da 

mation. 

J^  =  Ji^  =  l  ist.     Mithin  bilden  alle  speciellen  Imearen  homogenen 
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Transformationen  für  sich  eine  Gruppe,  die  specielle  lineare  liomogene  ^'^^^^^ 
Gruppe.     Sie  enthält  paarweis  inverse  Transformationen,  denn  führen    Gruppe. 
wir   nach    einer   linearen  homogenen    Transformation  mit  der   Deter- 
minante 1  ihre  inverse  aus,  die  etwa  die  Determinante  D  besitze,  so 
ergiebt   sich  die  identische  Transformation  xl=  Xi,   und   letztere   hat 
offenbar  die  Determinante  1.     Nach  (4)  ist  demnach 

1  =  1  .  D, 

d.  h.  D  =  1.  Also  hat  auch  die  zu  einer  speciellen  linearen  homo- 
genen Transformation  inverse  die  Determinante  1.  Eine  lineare  homo- 
gene Transformation  (1)  ist  speciell,  wenn  ihre  n^  Coefficienten  a.t  der 
einzigen  Bedingung  ^^  =  1  unterworfen  werden.  Mithin  sind  n^  —  1 
Coefficienten  willkürlich  und  es  giebt  unter  den  oo**  verschiedenen 
linearen  homogenen  Transformationen  gerade  oo"'— ^   specielle. 

Satz  2 :  Alle  00"*—^  linearen  homogenen  Transformationen  mit  der 
Determinante  1  in  n  Veränderlichen  bilden  eine  continuierliche  Gruppe 
mit  paarweis  inversen  Transformationen. 

Die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  ist  w^-gliedrig,  die  spe- 
cielle (w^  —  l)-gliedrig.  Die  eine  besitzt  also  n^,  die  andere  n^  —  1 
von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen.  Diese 
wollen  wir  jetzt  bestimmen. 

Es  ist  sicher  —  da  beide  Gruppen  paarweis  inverse  Transforma- 
tionen enthalten  — ,  dass  es  Werte  der  Coefficienten  ttik  geben  muss, 
für  die  sich  die  Gleichungen  (1)  auf  die  der  identischen  Transforma- 
tion x/  =  Xi  reducieren.  Verstehen  wir  allgemein  unter  £,*  die  Zahl 
1  oder  0,  je  nachdem  i  =  h  oder  «  =j=  Ä:  ist,  so  sind  die  fraglichen 
Werte  diese: 

a«  =  Sik     (i,  Ä  =  1,  2  . .  n). 

Mithin  liefert  die  Annahme 

(5)  aa  —  £ik  +  ccikdt     (^,  Ä;  =  1,  2  . .  w) 

eine   infinitesimale  Transformation   der   allgemeinen   linearen   homogenen   inf.  un. 
Gruppe,  die  insbesondere  dann  und  nur  dann  der  speciellen  angehört, 
wenn  die  Determinante 

1  «./t  +  ci,kdt  1 

gleich  1  ist,  wenn  also  —  da  die  höheren  Potenzen  von  dt  nicht  in 
Betracht  kommen  und  in  der  Determinante  nur  die  Glieder  der  Haupt- 
diagonale endliche  Werte,  nämlich  1  -{-  audt  (i  =  1,  2  . .  w),  besitzen 
-*-  die  Gleichung  erfüllt  ist: 

(6)  «11  +  «22  +  «33  H h  ««»  =  0- 
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Substituieren  wir  die  Werte  (5)  in  (1),  so  kommt: 

n 

ti  -]r^aikXk    dt    (i  =  1,  2  . .  n) 


oder 


1 


dXi=^aikXk-  ät, 

X 

sodass  die  gesuchte  infinitesimale  Transformation  das  Symbol  hat: 

« 

(7)  Xf^^i'Skaij.XkPi. 


ifn  \om'  Hierin  ist  ^  mit  pi  bezeichnet.     Insbesondere  ist  Xf  eine  infinitesi- 

Transform.  ' 

male  specielle  lineare  homogene  Transformation,  wenn  darin  a^ . .  a„„  die 
Bedingung  (6)  erfüllen. 

Lassen  wir  dagegen  die  a.i  ganz  willkürlich,  so  stellt  Xf  irgend 
eine  infinitesimale  Transformation  der  allgemeinen  linearen  homogenen 
Gruppe  dar.  Wählen  wir  alle  «^  gleich  Null  mit  Ausnahme  eines, 
so  ergiebt  sich  XkPi.  Solcher  XkPi  giebt  es  gerade  n^,  und  sie  sind 
sämtlich  von  einander  unabhängig. 

Satz  3 :  Die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  in  x^ . .  Xn  wird 
ergeugt  von  den  n^  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transfor- 
mationen 

XkPi     (i,  h==l,  2  . .  w). 

Wenn  wir  alle  a,i  gleich  Null  setzen  mit  Ausnahme  eines  a,i, 
in  dem  i  =^]c  ist,  so  erfüllen  die  Coefficienten  die  Bedingung  (6),  und 
es  ergiebt  sich  dann  eine  infinitesimale  Transformation  der  speciellen 
linearen  homogenen  Gruppe 

XkPi     (*4=^)- 
Solcher  giebt  es  im  ganzen  n^  —  n.     Wenn  wir  andererseits  alle  a,t 
gleich  Null  setzen   mit  Ausnahme  von  «,-,• -f"  «„„  =^  1 ,  so  kommt   als 
infinitesimale  Transformation  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe 

XiPi         XnP-w 

Solcher  giebt  es  w  —  1.     Wir  haben  daher  insgesamt  n^ — n-\-n  —  1, 
also  n^  —  1  Symbole 

die  offenbar  von  einander  unabhängig  sind.     Da  die  specielle   lineare 
homogene  Gruppe  auch  gerade  (n^  —  l)-gliedrig  ist,  so  folgt: 

Satz  4 ;    Die  specielle  lineare  homogene  Gruppe  in  x^. .  Xn  wird  a'- 
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zeugt  von  den  n^  —  1  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 

(ij  Ä;  =  1,  2  . .  n). 

Wir  wollen  der  allgemeinen  und  der  speciellen  linearen  homo-^®^*^°»^j^ 
genen  Gruppe  eine  begriffliche  Deutung  unterlegen,  indem  wir  Xi..Xn  "^^^^^ 
als  gewöhnliche  Cartesische  Punktcoordinaten  in  einem  Räume  von 
n  Dimensionen  deuten.  Alsdann  stellt  die  lineare  homogene  Trans- 
formation (1)  eine  solche  Transformation  dieses  Raumes  dar,  die  jede 
ebene  Mannigfaltigkeit  wieder  in  eine  ebene  Mannigfaltigkeit  über- 
führt.    Denn  ist  etwa: 

(8)  Xi  =  änXi-] 1-  äinXn      (*  =  1,  2  . .  w) 

die  Auflösung  von  (1)   nach  x^.  .x^    so    sieht  man,    dass    die    ebene 
(w —  l)fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  die  wir  kurz  Ebene  nennen: 

(9)  Aja?!  +  ••  rf  A„a:„  + Ao  =  0 
vermöge  der  Transformation  (1)  wieder  in  eine  Ebene 

2 (  ^^♦■^«*  )  ^i'  +  'lo  =  ö 
oder 

(10)  V<+  •  •  +  ^»'^«'+  V=  0 

übergeht,  bei  der 

n 

(11)  V=  ^  käik,     V=  -^0     (^  =  1,  2  . .  w) 

ist.     Wenn  wir  zwei  Ebenen 

^l^^i  H h  ll'nOCn  +  f^o  =  0 

dann  und  nur  dann  parallel  nennen ,  wenn  A^ . .  A„  in  denselben  Ver- 
hältnissen zu  einander  stehen  wie  ftj . .  fi„,  indem  wir  so  eine  That- 
sache  für  den  Fall  n  ==  2 ,  3  auf  beliebiges  n  als  Definition  über- 
tragen, so  lehren  die  Werte  (11)  unmittelbar,  da^s  hei  einer  linearen  Invarianz 
homogenen  Transformation  (1)  ^parallele  Ebenen  in  parallele  Ebenen  über-  leusmiw. 
gehen,  denn  A/. .  A»'  sind  in  (11)  von  A^  frei.  Wir  bedienen  uns  der 
aus  dem  gewöhnlichen  Räume  geläufigen  Redeweise,  dass  das  ünend- 
lichfeme  eine  Ebene  ist.  Eine  beliebige  Ebene  hat  mit  ihr  eine  ebene 
(n  —  2) fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  gemein  und  parallele  Ebenen 
sind  dann  dadurch  charakterisiert,  dass  sie  dieselbe  ebene  (w  —  2)  fach 
ausgedehnte    Mannigfaltigkeit    im    Unendlichfernen    besitzen.      Daher 
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können    wir    auch    sagen :    Die  lineare   homogene  Transformation  (1) 
führt  jede   in  der   unendlich  fernen  Ebene  gelegene  (n  —  2)  fach  aus- 
der^une*^!  gedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit  in  eine  ebensolche  über.    Die  unend- 
fernen    jj^jj  ferne  Ebene  wird  daher  in  sich  transformiert. 

Ebene. 

Endlich  sieht  man  sofort,  dass  die  Transformation  (1)  den  An- 
fangspunkt in  Ruhe  lässt.     Also  sagen  wir: 

Satz  5 :     Eine  lineare  homogene  Transformation  in  x^. .  Xn  führt  in 
einem  nfach  ausgedehnten  Baume  mit  den  gewöhnlichen  PunTctcoordinaten 
x^.  .Xn  jede  Ehene  in  eine  Ebene  über  und  lässt  den  Anfangspunict  sowie 
die  unendlich  ferne  Ebene  invariant. 
'^efiidtion^  Man  kann  zeigen,    dass   die  linearen  homogenen  Transformationen  die 

d.  lin.  hom. allgemeinsten  sind,  die  dies  thun,  dass  sie  also  durch  diese  Eigenschaften 
definiert  sind.     Wir  geben  jedoch  hierauf  nicht  weiter  ein. 

Man  kann  den  analytischen  Ausdruck  für  den  Inhalt  des  von  4  Punkten 
(^t,  2/t,  ^tj  i=  1,  2,  3,  4)  des  gewöhnlichen  Raumes  bestimmter  Te- 
traeders 

Xj_     2/i     ^1     1  ' 


Transform. 


12     3 


2/4 


auf  n  Veränderliche  verallgemeinern  und  dadurch  zur  Definition  des  Raum- 
inhaltes machen:  n  -\-  1  Punkte  (x,  rc/.  .  xj,  j  =  1,  2  .  .  n  -{-  l)  be- 
stimmten ein  (n  -\-  l) Flach  mit  dem  Rauminhalt 


J 


1 


«1"+*  X^ 


n+1 


Vr^         1 

Vn'         1 

C^^+l    1 


Trf.  der   Alsdauu  kann  man  leicht  einsehen,  analog  wie  es  in  §  2  des  4.  Kap.  ge- 
inhaUe.    schah,   dass   w  -f-  1  Punkte   mit  dem  Rauminhalt  J  vermöge    der   linearen 

homogenen  Transformation  (l)  mit  der  Determinante  Ja  in  n  -\-  1  Punkte 

mit  dem  Rauminhalt 

J"=  z/«  •  J 

übergehen.  Insbesondere  folgt  dann  für  Ja  =  1,  dass  die  spedellen  linearen 
homogenen  Transformationen  diejenigen  sind,  welche  alle  Rauminhalte  un- 
geändert  lassen. 


Insbesondere  wollen  wir  von  nun  an  w  =**=  3  setzen,    also  die  all- 

in  drei   gemeine  und  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe  in  drei  Veränder- 

uehen.    liehen   betrachten.     Die    erstere    ist   neun-,    die    letztere    achtgliedrig. 

Die  begriffliche  Deutung  findet  jetzt  im  gewöhnlichen  Räume  mit  den 

gew. Baume. Punktcoordinaten  x^,  x^,  x^   statt.     In   ihm   bleibt   bei  jeder  linearen 
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homogenen  Transformation  der  Anfangspunkt  0  und  die  unendlich 
ferne  Ebene  in  Ruhe,  d.  h.  [parallele  Geraden  Und  Ebenen  gehen  in 
ebensolche  über.  Auch  geht  jeder  Strahl  durch  0  wieder  in  einen 
solchen  über. 

Für  unsere  Untersuchungen  ist  die  Frage  nach  den  bei  einer  in- 
finitesimalen linearen  homogenen  Transformation 

^f=  («11^1  +  «12^2  +  «13^3)i'l   +  («212^1   +  «222^2  +  «23^3)^2  + 
+  («31^1  +  «32%+  «33^3)2^3 

invarianten  Strahlen  und  Ebenen,  die  durch  den  Anfangspunkt  0  gehen, 
ganz  besonders  wichtig.  Es  ist  aber  zweckmässig,  zunächst  die  Frage 
nach  allen  invarianten  Ebenen  und  Punkten  überhaupt  zu  behandeln. 

Fragen  wir  uns  also  zunächst,  wann  ein  Punkt  (x^,  x^,  x^)  bei  ^'^l^l^'J" 
der  infinitesimalen  linearen  homogenen  Transformation  Xf  invariant  '^^^^*-^^- 
bleibt.     Dazu  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  gleichzeitig 

«11%  ~r  «18%  ~r  «13%  "^^  ^) 

«21%  ~r  «22%     l     «23%  ^^  ^t 
«31%  "1     «32^2     I     «33%  ^^  ^ 

sei.  Diese  Gleichungen  lassen  sich  durch  ein  nicht  verschwindendes 
Wertsystem  nur  dann  befriedigen,  wenn  ihre  Determinante  |  «,*  1  Null 
ist.,  Ist  dies  der  Fall,  so  existiert  sicher  mindestens  ein  invarianter 
Punkt  (Xi'^,  x^,  x^)  ausser  dem  Anfangspunkt.  Da  dann  auch 
QX^^  QX^f  QX^  die  drei  Gleichungen  bei  beliebigem  q  erfüllen,  so  er- 
hellt, dass,  wenn  ausser  dem  Anfangspunkt  0  ein  invarianter  Punkt 
vorhanden  ist,  auch  alle  Punkte  des  Strahles  von  0  nach  diesem 
Punkte  bei  der  vorgelegten  infinitesimalen  linearen  homogenen  Trans- 
formation in  Ruhe  bleiben. 

Wenden  wir  uns  zweitens  zur  Betrachtung  aller  J}ei  Xf  invarian-  in^^arianz 

o  '  einer 

ten  Ebenen.     Eine  im  Endlichen  gelegene  Ebene  Ebene. 

(12)  k^Xi  +  ?^x^  -f  Aga^a  +  A,  =  0 
bleibt  bei  Xf  nur  dann  in  Ruhe,  wenn 

3 

(13)  y^,^iicciiXi  -j-  aj^x^  +  ccjsXs)  =  0 

1 

ist  vermöge  (12).  Wenn  Xq  nicht  Null  ist,  d.  h.  die  Ebene  nicht 
durch  den  Anfangspunkt  geht,  so  muss  also  die  letzte  Relation  an 
sich  identisch  bestehen,  d.  h.  es  muss  einzeln 

3  3  3 

(14)  ^A.«,!  ==  0,      ^A,a,2  ==  0,      ^XiOCis  =  0 

1  1  i 

Lie,  Continnierliche  Gruppen,  32 
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sein.  Diese  drei  Gleichungen  lassen  sich  durch  nicht  sämtlich  ver- 
schwindende Ai,  Ag,  A3  nur  dann  erfüllen,  wenn  die  Determinante  |a,i| 
Null  ist.  Es  ist  dieselbe  Determinante,  die  oben  auftrat.  Nur  dann 
also,  wenn  ausser  dem  Anfangspunkt  noch  ein  invarianter  Punkt  im 
Endlichen  vorhanden  ist,  giebt  es  auch  eine  nicht  durch  den  Anfangs- 
punkt gehende  im  Endlichen  gelegene  invariante  Ebene.  Ja,  alsdann 
existiert  auch  eine  ganze  Schar  von  invarianten  Ebenen.  Es  ist  näm- 
lich jede  zur  vorgelegten  Ebene  parallele  Ebene  invariant,  da  die 
Forderungen  (14)  nur  die  Verhältnisse  von  Aj,  Ag,  A3  geben. 

Besonders  wichtig  ist  für  uns,  wie  schon  hervorgehoben,  die  Frage 

'^''Ifnir'^''  nach   allen   hei  Xf  invarianten  Ebenen,   die  durch  den   AnfangspunJct 

du?crden  gehen.     Für  eine  Ebene  (12)  durch  0,  für  die  also  A^  =  0  ist,  ist  (13) 

Anfangspkt.jj^j.  (janm  ciuc  Folge  von  (12),  wenn  es  eine  Grosse  q  derart  giebt,  dass 

also  einzeln 

(15)  ^licca  =  Qh     (/<;  =  1,  2,  3) 

wird.  Diese  drei  Gleichungen  für  Aj,  A2,  A3  lassen  sich  nur  dann 
durch  nicht  sämtlich  verschwindende  Werte  von  Aj,  Ag,  A3  befriedigen, 
wenn  ihre  Determinante 

«u  —  Q     «21  %i 

(16)  «12  «22  —  (>        «32  =0 
«13                     «23                     «33  —  9 

ist.  Q  ist  daher  als  Wurzel  dieser  Gleichung  zu  wählen,  die  sicher  ge- 
rade cubisch  ist,  da  q^  den  nicht  verschwindenden  Factor  —  1  hat.  Im 
allgemeinen  wird  es  demnach  gerade  drei  bei  Xf  invariante  Ebenen 
durch  den  Anfangspunkt  0  geben.  Im  Besonderen  können  nur  zwei 
oder  nur  eine,  andererseits  aber  auch  unendlich  viele  invariante  Ebenen 
durch  0  vorhanden  sein.  Es  ergeben  sich  hier,  wenn  man  die  Be- 
trachtung genauer  durchführt,  ebensoviele  Fälle  wie  in  der  Ebene  bei 
der  Aufsuchung  aller  bei  einer  infinitesimalen  projectiven  Transforma- 
tion invarianten  Punkte  oder  Geraden.  (Vgl.  §  1  und  §  3  des  3.  Kap.) 
Wir  wollen  hierauf  jedoch  nicht  weiter  eingehen,  da  wir  derselben 
Fragestellung  weiter  unten  in  anderer  Fassung  begegnen  werden. 


Invarianz 

eines 
Strahles 


Wir  wenden  uns  schliesslich  zur  Betrachtung  der  durch  den  An- 

Ant^^  s^kt  fci''>^9spunM  gehenden,  bei  Xf  invarianten  Strahlen.    Wir  bemerken  so- 

invarianz  fort,    dass    sich    die  Frage   nach    den   durch   0  gehenden  invarianten 

uneir^ich  strahlen  mit  der  Frage  nach  den  unendlich  fernen  invarianten  Punkten 

punktTs,  deckt.    Es  folgt  dies  unmittelbar  daraus,  dass  bei  einer  linearen  homo- 
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geuen  Transformation  sowohl  der  Anfangspunkt  als   auch  die  unend- 
lich ferne  Ebene  in  Ruhe  bleiben. 

Wir  können  dieser  Sachlage  dadureh  einen  präcisen  analytischen 
Ausdruck  geben,  dass  wir  bemerken,  dass  sich  die  Grössen  x^,  x.^,  x^^ 
die  ja  zunächst  Cartesische  Punktcoordinaten  im  Räume  sind,  als 
homogene  Coordinaten  eines  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Strahles  «i.  *»,  ^-a 

•^  1       if  r  ^  als  homog. 

—  dessen  Punkte  die  Coordinaten  pa;, ,  gx^.  ox«  haben  —  und  gleich- coord.  der 

si7s^7>.a  o  strahlen  u. 

zeitig   als  homogene   Coordinaten  eines  unendlich  fernen  FunMes   auf- der  unendi. 
fassen  lassen.  Punkte. 

Unter  Strahl  wollen  wir  von  jetzt  ab  in  diesem  Paragraphen  nur 
einen  Strahl  durch  den  Anfangspunkt,  also  einen  Radiusvector  ver- 
stehen. 

Die  Frage  nach  den  invarianten  Strahlen  bez.  den  invarianten  un- 
endlich fernen  Punkten  deckt  sich  mit  der  Frage  nach  allen  Punkten 
{x^y  x^,  x^),  die  bei  Xf  längs  ihres  Strahles  verschoben  werden,  die 
also  den  Gleichungen 

Xi  X^  Xg 

oder  den  äquivalenten  Gleichungen: 

dXi  =  QX^dt,     6x2  =  QX^dt,     dx^  ^^  QX^dt, 
mithin  den  Gleichungen: 

^11*^1  "T  ^i2'^2  "r  ''^is^'^s  ^"^  Q-^n 

*^21^1   "1      *^22'^2      I      ^iS^S  ^^^  9'^2» 
''^Bl'^^l  "1"  ''^82 -^2  ~r    ''^SS'^^S  """^  9^3 

genügen.     Diese  Gleichungen   besitzen  nur   dann  nicht   sämtlich  ver- 
schwindende Lösungen  aj^,  a;,,  x^,  wenn  ihre  Determinante: 


*11  W       «I2  "13 


«1 

'^21  "22  Q       ^33 


=  0 


ist.     ^  muss  daher  wieder  die  schon  oben  besprochene  cubische  Glei- 
chung (16)  erfüllen: 

Es  hat  sich  also  ergeben: 

Satz  6 :    Ist  die  infinitesimale  lineare  homogene  Transformation 

3 

Xf^^i  2  UikXkPi 
1 

im  Räume  mit  den  gewöhnlichen  Punktcoordinaten  Xi,  x^,  x^  vorgelegt, 
so  findet  man  alle  bei  ihr  invarianten  Strahlen  durch  den  Anfangspunkt 

32* 
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•Cj     ~~~~    3/j        •    Vm  tZ/a    ^^~    *^2       *    ^J  ^S    ""^    ^Q       *    f  * 

iwcfem  maw  x^^,  x^*,  x^  den  Gleichungen  unterwirft: 


1 
alle  hei  ihr  invarianten  Ebenen 


^ccij.Xi'*  =  Qx/"    (i  =  1,  2,  3), 


durch  den  Anfangspunkt,  indem  man  k^,  Ag,  k^  den  Gleichungen  unter- 
wirft : 


^ccikk  =  Qh     (ifc  =  1,  2,  3). 


Beide  Male  hat  man  q  als  Wurzel  der  cuhischen  Gleichung 


zu  wählen. 


«11  —  Q  ß^2l  «31 
«12  «22  —  Q  «32 
«13  «23  «33  Q 


=  0 


Eine  lineare  homogene  Transformation 

(17)  Xi'  =  aaXi  +  ai2X2  +  aisXs     {i=  1,  2,  3) 

führt  Xj^,  x^,  x^  in  neue  Werte  ic/,  x^-,  x^  über.  Da  für  die  Strahlen 
nur  die  Verhältnisse  der  Coordinaten  in  betracht  kommen,  diese  Ver- 
hältnisse x'i  :  Xy,  aber  homogen  von  nuUter  Ordnung  in  den  Coefficien- 
ten  a  sind,  so  folgt,  dass  zwei  Transformationen  (17)  die  Strahlen  in 
derselben  Weise  unter  einander  vertauschen,  wenn  die  Coefficienten 
der  einen  denen  der  andern  proportional  sind.  Für  die  Transforma- 
tionen des  Strahlenbündels  kommen  also  auch  nur  die  Verhältnisse 
der  aik  in  (17)  in  betracht.  Da  die  Determinante  der  /».^  nicht  Null 
ist,  so  können  wir  in  (17)  statt  der  a,*  ihnen  proportionale  Constanten 
setzen,  sodass  die  Determinante  dieser  gerade  gleich  1  wird,  ohne  dass 
dadurch  die  Transformation  der  Strahlen  geändert  wird.  Aisdana  aber 
kommen  wir  zu  einer  speciellen  linearen  homogenen  Transformation. 
Es  giebt  also  stets  eine  specielle  lineare  homogene  Transformation, 
welche  die  Strahlen  genau  so  unter  einander  vertauscht,  wie  eine  be- 
liebige allgemeine  lineare  homogene  Transformation. 

Wir   können    als    nicht  -  homogene  Coordinaten  der  oo^  Strahlen 
etwa  die  beiden  Verhältnisse 

cc.  X. 

x^~ ,     ^^  — 
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verwerten.  Es  sind  x,  y  die  Tangenten  gewisser  Winkel,  die  der 
Strahl  im  Coordinatensystem  bestimmt.  Bei  Benutzung  dieser  nicht- 
homogenen Bestimmungsstücke  stellt  sich  die  Transformation  (17)  der 
Strahlen  so  dar: 

^  «81«;  +  Ogjy  +   a33    '         y  «31«  +   «3*2/  +   «33    ' 

Die  Coordinaten  rc,  y  werden  folglich  allgemein  projectiv  transformiert. ^^»j^-^^rf^ 
(Siehe  Kap.  1,  2.)     Wir  können  mithin  sagen: 

Satz  7 :  übt  man  auf  die  Punkte  (x^ ,  x^ ,  x^  des  Baumes  die  all- 
gemeine lineare  homogene  Gruppe  in  Xy,  x^,  x^  aus,  so  werden  die  Strahlen 

yx^  — ,  «/  ^  — )  durch  den  festen  Anfangspunkt  vermöge  der  allge- 
meinen projectiven  Gruppe  der  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit 
(x,  y)  unter  einander  transformiert. 

Jeder  allgemeinen  linearen  homogenen  Transformation  (17)  ent- 
spricht eine  bestimmte  projective  Transformation  (17').  Auch  wissen 
wir,  dass  allen  oo^  Transformationen  (17),  in  denen  die  aa  dieselben 
Verhältnisse  besitzen,  ein  und  dieselbe  Transformation  (17')  zugeordnet 
ist.  Da  nun  (17')  bekanntlich  (nach  §  1  des  2.  Kap.)  gerade  oo*  ver- 
schiedene Transformationen  darstellt,  so  folgt,  dass  auch  umgekehrt 
jeder  Transformation  (17')  gerade  oo^  Transformationen  (17)  ent- 
sprechen. Insbesondere  ist  unter  diesen  oo^  Transformationen  (17), 
wie  wir  oben  sahen,  stets  mindestens  eine  enthalten,  die  der  speciellen 
linearen  homogenen  Gruppe  angehört.  Man  sieht  ohne  Mühe  ein,  dass 
es  gerade  drei  sind,  doch  ist  dies  nicht  von  Belang  für  unsere  Zwecke. 

Wegen  dieses  geometrischen  Zusammenhanges  zwischen  den 
linearen  homogenen  Transformationen  in  drei  und  den  projectiven 
Transformationen  in  zwei  Veränderlichen  lässt  sich  die  Zuordnung 
zwischen  beiden  in  folgender  Weise  rein  analytisch  '  schärfer  formu- 
lieren : 

Satz  8:  Man  kann  die  <x>^  Transformationen  Ta  der  allgemeinen 
linearen  homogenen  Gruppe  in  drei  Veränderlichen  den  oo®  Transforma- 
tionen Ja  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  in  zwei  Veränderlichen  so 
zuordnen y  dass  je  <xi^  Transformationen  Ta  dieselbe  Transformation  T« 
und  umgekehrt  jeder  Transformation  T«  oo^  Transformationen  Ta  ent- 
sprechen.   Ist 

TaT,  =  T, 

und  sind  T«,  Tj,  Ic  den  TransformMionen  Ta,  Tf,,  T^.  zugeordnet,  so 
ist  auch 

TaTft  =  Tc. 

Insbesondere  kann  man  die  oo*  Transformationen  Ta  der  speciellen 
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linearen  homogenen  Gruppe  in  drei  Veränderlichen  den  c»^  Transforma- 
tionen Ja  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  in  zwei  Veränderlichen  so 
mordnen,  dass  jeder  Ta  eine  bestimmte  T«  und  jeder  Ja  eine  discrete  An- 
zahl von  Transformationen  Ta  entspricht,  sodass  mit 

TaT,=  Tc 

auch 

JaJb  =  Je 

ist. 

Diese  Beziehung  haben  wir  für  den  Fall  der  linearen  homogenen 
Transformationen   in   gwei  Veränderlichen   schon   in   §  4  des   5.  Kap. 
^*^°'^g^^' kennen  gelernt.     Man  drückt  sie  kürzer  so  aus,   dass   man   sagt:    Die 
^®^'j.*p'^*g*®°allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  in  drei  Veränderlichen  ist  mero- 
^^^^^"^ ^^°iedrisch  isomorph,  die  specielle  aber  holoedrisch  isomorph  mit  der  allge- 
meinen projectiven  Gruppe  in  zwei  Veränderlichen. 

"der'torifn         Insbesondere  entsprechen  auch  oo^  infinitesimale  lineare  homogene 
"j^^^^jP^^- Transformationen  in  Xi,  x^,  x^  einer  infinitesimalen  projectiven  Trans- 
formation   in   X,   y.     Um    diese    Zuordnung   herzustellen,    gehen    wir 
aus  von: 

3 

1 
und  bilden  die  lucremente  von 

x^  —  ,     y^  —  ' 
Dies  giebt: 

~8t  —  X,'St       ~  ^  "13  +  («11  —  «3S)^  +  «122/  —  «31«    —  «32^2/; 

'ft    —  X,*8t  ^  "23  +  «21«  +  («22  —  «33)2/  —   «31«^  —  «32r, 

sodass  die  Xf  zugeordnete  infinitesimale  projective  Transformation 
lautet : 

Uf=  («13  +  («U  —  «33)«  +  «nV  —  «31«^  —  «32««/)  JP  + 
+  («23  +  «21«  +  («22  —  «33)«/  —  «81  «2/  —  «322/^)2- 

Man  sieht,  dass  in  Uf  die  drei  Coefficienten  a^^,  «32,  «33  nur  in 
ihren  Differenzen  auftreten,  sodass  Uf  sich  nicht  ändert,  wenn  a^,  cc^^y  «33 
um  dieselbe  Constante  X  vermehrt  werden.  Daher  ist  vorstehendes  Uf 
nicht  nur  obiger  Xf,  sondern  allen  00^  infinitesimalen  Transforma- 
tionen von  der  Form: 

Xf  +  X(XiPi  +  a?2i?2  +  x^p^) 
zugeordnet. 

Wenn   aber   Uf  eine   infinitesimale    Transformation  der  speciellen 
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linearen  homogenen  Gruppe  zugeordnet  werden  soll,  so  tritt  keine 
willkürliche  Constante  X  auf.  Denn  wenn  Xf  der  speciellen  Gruppe 
angehört,  so  ist  dies  mit  Xf-{-  ^ipc^^Pi  +  ^ai'a  +  ^zPi)  niclit  mehr  der 
Fall,  da  Xf  nur  dann  in  der  speciellen  Gruppe  enthalten  ist,  wenn 
nach  (6) 

«n  +  «12  +  «33  =  0 

ist. 

Wir  wollen  für  die  Zuordnung  der  speciellen  linearen  homogenen  Tafein  für 
Gruppe  in  x^,  x^,  x^  zur  allgemeinen  projectiven  Gruppe  in  x,  y  eine  Gebrauch, 
für   den  Gebrauch   bequeme   Tafel   aufstellen,  indem  wir  Xf  in  einer 
der  8  besonderen  Formen  wählen: 

XkPi      (Ä4=0>       ^li^l  —  ^8^3;       ^2Ä  — ^3i>s- 

Z.  B.  für  Xf^  fljgjpi  sind  alle  a«  gleich  Null  mit  Ausnahme  von  a^g» 
sodass  Uf  ^  yp  wird. 

Wird  durch  das  Zeichen  ^  die  Zuordnung  ausgedrückt,  so  kommen 
wir  zu  der  Tafel: 


x3Pi=p,         ^zPi^a, 

x^p^  =  yp,        x^p^  =  xq, 

^xPx  —  ^3i>3  =  2a;p  +  yq, 

X2P2  —  X3P3  =  (^P  +  2yq, 

^iPz^  —  x{xp  +  y^), 

x^p^  =  —y{xp-\-yq).          j 

Hiernach  ist  z.  B.  der  infinitesimalen  speciellen  linearen  homogenen 
Transformation 

(a?i  +  a^)i>i  +  (^1  —  i»8)l>S 
die  projective 

(1  4-  2a;  —  x^)p  +  (y  —  xy)q 

zugeordnet.    Werden  vermöge  der  ersteren  die  Punkte  (rCj,  x^,  x^  des 

Raumes  transformiert,  so  werden  die  Strahlen  (ic^— ,    y^—)  durch 

0  vermöge    der   letzteren   unter    einander  vertauscht. 

Um  die  Tafel  auch  umgekehrt  gebrauchen  zu  können,  schreiben 
wir  sie  so: 


p  = 

^sJPi;      2  ^ 

-  ^sPif 

yp~x,p^, 

xq 

=  ^ii>2 

3xp 

=  2XiP,- 

•  X2Pi  — 

^sPi) 

Syq  =  2x^p2 

— 

^xPi  — 

X3P31 

x(xp 

-\-yQ)  =  - 

-a?ii?3, 

y(xp  +  yq)  e 

=  _ 

-^iPs 

Hiernach  ist  der  allgemeinen  infinitesimalen  projectiven  Transformation 
Uf^ap  +  hq-\'  cxp-^- dyp-\-  exq-\-gyq-\-hx{xp-{-yq)-{-'ky{xp-]ryq) 
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in  der  That  die  infinitesimale  specielle  lineare  homogene  Transforma- 
tion zugeordnet:  * 


§  2.     Die  lineare  homogene  Gruppe  in  x^,  x^,  x^  als  allgemeine 
projective  Gruppe  der  Ebene. 

xi,x^,x^  \Yir   haben   schon   oben    bemerkt,    dass    wir   die   Veränderlichen 

als  homog.  ' 

coord.  in  ^     ^     ^      jje   ^jj.  bisher  als  Coordinaten   eines  Punktes  im   Räume 

beliebiger      i'       «'       3  7 

Ebene,  deuteten,  auch  als  homogene  Coordinaten  des  Punktes  in  der  unendlich 
fernen  Ebene  auffassen  können,  in  dem  der  Strahl  durch  jenen  ersteren 
Punkt  diese  Ebene  trifft. 

Wir  wollen  von  jetzt  ab  allgemeiner  x^,  x^,  x^  als  homogene  Coor- 
dinaten in  einer  heli^ig  gegebenen  Ebene  auffassen:  Unter  Xj  y  ver- 
stehen wir  gewöhnliche  Cartesische  Punktcoordinaten  in  der  Ebene 
und  setzen 

Alsdann  dürfen  wir  x^,  x^,  x^  als  homogene  Coordinaten  des  Punktes 
{x,  y)  der  Ebene  betrachten. 
^Mn^fwm^         Eine    allgemeine    lineare   homogene  Transformation   in   den  Ver- 
änderlichen iCi,  x^,  x^: 

(17)  a;/=  anx^  +  üi^x^  +  üi^x^     (i  =  1,  2,  3) 

giebt,  wenn  wir  dementsprechend 

Wj  fl/o  /  Xl  f  _^_^  % 

•*'8  "»'S  •*'3  •*'3 

setzen,  die  Transformation  in  ä,  y\ 

\      }  a^^x  -\-  a^^y  -\-  «33  '      ^        «31  ^  +  «3i2/  +  «ss  ' 

Proj.  Trf.  also  eiuc  allgemeine  projective  Transformation  in  der  Ebene  (x,  y). 
Umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  jede  projective  Transformation  (17')  der 
(a;«/)-Ebene  mit  einer  linearen  homogenen  Transformation  (17)  der 
Veränderlichen  x-^,  x^,  Xq  äquivalent  ist. 

Mithin  transformiert  die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  in 
^i>  ^2>  ^8  ^i®  Punkte  der  Ebene 
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durch  die  allgemeine  projective  Gruppe.  Dass  nun  aber  erstere  Gruppe 
neun-,  letztere  nur  achtgliedrig  ist,  findet  hierbei  seine  Erklärung 
darin,  dass  je  oo^  Transformationen  (17)  dieselbe  projective  Trans- 
formation (17')  in  der  Ebene  darstellen,  denn  in  (17')  kommen  nur  die 
acht  Verhältnisse  der  a.t  in  betracht.  Wir  heben  überdies  hervor, 
dass  die  eingliedrige  Gruppe 

alle  Punkte  der  (ici/)- Ebene  in  Ruhe  lässt. 

Aus  den  letzten  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  folgt, 
dass  insbesondere  auch  die  achtgliedrige  specielle  lineare  homogene 
Gruppe  in  x^,  x^,  x^  die  ganze  projective  Gruppe  der  Ebene  darstellt, 
wie  dies  in  Satz  8  ohne  Zuhülfenahme  der  jetzigen  geometrischen 
Deutung  des  Näheren  ausgesprochen  wurde. 

In  den  homogenen  Coordinaten  x^,  x^,  x^  wird  eine  beliebige  Ge- 
rade durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

(18)  U^Xj^  4"  *'2^2  ~f"  %^3  =  ö 

gegeben.     Da  die  Transformation  (17)  in  der  Ebene  (x^^  :  x^ :  x^  pro-  '^''^^^^'^r 
jectiv   ist,   so   werden   bei  ihr   die  Geraden  unter  einander  vertauscht.  Geraden. 
Wir  wollen  den  analytischen  Ausdruck  für  diese  Linientransformation 
suchen. 

Die  Gerade  (18)  werde  vermöge  (17)  in  die  Gerade 

(19)  n^ x^' -\- u^ x^ -\- u^' x^  =  () 

übergeführt.  Die  zu  (17)  inverse  Transformation  wird  (19)  in  (18) 
verwandeln.  Diese  inverse  Transformation  geht  durch  Auflösung  von 
(17)  nach  x^,  x^,  x^  hervor.  Bezeichnen  wir  mit  Aik  die  Unterdeter- 
minante der  Determinante 

hinsichtlich  des  Gliedes  a,A,  so  giebt  diese  Auflösung  bekanntlich 

(20)  Xk  =  ~  (Aux,'  +  Ä2kX.;  +  Äux,')     (Ä;  ==  1 ,  2,  3) . 

a 

Substitution  der  vorstehenden  Werte  in  (18)  giebt; 

8 

^  2  ^ikUkX/  =  0 . 

Es  soll  nun  diese  Gleichung  mit  (19)  übereinstimmen.  Ihre  linke 
Seite  soll  also  gleich  der  von  (19),  eventuell  multipliciert  mit  einem 
Factor,  sein.     Da  es  aber  auch  zur  Bestimmung  der  Geraden  (19)  nur 


^a  = 
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auf  die  Kenntnis  der  Verhältnisse  der  w/,  u^^  Mg'  ankommt,  so  können 
wir  den  Factor  ohne  Einschränkung  der  Allgemeinheit  gleich  1  an- 
nehmen, also  setzen: 

S  3 

^^  AiH  M*  x'i  =^  w/  xl. 
1  1 

Hieraus  folgt 

(21)  «/-=  Aau^  +  AiiU^  +  Aizu^    (i  =  1,  2,  3). 

Bekanntlich  heissen  w^.  Mg,  %  homogene  Liniencoordinaten.    Wir 
sprechen  daher  das  Ergebnis  so  aus: 
homogenen         ^^^^  ^ ''     Semchfiefi   x^,  x^,   x^   Jiomogene   Pufilct-   und  %,  il^,  ii.^ 
Liniencoord.;j^^Q^g^g  Liniencoorditiatm  in  der  Ebene,  so  werden  hei  der  allgemeinen 
projectiven  Transformation  der  Ebene: 

ä;/=  anXi  +  a^x^  +  a^x^    (i  =  1,  2,  3) 
<?2e  Geraden  unter  einander  vertauscht  vermöge  der  Transformation: 
Ui'=  AiiUi  +  u4,-2W,  +  Aisu^     («  ==  1;  2,  3). 

Dabei  bedeutet  Aa  die  ünterdeterminante  der  Determinante  \  a,*  |  hin- 
sichtlich ttik» 

In  §  2  des  10.  Kap.  haben  wir  dieselbe  Betrachtung  in  nicht- 
homogenen Punkt-  und  Liniencoordinaten  durchgeführt. 

Überhaupt  ist  es  nicht  schwer,  die  Betrachtungen  des  10.  Kap.  in 
homogenen  Coordinaten  wiederzugeben  oder  von  neuem  abzuleiten. 
Doch  wollen  wir  uns  darauf  beschränken,  dies  nur  anzudeuten.  Nach 
§  4  des  10.  Kap.  nennen  wir  diejenige  Punkttransformation,  die  her- 
vorgeht, wenn  in  (21)  statt  u  allgemein  x  geschrieben  wird,  eine  zur 
Dualist.    Transformation  (17)  dualistische  Transformation. 

Haben  wir  irgend  eine  Untergruppe  der  allgemeinen  linearen 
homogenen  Gruppe  ins  Auge  gefasst,  so  erhalten  wir  eine  zu  ihr 
dualistische  Gruppe,  indem  wir  jede  ihrer  Transformationen  (17)  er- 
setzen durch  die  zugehörige  Transformation  (21)  und  sodann  x  statt 
u  und  x'  statt  u   schreiben. 

Inf.  lineare         Es  liege  eiuc  infinitesimale  lineare  homogene  Transformation  vor: 

(22)  ^/■  =  2l2f""*'Ä^.- 

Sie  geht,  wie  wir  sahen,  aus  (17)  hervor,  wenn  man  in  (17) 

a.k  =  «<*  +  «ik^i    (»;  ^  =  1>  2,  3) 
setzt,  dabei  unter  sn,  die  Zahl  1  oder  0  verstehend,  je  nachdem  i  =  7c 
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oder  =1=^  ist.  Die  Substitution  dieser  Werte  in  (21)  wird  also  die 
infinitesimale  Linientransformation  Uf  ergeben,  welche  die  infinitesi- 
male projective  Punkttransformation  Xf  nach  sich  zieht. 

Bequemer  ist  es  aber,  diese  infinitesimale  Linientransformation  Uf 
direct  abzuleiten.     Wenn  wir  Xf  auf  die  Punkte  der  Geraden 

ausüben,  so  gehen  sie  in  die  Punkte  einer  unendlich  benachbarten 
Geraden 

3 

^{ui  +  dw.)  {Xi  +  8x,)  =  0 
über,  deren  Gleichung  auch  so  geschrieben  werden  kann: 

3  3  3  3 

1111 

Die  linke  Seite  soll  gleich  EuiXi  sein.  Da  das  letzte  Glied  von  zweiter 
Ordnung  unendlich  klein  ist,  so  bleibt  also  nur: 

3  3 

^»  Xi  dui  -f"  //  Wi  Sxi  =  0, 
1  1 

woraus  durch  Einsetzung  der  Werte: 

3 


folgt: 


oder 


dXi  =  ^kUikXkdt 
1 

3  3 

^  Xi dui  +  ^  ^k ttiiXkUi 8t  =  0 
1  1 

*        f  ^  ) 

'^Xi  j  8ui  4-  '^akiiikdd  =  0, 


sodass  einzeln  sein  muss: 

3 

8ui  =•  —^kakiUkdt    (i  =  1,  2,  3). 
1 

Die  Wj,  Mg,  W3  erfahren  also  vermöge  Xf  die  infinitesimale  Trans- inf.  irf.  der 

formation  eraden. 

3 


üf=  —  ^i^k  a'kiUk 


1  * 


Wie  man  sieht,  geht  Uf  aus  —  Xf  hervor,  wenn  man  darin  x  durch 
u  und  Kik  durch  «*,-  ersetzt. 
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Satz  10:  Bedeuten  x^,  cc^,  x^  homogene  PunJäcoordinaten  und 
Ml,  %,  Wg  homogene  Liniencoordinaten  in  der  Ebene,  so  erfahren  die  Ge- 
raden der  Ebene  bei  der  infinitesimalen  projectiven  PunMtransformation 

3 

die  infinitesimale  Transformation 

Uf=-^2^cc,,u,^- 

1  ' 

Will  man  gleichzeitig  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
Punkte  und  der  Geraden  betrachten,  so  hat  man  das  Symbol  Xf-\-Uf 
zu  benutzen. 

Wir  können  auch  sagen : 
duaiis^'tof'        ^^^^  ^^  '     ^^^  infinitesimalen  projectiven  Transformation 

lin.  homog.  -  o  /• 

Transf orm.  *  v  f "V?  "\7  „     „    _£!_ 

Xf=^^kaaX,^^^ 

in  der  Ebene  mit  den  homogenen  PunJctcoordinaten  x^,  x^,  x^  ist  die  in- 
finitesimale Transformation 

Yf=-^i^ka,iXk^^ 

sowie  jede  aus  letgterer  durch  lineare  homogene  Transformation  in  x^,  x^,  x.^ 
hervorgehende  infinitesimale  Transformation  dualistisch. 

Fragen  wir  uns,  wie  sich  in  homogenen  Coordinaten  die  Forde- 
invarianz  ruDg  ausdrückt,  do^s  ein  Punkt  (x^  :  x^ :  %)  bei  einer  infinitesimalen 
Punkte«,  projectiven  Transformation  der  Ebene  in  Muhe  bleibt.  Diese  Frage  deckt 
sich  vom  analytischen  Gesichtspunkt  aus  mit  einer  früher  erledigten, 
nämlich  mit  der  Frage  nach  dem  Kriterium  für  die  Invarianz  eines 
durch  den  Coordinatenanfang  gehenden  Strahles  bei  einer  vorgeleg- 
ten   infinitesimalen   linearen   homogenen  Transformation   des   Raumes 

Direct  können  wir  das  gesuchte  Kriterium  in  dieser  Weise  ableiten: 
Der  Punkt  mit  den  homogenen  Coordinaten  x^^,  x^,  x^  in  der  Ebene 
bleibt  bei  Xf  in  Ruhe,  wenn  der  Punkt  {x^  +  dxi :  x^  -\-  8x^ :  x^  -\-  dx^) 
mit  ihm  zusammenfällt,  d.  h.  wenn  dXi,  dx^,  dx^  proportional  mit 
bez.  Xi,  x^,  ajg  sind,  wenn  also 

dXi  =  QXiSt     (i  =  1,  2,  3) 

ist,   oder   also   endlich,   wenn   die   schon  im  vorigen  Paragraphen  be- 
sprochenen Gleichungen  bestehen: 
(23)  «fiiCi  -f  aax^  +  «ax^  =  QXi     (i  =  1,  2,  3), 
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die  sich  nur  dann  durch  nicht  sämtlich  verschwindende  Werte  von 
x^,  iCjj,  x^  befriedigen  lassen,  wenn  q  der  cubischen  Gleichung  genügt: 
«11  —  Q     a,o  «, 


^(?)  = 


«•12 


*22 


Q 


•=o. 


"^31  "^32  ''^33  Q 

Andererseits  bleibt  eine  Gerade  {u^  :  ti^ :  «j),  wie  eine  analoge  Be-  Invarianz 
trachtung  zeigt,  nur  dann  in  Ruhe,  wenn  die  Incremente  duk  der  Geraden. 
Liniencoordinaten  den  Ujc  proportional  sind,  also'  etwa 

duk  =  —  QUjcdt     (i=l,  2,  3) 
ist.     Die  Werte  der  duk  liest  man  aus  Uf  ab  und  findet: 

(24)  «lifcMi  +  «2*^2  +  «31%  =  QUk      (^  =  1,   2,   3). 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  nur  dann  durch  nicht  sämtlich  ver- 
schwindende Werte  von  Mj,  U2,  M3  befriedigen,  wenn  q  der  cubischen 
Gleichung  genügt: 


«11  — P 

«12 


'-21 


«22  —  9 


«^13 


'23 


=  0, 


Q  ist  also  auch  jetzt  eine  Wurzel  der  obigen  Gleichung  ^(^)  =  0.  Man 
bemerkt,  dass  wir  die  Gleichungen  (24)  schon  im  vorigen  Paragraphen 
statt  in  «1,  «27  %  ^^  ^i>  ^2>  ^3  geschrieben  erhielten,  als  wir  im 
Räume  invariante  Ebenen  durch  den  Anfangspunkt  suchten.  Es  liegt 
diese  Übereinstimmung  darin,  dass  jede  derartige  Ebene  in  der  unend- 
lich fernen  Ebene  eine  invariante  Gerade  bestimmt  und  umgekehrt. 
Wir  deuteten  ja  früher  in  der  That  x^,  x^,  x^  gelegentlich  als  homo- 
gene Punktcoordinaten  in  der  unendlich  fernen  Ebene. 

Die  Forderung,  dass   die  Gerade   (t<i  :  u^  :  «3)   invariant  sein  soll, 
deckt  sich  mit  der  Forderung,  dass  die  Gleichung 

in  den  Veränderlichen  x^,  x^,  x^  bei  X/"  invariant  sein  soll.  Dem- 
entsprechend deckt  sich  die  Forderung,  dass  der  Punkt  {Xy  :  x^ :  x^ 
invariant  sein  soll,  mit  der  anderen,  dass  die  Gleichung 

in  den  Veränderlichen  %,  Mg,  Wg  bei  der  infinitesimalen  Transforma- 
tion Uf  invariant  sein  soll. 

Wir  wollen  nun  die  sich  ergebenden  Bedingungen  (23),  (24)  und  Discuasion 
-^{^)  ==  0  genauer  untersuchen.    In  §  3  des  3.  Kap.  haben  wir  schon  din^gtn. 
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in  nicht  homogenen  Coordiuaten  das  jetzige  Problem  behandelt  und 
erledigt.  Es  ist  aber  von  Interesse,  es  in  homogenen  Coordinaten 
durchzuführen.  Es  können  mehrere  Fälle  eintreten:  Ist  q  eine  Wurzel 
von  ^(0  ==  0,  so  reducieren  sich  für  diese  die  Gleichungen  (23)  bez. 
(24)  sicher  auf  höchstens  zwei.  Es  wäre  aber  möglich,  dass  sie  sich 
auf  nur  eine  zurückführen  lassen.  Dies  tritt  ein,  wenn  für  die  be- 
treflfende  Wurzel  q  auch  alle  zweireihigen  Unter determinanten  von 
^(^)  verschwinden.  Alsdann  ergiebt  sich  eben  nicht  nur  ein  Wert- 
system (Xi  :  x^ :  iCg)  bez.  {u^  :  Mg  •  ^'s);  sondern  es  gehen  je  oo^  hervor, 
die  wesentlich  verschieden  sind.  Wir  finden  also  dann  oo^  ein- 
zeln invariante  Punkte  und  oo^  einzeln  invariante  Geraden.  Erstere 
liegen  auf  einer  Geraden,  da  sie  eine  lineare  Gleichung  (23),  letztere 
gehen  durch  einen  Punkt,  da  sie  eine  lineare  Gleichung  (24)  erfüllen. 
Alle  einreihigen  Determinanten  von  z/(p)  können  für  eine  Wurzel  der 
Gleichung  ^(p)  ==  0  nicht  verschwinden,  da  sonst  alle  Punkte  der 
Ebene  invariant  bleiben ,  d.  h.  jedes  d  Xi  ==  Xidt  oder  also 
Xf^XiPi  +  ^2^2  +  ^iPs  wäre.  Noch  bemerken  wir:  ^(q)  =  0  hat 
stets  drei  endliche  Wurzeln  q,  da  q^  in  z/(^)  den  Factor  —  1  hat.  Im 
besonderen  können  aber  Wurzeln  zusammenfallen.  Weil  aber  für  eine 
Doppelwurzel  von  ^(p)  =  0  auch  z/'(^)  =  0  und  weil  andererseits 

ist,  wenn  ^ik  die  zweireihige  ünterdeterminante  von  ^^^  hinsichtlich 
des  Gliedes  der  i*®°  Vertical-  und  Jc^^  Horizontalreihe  bedeutet,  so 
können  alle  zweireihigen  Unterdeterminanten  ^a  nur  dann  verschwin- 
den, wenn  z/(^)  =  0  eine  Doppelwurzel  hat,  doch  brauchen  sie  es  nicht 
zu  thun. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  gehen  wir  zur  Behandlung  der  ein- 
zelnen Fälle  über. 
Erster  Fall.  Erster  Fäll:  Alle  Wurzeln  q  seien  verschieden.  Alsdann  ver- 
schwinden nicht  alle  zweireihigen  Unterdeterminanten.  (23)  stellt  also 
für  jede  Wurzel  q  zwei  verschiedene  Geraden  dar,  deren  Schnittpunkt 
in  Ruhe  bleibt,  entsprechend  (24)  zwei  verschiedene  Punkte,  deren 
Verbindende  in  Ruhe  bleibt.  Es  gehen  also  drei  einzeln  invariante 
Punkte  und  drei  einzeln  invariante  Geraden  hervor.  Die  drei  Punkte 
können  nicht  auf  einer  Geraden  liegen,  da  sonst  jeder  Punkt  auf  ihr 
in  Ruhe  bleibt,  also  (23)  sich  auf  nur  eine  Gleichung  reducierte.  Da 
die  Verbindende  zweier  invarianter  Punkte  eine  invariante  Gerade  ist, 
so  kommen  wir  notwendig  zu  der  Configuration  1  in  Fig.  49. 
Zweiter .  Zweiter  Fall :    Eine  Wurzel  q  sei  Doppelwurzel,  während  nicht 

alle  Jik   für   sie   verschwinden.     Die    Doppelwurzel   giebt   dann   zwei 
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Dritter 
Fall. 


Geraden  (23)  mit  invariantem  Schnittpunkt,  die  einfache  Wurzel  eben- 
falls. Doch  werden  wir  ersteren  invarianten  Punkt  als  doppeltzählend, 
d.  h.  als  zwei  unendlich  benachbarte  invariante  Punkte  betrachten. 
Entsprechend  ergiebt  sich  aus  (24)  eine  doppeltzählende  und  eine  ein- 
fache invariante  Gerade.  Natürlich  ist  die  eine  dieser  Geraden  die 
Verbindende  der  beiden  invarianten  Punkte.  Lässt  man  den  vorliegen- 
den Fall  durch  Grenzübergang  aus  dem  ersten  hervorgehen,  indem 
man  die  a,i  continuierlich  so  ändert,  bis  ^(^)  =  0  eine  Doppel wurzel 
erhält,  ohne  dass  alle  ^ik  verschwinden,  so  sieht  man,  dass  wir 
die  Verbindende  der  beiden  invarianten  Punkte  als  doppeltzählende 
invariante  Gerade  aufzufassen  haben  und  dass  die  andere  invariante 
Gerade  durch  den  doppeltzählenden  Punkt  geht.  Wir  kommen  also 
zur  Configuration  2  in  Fig.  49. 

Dritter  Fall:  Eine  Wurzel  q 
sei  Doppelwurzel  und  alle  z/,i  seien 
für  sie  gleich  Null.  Hier  giebt  (23) 
bez.  (24)  für  die  Doppelwurzel  nur 
je  eine  Gleichung,  d.  h.  es  ergeben 
sich  als  invariante  Punkte  alle  Punkte 
einer  Geraden,  als  invariante  Geraden 
alle  Geraden  durch  einen  Punkt.  Die 
einfache  Wurzel  liefert  wie  früher 
einen  invarianten  Punkt  bez.  eine 
invariante  Gerade.  Der  invariante 
Punkt  liegt  nicht  auf  der  Geraden 
jener  cx)^  invarianten  Punkte,  da 
sonst  für  sein  q  auch  alle  ^da  Null 
wären.  Entsprechend  gehört  die  ein- 
zelne invariante  Gerade  nicht  zu  den 
obigen  oo^  Daher  ist  nur  die  Con- 
figuration 3  in  Fig.  49  möglich. 

Vierter  Fall :  ^(p)  =  0  besitze 
eine  dreifache  Wurzel,  für  die  jedoch 
nicht  alle  ^da  verschwinden.  Alsdann  liefert  (23)  einen  dreifach- 
zählenden invarianten  Punkt  und  (24)  eine  dreifachzählende  invariante 
Gerade.  Letztere  enthält  ersteren,  denn  die  Punkte  der  invarianten 
Geraden  erfahren  bei  Xf  eine  infinitesimale  projective  Transformation 
unter  sich,  bei  der  bekanntlich  mindestens  ein  Punkt  invariant  bleibt. 
Also  kommt  das  Bild  4  in  Fig.  49. 

Fünfter  Fall :     ^^^  =  0   besitze    eine   dreifache   Wurzel ,    für   die   Fünfter 
alle   Jik  =  0   sind.     (23)   liefert   oo^   invariante   Punkte   längs    einer 


Fig.  49. 


Vierter 
FaU. 
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Geraden,  (24)  oo^  invariante  Geraden  durch  einen  Punkt.  Letzterer 
Punkt  bleibt  in  Ruhe,  muss  also  zu  jenen  oo^  invarianten  Punkten 
gehören.     So  geht  das  Bild  5  in  Fig.  49  hervor. 

Wir  sehen,  dass  sich  die  fünf  Möglichkeiten  invarianter  Punkte 
und  Geraden  genau  so  wie  in  §  3  des  3.  Kap.  ergeben,  aber  unsere 
jetzige  Betrachtungsweise  ist  kürzer  und  übersichtlicher. 

Wenn  wir  nun  den  invarianten  Gebilden  vermöge  passender  pro- 
jectiver  Transformationen  besonders  bequeme  Lagen  erteilen,  so  können 
wir  ohne  Mühe  die  zugehörigen  infinitesimalen  Transformationen  Xf 
ableiten  und  erhalten  damit  auf  neuem  Wege  alle  Typen  von  ein- 
gliedrigen projectiven  Gruppen  der  Ebene. 

Wir  wollen  uns  aber  hiermit  nicht  aufhalten,  sondern  uns  zu 
einem  Probleme  wenden,  das  die  Aufstellung  dieser  Typen  umfasst. 


§  3.     Bestimmung  aller  Untergruppen  der  allgemeinen  linearen 
homogenen  Gruppe  in  drei  Veränderlichen. 

Es  ist  bekannt,  dass  zwischen  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
der  Ebene  (x,  y)  und  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe  in 
drei  Veränderlichen  x^,  x^,  x^  eine  enge  Beziehung  besteht,  die  wir 
auf  geometrischem  Wege  insbesondere  dadurch  herstellten,  dass  wir 
x^,  x^,  x^  als  homogene  Punktcoordinaten  in  der  Ebene  deuteten.  Da 
wir  nun  alle  Untergruppen  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  in 
Kap.  11  schon  bestimmt  haben,  so  wird  es  uns  verhältnismässig  leicht 
sein,  mit  Hülfe  dieses  Zusammenhanges  alle  Untergruppen  der  allge- 
meinen linearen  homogenen  Gruppe  in  x^^  x^,  x^  anzugeben. 
Gleich-  Wir  nennen  zwei  üntergrivppen  der  linearen  homogenen  Gruppe  mit 

vntergr.  i.  einander  gleichberechtigt  innerhalb  dieser  Gruppe,  wenn  die  eine  durch 
homogenen"  Ausübung  einer  linearen  homogenen  Transformation  in  die  andere  über- 
geht.   Für  jede  Schar  von  gleichberechtigten  Untergruppen  suchen  wir 
in   diesem  Paragraphen  einen   Typus  aufzustellen.     Kennen   wir  einen 
solchen,  so  kennen  wir  ja  die  ganze  Schar,  da  sie  durch  Ausführung 
aller    linearer   homogener  Transformationen    aus    dem    Typus '  hervor- 
Gieich-    gehen.     Entsprechend   nennen   wir    zwei   Untergruppen    der   speciellen 
untergr.  d.  linearen  homogenen  Gruppe  mit  einander  gleichberechtigt  innerhalb   der 
homogenen  speciellen    Gruppe,    wenn   die    eine    durch   Ausübung    einer    speciellen 
linearen    homogenen    Transformation    in    die    andere    übergeht.     Wir 
wollen   auch   für   diese   Scharen   gleichberechtigter   Gruppen  je    einen 
Typus  bestimmen. 

Nun  gilt  zunächst  der 
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Satz  12:  Sind  zwei  Untergruppen  der  speciellen  linearen  homo- 
genen Griippe  in  x^,  x^,  %  mit  einander  gleichberechtigt  innerhalb  der 
allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe,  so  sind  sie  auch  mit  einander 
gleichberechtigt  innerhalb  der  speciellen  Gruppe. 

Der  Beweis  ist  ganz  so  wie  der  des  Satzes  10  des  §  4,  5.  Kap., 
nur  dass  statt  der  dortigen  Transformation  Tq  diese  zu  gebrauchen  ist: 

Es  ergeben  sich  hiernach  alle  Typen  von  Untergruppen  der  spe- 
ciellen linearen  homogenen  Gruppe,  indem  man  die  Typen  von  Unter- 
gruppen der  allgemeinen  Gruppe  sucht,  die  in  der  speciellen  Gruppe 
enthalten  sind. 

Ferner  bemerken  wir,  dass  eine  specielle  lineare  homogene  Gruppe 
durch  Ausführung  einer  allgemeinen  linearen  homogenen  Transforma- 
tion S  immer  wieder  in  eine  specielle  übergeht.  Denn  ist  T  eine 
Transformation  der  ersteren  und  hat  S  die  Determinante  ^^  so  hat 
die  durch  Ausführung  von  S  auf  T  hervorgehende  S~^TS  nach  Satz  1, 

§  1,  die  Determinante  —  •  1  •  ^d  =  1,  ist  also  auch  speciell. 

Endlich  sehen  wir  ohne  Mühe  ein:  Sind  zwei  lineare  homogene 
Gruppen  mit  einander  dualistisch  in  der  in  §  2  auseinandergesetzten 
Weise  und  gehört  die. eine  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe 
an,  so  gilt  dasselbe  von  der  andern.     Denn  zur  Transformation 

Xi'=  anx^  -{-  «»-2^2  +  ^i&^s     (*  =  Ij  2,  3) 

ist  nach  §  2  diese  dualistisch: 

Xi'=  AaXy  +  ^f2^2  +  ^»-32:3     (^  =  1,  2,  3), 

in  der  Aih  die  Unterdeterminante  der  Determinante  z/«  =  |  aik  \   hin- 
sichtlich ttik  ist.     Letztere  aber  hat  die  Determinante 

Ist  also  ^a  ==  1 ,  so  ist  auch  |  An,  1  =  1- 
Unser  Problem  zerfällt  also  in  zwei: 

I.  Alle  Typen  von  Untergruppen  der  speciellen  linearen  homo- 
genen Gruppe  zu  finden. 

II.  Alle  Typen  von  Untergruppen  der  allgemeinen  linearen  homo- 
genen Gruppe  zu  finden,  die  nicht  der  speciellen  angehören. 

Zunächst  lösen  wir  das  erste  Problem  ohne  Mühe:    Nach  Satz  8    Erstes 

Problem. 

des  ersten  Paragraphen  ist  jeder  Untergruppe  Xif..Xrf  der  speciellen 
linearen  homogenen  Gruppe  in  Xi,  x^,  x^  eine  Untergruppe  üif..TJrf 
der   allgemeinen   projectiven    Gruppe   in  a;,  y  zugeordnet.     Sind   zwei 

Lie,  Continuierliche  Gruppen.  33 
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Untergruppen  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  innerhalb 
dieser  mit  einander  gleichberechtigt,  so  gilt  dasselbe  von  den  zuge- 
ordneten Untergruppen  der  projectiven  Gruppe  innerhalb  der  letzteren, 
und  umgekehrt.  Die  gesuchten  Typen  von  Untergruppen  der  speciellen 
linearen  homogenen  Gruppe  ergeben  sich  also  sofort,  wenn  wir  die  in 
§  4  des  11.  Kap.  zusammengestellten  Typen  von  projectiven  Gruppen 
in  Xj  y  in  den  homogenen  Veränderlichen  x^,  x^,  x^  schreiben,  wozu 
wir  uns  einer  zum  Schluss  des  ersten  Paragraphen  aufgestellten 
Tabelle  bedienen  können.  So  liefert  z.  B.  die  Gruppe  eines  Kegel- 
schnittes 

p  +  xq    xp-{-2yq    (pc^  —  y)p  +  xyq 

sofort  den  Typus: 
Zweites  Wir  kommen  jetzt  zum  zweiten  Problem:    Wir  suchen  dieieuigen 

Problem.  •'  J         & 

Untergruppen  X^/". .  Xrf  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe, 
die  nicht  vollständig  der  speciellen  Gruppe  angehören.  Da  jede  in- 
finitesimale Transformation  der  speciellen  Gruppe  linear  nach  Satz  4 
des  §  1  aus  den  acht  einzelnen 

XkPh    XiPi  —  XkPk     (*,  Ä;  =  1,  2,  3,    «  4=  ^) 

und  jede  der  allgemeinen  Gruppe  aus  diesen  und  aus 

linear  ableitbar  ist,  so  folgt,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  gesuchten  Gruppe  X^/".  .  X^/*  sich  so  darstellen  lassen: 

Xjf=Yjf+a,U    (i=l,  2..r). 

Hierin  bedeuten  Y-^^f. .  Yrf  specielle  lineare  homogene  infinitesimale 
Transformationen  und  a^  .  .ar  Constanten.  Es  giebt  aber,  wie  man 
sofort  sieht,  U  mit  jeder  speciellen  infinitesimalen  Transformation  Yf 
durch  Klammerbildung  combiniert  Null,  die  Klammeroperation  von 
zwei  Yf  aber  wieder  ein  Yf.     Da  andererseits  nach  dem  Hauptsatz 

r 

{XiXk)  =2  ^'**  ^'f     ii,k  =  l,2..r) 
1 

sein  muss,  so  folgt  also  auch: 

r 

( Y,  Yk)  =^ c.ifc,(r/+  a,U)     (i,  Ä;  =  1,  2  . .  r), 
i 

sodass  notwendig  jede  Summe  UCiksCit  gleich  Null  und 
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r 

1 

ist.  Mithin  sehen  wir:  Y^f.  .  Yrf  erzeugen  für  sich  eine  Untergruppe 
der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe.  Von  dieser  sogenannten 
verkürzten  Gruppe  ausgehend  können  wir  rückwärts  die  gesuchte 
Gruppe  X^f. .  Xrf  bilden. 

Unser  Problem  kommt  also  darauf  hinaus,  zu  den  infinitesimalen 
Transformationen  jedes  der  beim  ersten  Problem  gefundenen  Typen 
von  speciellen  linearen  homogenen  Gruppen  additiv  Glieder  von  der 
Form  Const.  U  hinzuzufügen  und  eventuell  auch  U  für  sich  als  selb- 
ständige infinitesimale  Transformation  hinzuzunehmen,  derart,  dass 
wieder  eine  Gruppe  hervorgeht 

Wir  sehen  übrigens:  Sind  zwei  Gruppen  Y^^f.  .Yrf  nicht  inner- 
halb der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  gleichberechtigt,  so 
sind  es  auch  nicht  die  aus  ihnen  durch  das  skizzierte  Verfahren  her- 
vorgehenden Gruppen  X^f..Xrf  innerhalb  der  allgemeinen  linearen 
homogenen  Gruppe,  denn  geht  Xjf  vermöge  einer  homogenen  linearen 
Transformation  S  in  Xjf  über  und  ist: 

Xjf=Yjf+ajU,    Xjf=Yjf+äjU, 

so  geht  vermöge  S  auch  Yjf  in  Yjf  über,  da  S  specielle  Transforma- 
tionen wieder  in  specielle  überführt. 

Das  noch  zu  erledigende  Problem  kann  nun  in  swei  Teile  zerlegt  TeUnng  des 
werden:  Entweder  enthält  die  gesuchte  Gruppe  C^^aJiPi  +  a;2JP2  +  ^3i'3  Problems. 
selbständig  oder  nicht.     Eine  Gruppe  der  ersten  Art  ist  nie  mit  einer 
der   letzteren  Art    gleichberechtigt,   da  U  nur   mit   sich  selbst  gleich- 
berechtigt ist.     Der  erste  Fall  ist  nun  besonders  leicht  -zu  erledigen : 

Enthält  die  gesuchte  Gruppe  X^f. .  Xrf  die  infinitesimale  Trans-  Gruppen. 
formation  TJ  selbständig,  so  kann  sie  so  geschrieben  werden:  euthaiten. 

XJ..Xr-tf,       U, 

WO  dann 

X,f=Yjf+ajU    0  =  1,  2..  r) 

ist.  Alsdann  gehört  aber  auch  Xjf — ttjü  der  Gruppe  an.  Sie  kann 
darum  so  geschrieben  werden: 

YJ..Yr-xf        ü. 

Die  in  diesem  Fall  gesuchten  Typen  gehen  also  aus  den  im  ersten 
Problem  gesuchten  Typen  von  Untergruppen  der  speciellen  linearen 
homogenen  Gruppe  einfach  dadurch  hervor,  dass  man  zu  allen  diesen 

33* 
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Typen  x^pj^  -\-  x^p^  -\-  x^p^  hinzufügt.     Das  obige   Beispiel   liefert  so 
den  Typus 

Doch  darf  ein  Typus  dabei  nicht  vergessen  werden :    Der  Fall  r  =  1 
liefert  die  eingliedrige  Gruppe  x^p^^  H~  ^2i'2  ~l~  ^sPz  selbst. 

d?ri^^"'-  Endlich  bleibt  noch  der  Fall  zu  erledigen,  alle  Gruppen  X^f..Xrf 

nicht  ent-  zu  bestimmen,  bei  denen  sich  aus 

halten.  ' 

X,f=Y,f+a,U    (i=l,  2..r) 

keine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form  ü  selbst  linear  ab- " 
leiten  lässt.  Wir  wählen  zu  dem  Zweck  irgend  einen  der  im  ersten 
Problem  gefundenen  Typen  Yi/*. .  Fr/"  aus  und  fügen  zu  Zj/". .  Zr/"  ad- 
ditive Glieder  a^  U..arU  hinzu.  Da  nun,  wie  bemerkt,  (  Yi-{-ai  TJ,  Yk-\-ak  U) 
der  speciellen  Gruppe  angehört,  so  werden  wir  zu  den  Yjf,  die  sich 
durch  Klammeroperation  reproducieren,  keine  Glieder  ajU  addieren. 
Diejenigen  Gruppen  Y^f. .  Yrf  also,  die  ihre  eigenen  ersten  derivierten 
Gruppen  sind  (vgl.  §  3  des  18.  Kap.),  geben  zu  keinem  neuen  Typus 
Anlass.  Wir  haben  also  diese  jetzt  bei  Seite  zu  lassen.  Ist  von  einer 
Gruppe  Y^f .  .  Yrf  die  erste  derivierte  Gruppe  dagegen  weniger-, 
sagen  wir  g'-gliedrig,  so  treten  noch  r  —  q  additive  Glieder  a^C  auf. 
Die  r  —  q  Constanten  aj  können  wir  dann  nur  noch  dadurch  even- 
tuell specialisieren,  dass  wir  passende  neue  Veränderliche  vermöge 
einer  linearen  homogenen  Transformation  einführen,  da  die  Klammer- 
operationen, also  der  Hauptsatz,  keine  weiteren  Bedingungen  für  die 
üj  liefern. 
Beispiel.  Beispiel:     Gehen  wir  etwa  von  der  projectiven  Gruppe 

p  -\-  xq    xp  -\-  2yq 
aus,  die  als  Typus  einer  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  liefert : 

^3  Vt  +  ^iP2     ^2  P2  —  ^3  i?3  • 
Sie    giebt    noch    einen   Typus    der    allgemeinen   linearen    homogenen 
Gruppe,  in  dem  U  selbst  auftritt: 

^3Ä  +  ^lP2       ^%P2  —  ^ZPS       ^iPl  +  ^2Ä  +  «^3^3  • 

Ausserdem  haben  wir,  da  die  erste  derivierte  Gruppe  des  ersten  Typus 
^sPi  4"  ^iPi  is^;  noch  die  Gruppe  zu  bilden: 

XJ=XsPi-i-XiPi,    XJ^x^p^  —  x^p^-\-aü    (a  +  0). 

Die  Constante  a  lässt  sich  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher 
vermöge  einer  linearen  homogenen  Transformation  nicht  weiter  specia- 
lisieren, denn  jede  solche  Transformation 
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3 


Xi  =  ^a-ücXk      (*■  =  1,  2,  3) 
liefert; 

3 

Pk=^ciikPi'      (it=l,  2,  3). 

Soll  vermöge  der  Transformation  die  Gruppe  X^f,  X^f  in  eine  von 
derselben  Gestalt  übergehen,  in  der  nur  a  etwa  einen  anderen  Wert 
hat,  so  muss  X^f  gerade  in  sich  —  multipliciert  mit  einer  Zahl  — 
übergehen,  da  X^f  die  einzige  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe 
ist,  die  der  speciellen  Gruppe  angehört,  oder  auch  da  {X^X^^X^f 
ist.     Also  ist  zu  fordern: 

^3 Pl  +  ^lPi  =  ^ i^sPi  +  ^iPi)      (^  4=  0)» 

x^Pi  —  XsPs  -]-  aU  = 

f*«Ä'+  ^iP2)  +  v(x^'p.2—  Vb')+  aü'{v  =[=  0). 

Setzen  wir  hierin  die  obigen  Werte  der  pk  ein,  so  giebt  der  Vergleich 
der  Coefficienten  von  p^'  in  beiden  Relationen: 

aggiCa  —  aggajg  ==(«  —  «  —  v)xs. 

Also  ist  nach  der  ersten  Bedingung  «31  =  «32=0  und  daher  x^'=a^^x^, 
d.  h.  a33=j=0.  Vergleich  der  Coefficienten  von  p/ giebt  weiter  «11=^033, 
also  «n  =1=  0,  ferner  (a  —  ci)(hi  =  ^j  ^^^^  ^  ^=^  ^''  ^^^  zweite  der 
vorstehenden  Bedingungen  liefert  hiernach  noch  v  =  1.  Es  ist  also 
V  :  a  =  1  :  a,  mit  anderen  Worten:  Durch  Einführung  neuer  Variabeln 
kann  a  nicht  specialisiert  werden. 

Wie  in  diesem  Beispiel,  so  kann  man  allgemein  einsehen,  dass 
in  einer  infinitesimalen  Transformation,  die  aus  x^p^,  x^p^,  x^p^  allein 
linear  ableitbar  ist,  die  auftretenden  Constanten  nicht  weiter  speciali- 
siert werden  können.     Denn 

h  ^li>l   +  K ^2i>2  +  ^3 ^3  Pz 

geht  vermöge  der  linearen  Transformation 

3 
(25)  x{  =  ^kaikXk    (i=l,  2,  3) 

über  in 

3  s 

^hXk^atkpl. 
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Soll  dies  die  Form 

^1  '^i  Pi  ~r  ^2  '"'i  P2   I   ^3  -^s  Ps 
haben,  so  muss 

3 

1 
also  nach  (25) 

(A,'_  Xj;)aik  =  0     {i,  /c  =  1,  2,  3) 

sein.  Wäre  nun  A/  weder  gleich  A^,  noch  gleich  Ag  oder  A3,  so  wäre 
a,i  =  a,-3  =  a,-3  =  0.  Da  aber  die  Determinante  |  üiu  \  nicht  Null  sein 
darf,  so  muss  also  jedes  A'  gleich  einem  A  sein,  und  umgekehrt  jedes 
A  gleich  einem  A'.  Die  hervorgehende  neue  infinitesimale  Transforma- 
tion kann  man  aber  dadurch  erhalten,  dass  man  einfach  x-^,  x^,  x^ 
unter  einander  permutiert,  was  natürlich  keinen  Nutzen  hat. 

Wohl  aber  lässt  sich  in  infinitesimalen  Transformationen  Yf-\-aU, 
in  denen  Yf  nicht  aus  x^p^j  X2P2)  ^aPa  allein  linear  ableitbar  ist,  die 
Oonstante  a  häufig  specialisieren. 
Beispiel,  Beispiel:     Die  projective  Gruppe 

q    p  -{-  xq 
liefert  zunächst  die  Typen: 

und 

^zPi    ^aPi  ~r  ^12^2     ^iPi  ~r  ^2p2  "1   ^3i^3' 
Noch  ist  der  Typus 

x^p^  +  aU    XsPi-i-  Xj^p^  +  hU 
zu  untersuchen,  in  dem  a  und  h  nicht  beide  Null  sein  sollen.    Führt 
man  YaXi  und   ax^    als   Veränderliche   x^,  x^  ein,  so  kommt,  wenn 
a  4=  0  ist,  der  Typus 

in  dem  die  Constante  c  sich,  wie  man  zeigen  kann,  nicht  weiter  specia- 
lisieren lässt.     Für  a  =  0  dagegen   ergiebt  sich,  wenn  man  hx2  und 

V-  x^  als  X2  und  x^  benutzt,  der  Typus 

^^3^2     ^sPi  +  ^iP2  -{-U. 

Noch  fügen  wir  hinzu:  Es  empfiehlt  sich  bei  der  Untersuchung 
der  noch  auftretenden  •  Constanten,  zunächst  zu  versuchen,  ob  sie  sich 
durch  lineare  homogene  Transformation  von  der  besonderen  Form 

Xl     ^    AjÄ^j,  X2    =    AgiCg,  X^    ^=    Ag^g 

specialisieren  lassen,  wie  wir  es  in  diesem  Beispiel  gethan  haben. 
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Wir  stellen  nunmehr  alle  Typen  von  linearen  homogenen  Gruppen 
iu  x^,  rCg,  a^g,  so  wie  sie  sich  durch  die  entwickelte  Methode  ergeben, 
in  einer  Tafel  zusammen.  Sie  sind  in  neun  Abteilungen  nach  ihrer 
Gliederzahl  geordnet.     Dabei  sind  jedesmal  diejenigen  Typen,  die 

ü=XiPi  -\-X2P2  +  ^sPs 

als  selbständige  infinitesimale  Transformation  enthalten,  an  das  Ende 
gestellt  und  von  den  übrigen  durch  einen  Querstrich  getrennt.  Die  noch 
auftretenden  Constanten  sind  sämtlich  wesentlich.  Doch  ist  zu  be- 
merken, dass  diese  Constanten  noch  der  einen  Beschränkung  unter- 
worfen sind:  Sie  dürfen  nicht  so  gewählt  werden,  dass  eine  Gruppe, 
die  bei  allgemeiner  Wahl  der  Constanten  U  nicht  als  selbständig  ent- 
hält, doch  bei  der  speciellen  Wahl  U  als  infinitesimale  Transformation 
besitzt,  denn  die  Gruppen,  in  denen  ZJ  besonders  auftritt,  sind  in  der 
Übersicht  schon  besonders  angegeben. 


Znsammenstellniig  aller  Typen  von  linearen  homogenen  Gruppen  in 

drei  Veränderlichen. 


I. 

Neungliedrig: 

- 

^iPl       ^2Pl       ^aPl       ^lP2       ^2P2       ^3P2 

^iPd     ^2Ps     ^sPa 

IL 

Achtgliedrig : 

^li>2     ^iPs      ^zPl      ^\P%      ^iPl      ^3P2      ^iPl 

—  x^ps    x^p^  —  x^ps 

III.    Siehengliedrig: 


^sPi       ^6P2       ^iP2       X2P1       ^iPl       X2P2       X^Pz 

^zPt       X%P2       XxP2       ^xPa       ^iPl       ^2P2       X3P3 

IV. 

Sechsg 

fliedrig: 

x,p^     x^V2    ^iP2    ^2Px     ^iPi  —  ^2P2     x^Py-{-x^p,-JraU 

■    x.,p^     XsPs    x,p^    x^p^  —  x^p^    x^p^    x^p^  +  aU 

. 

^3?'!       X3P2        ^lP2        ^iPl   —  X^Pi        ^iVl        U 
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^iPl       ^SP2       ^iPl  —  ^SPS        ^lP2        «iPs        ü 


^aPi     X3P2     X1P2     ^iPt     ^2P2     ^s: 


V.   Fünfgliedrig: 


^aPi     X^Pi    X1P2    ^iPi  —  XiPi    oe^Pi 


x^Pi    XsPi    x^p^—x^Ps    x^p^    x^ps 


^sPi    ^sP2    ^iP2    o^iPi  +  aU  x^Pi  +  hU 


^sPi  ^zP2  X1P2  a^p  +  ^a  u 


^iPi       ^2Pl       ^iPl       ^2P2      ^hPz  ^sPl       ^sPi       ^iPl       ^lP2      ^ZPZ 


x^p^     X1P2     x^Pi     X.2P2     x^p^ 


VI.    Viergliedrig: 


XsPi    aJgPa    a;ii>2    aXiPi+bx^p^  +  cXsPs 


^zPi     ^iP2     ^iP2  +  Ü'    XiPi+  X2P2  -f  all 


^sPx  +  ^    ^3Ä     ^iPi     ^2P2  -\-  all 


^lP2       ^iPl  —  ^2^2       ^2Ä       ^iPl  +  ^2P2  +  «C^ 


^sPi     ^3P2    x^Pi+aU    x^p^  +  bü 


^zP2    ^iP2     x^Pi-^aU    x^Pi  +  hU 


^sPl     ^3Ä     ^lÄ     U  x^p^     XsPi+x^p^     x^Pi—Xf^p^     U 


3^iP2      ^\P2       ^sPl+^sPs       U 
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^Si'l       ^Si^a       Xl^Pl+^lP2  +  ^2P2        ü 


^iP2     ^iPx—^^Pi     ^iPx     CT 


^zPx     ^sP2     ax^pi  +  hx^p^     U 


^zPi       ^\P2       O.^xPx  +  ^^2P2        U 


^zPi       ^iPl       ^2P2       ^%P% 


^sPl  +  ^lP2        ^2P2  —  ^%P%        ^XP%  +  ^2Ä         ^ 


VII.    Dreigliedrig: 


x^P2     ^sPi  +  ü^    ^xP2  +  U  XsP2     x^p^     rrgPi  +  U 


X3P1        XsP2       ^iP2  +  ü 


X3P1     X3P2    ^1. 


X3P2       ^zPl   +  ^lP2        ^21^2  —  ^3^3  +  «^ 


X3P2    X1P2    X3P1  -i-x^Pi  +  aU 


^2Pi     x^P2    XiPi  +  Xip^  H-  X2P2  +  aU 


X1P2      X^Px  —  X2P2      X^Pi 


^SPX        X^P2       CtX^Px   +  ^^2Ä  +  CXsPs 


XiP2        X^P2        0,X^Px  +  &^2i>2  +  <^%Ä 


^3^2    x^Px  +  O'ü   x^p^  +  lü         X3P1     XsP2  +  U    x^pi  +  all 


X3P2     ^1^2  +  U    x^Px  +  ^2i^2  +  aU 


X3PX  4-  X^P2        ^2P2  —  X^Ps       ^XPS  +  X2P1 


X3P2        X^Px  +  XiPi        U  X^p^        X^p,  +  ^»2^2        ü 


X1P2     XiPi  +  x^p^     U    \     \     Xsp^     ax^pi  +  hx^p^     U 
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^sPi      ^3^2      U 


fsÄ     ^iPi     U 


^iPi     X2P2     ^bPs 


%  Vx  +  ^i  P2     x^Pi  —  ^sPs      ü 


VIII.   Zweigliedrig . 


^3^2  +  ^     ^sPi  +  ^iP2  +  aU 


^zP%     ^zPx-\-^Ah-\-'ü 


^zPi     ^aPs.  "T  ^1  Pi 

^v,ih    y^%i\-^  ^iVt-\-  (lU 

^iPt     x^p^  +  x^p.2  +  all 


a-gp,    ax^Pi  -\-  bx^p^  +  cx^p^ 


^zPi  +  C^    ^iPt  +  «?7 


^3^2      ^lÄ  +  »^ 


^3i?l         ^3^2  +   C/" 


•^iPl       X^P2 


^zP2  ^U  x^p^-\-TJ 


^ZP2        ^xP2  +   ^ 


X^P2       ^1. 


XiPi  +  «C^    ä;2Ä  4-  ^U 


x^p^  +  öf^2P2     ^    a  =f=  0,  1 


^3Pl+^2P2         C^ 


3^32^1  4-3^1^2         U  X^Pi       ü  I       %P2       ü 


IX.   Eingliedrig. 


XiPi -\- ax^p^ -{- hU    CT  4=  0,1  ^sl'i +^2Ä  +  *f^ 


^3Ä  +^ll>2  +  C^ 


^3Ä   +  ^lP2 


XiPi  +  «^ 


^3^2  +  U 


X^P2 


U 


§  4.  Verallgemeinerungen  auf  w  Veränderliche. 

Die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  für  lineare  homogene 
Gruppen  in  drei  Veränderlichen  entwickelten  Theorien  lassen  sich  zum 
grossen  Teil  ohne  weiteres  auf  den  allgemeinen  Fall  von  n  Veränder- 
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liehen  ausdehnen.  Wir  wollen  einige  Sätze  über  die  linearen  homo- 
genen Gruppen  in  beliebig  vielen  Veränderlichen  aufstellen.  Die  Er- 
gebnisse werden  zum  Teil  im  nächsten  Paragraphen  weiter  verwertet 
werden. 

Wir  betrachten  also  lineare  homogene  Transformationen  in  n 
Veränderlichen  x^  . .  Xn.  Dabei  wollen  wir  diese  Veränderlichen  als 
liomogene  Punktcoordinatm  in  einem  Baume  Hn—i  von  n  —  1  Dimensionen 
deuten.     Schreiben  wir  eine  solche  lineare  homogene  Transformation : 

{2Q)  xl=  aaXi  H f-  UinXn     (»  =  1,  2  ..n) 

in  den  nicht -homogenen  Punktcoordinaten 

£'  =  ^     (i  =  1,2  ••«-!), 
so  lautet  si«:  • 

(^'^         ^'°«..l.  +  --  +  <.„.-x8.-.  +  -„.    0  =  1-  2.. »-1), 

und  dies  ist  die  allgemeine  Form  einer  sogenannten  projectiven  Trans-  *''"J-  ^'f- 
formation  im  Räume  JRn—x  von  n  —  1  Dimensionen  mit  den  Punkt-  "" 
coordinaten  j^  . .  j„_i.  Die  transformierten  Veränderlichen  5/. .  jn_i 
sind  linear  gebrochene  Functionen  der  ursprünglichen  Veränderlichen 
Ji . .  jn_i  mit  demselben  Nenner.  Für  w  =  2,  3  deckt  sich  die  jetzige 
Definition  der  projectiven  Transformation  mit  den  früher  für  die  Ge- 
rade und  die  Ebene  gegebenen  Definitionen. 

Da  die  homogene  Form  (26)  aber  bequemer  als  die  nicht-homo- 
gene (27)  ist,  weil  sie  das  ünendlichferne  in  derselben  Weise  zu  be- 
handeln gestattet  wie  das  Endliche,  so  benutzen  wir  in  diesem  Para- 
graphen nur  die  homogene  Form  (26). 

Betrachten  wir  insbesondere  eine  infinitesimale  projective  Trans- 
formation des  Bn—i,  also  eine  infinitesimale  lineare  homogene 
Transformation  in  x^  . .  x»: 

n 

xf^yJyjaikXkPi. 

Nur  nebenbei  bemerken  wir,  dass  sie  geschrieben  in  den  nicht -homo- 
genen Coordinaten  i^^  .  .-jCn—i  die  Form  annimmt: 

n  —  l 

(28)      \  ,  ' 

^  n  —  X/n  —  X  \  n  —  l  /«  — 1  \ 

d.  h.  allgemein  linear  ableitbar  ist  aus  den  n^  —  1  einzelnen; 
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Invariante 
Punkte. 


(i,  Ä;  =  l,  2..W  — 1). 

Suchen  wir  die  bei  Xf  invarianten  Funkte  (x^:--:x,^,  so  haben  wir 
wie  in  §  2  zu  verfahren:  Der  Punkt  {x^:-':Xn)  bleibt  bei  Xf  invariant, 
wenn  die  Incremente,  die  x^  .  .  Xn  erfahren,  proportional  x^  . .  Xn  sind, 
wenn  also  eine  Grösse  q  existiert  derart,  dass 

Xxi  ^  ^k  aaXk  ==  QXi     (i  =  1,  2  .  .  n) 

ist.     Dies  sind  n  lineare  homogene  Gleichungen  in  x^  . .  x»: 

(29)  anx^  -\ 1-  (an  —  Q)Xi-\ 1-  Ui^Xn  =  0     (*  =  1,  2  . .  w), 

deren  Determinante 


^(?)^ 


Q     « 


'•21 


««1 


12 


«22   —  Q 


CCni 


CCln 

azn 


=  0 


sein  muss,  wenn  es  überhaupt  einen  invarianten  Punkt  {x^ ;  •  • :  x^  giebt. 
Man  hat  daher  q  als  Wurzel  der  Gleichung  z/(^)  =  0  zu  wählen,  die 
sicher  mindestens  eine  Wurzel  besitzt,  da  sie  stets  vom  w*®'^  Grade 
ist.  Setzt  man  eine  Wurzel  q  in  (29)  ein,  so  erhält  man  ein  Glei- 
chungensystem, das  sicher  ein  nicht  völlig  verschwindendes  Lösungen- 
system x^  .  .Xn  besitzt.  Es  giebt  mithin  stets  mindestens  einen  in- 
varianten Punkt. 

Satz  13:    Jede  infinitesimale  Transformation 

n 

1 
in  den  homogenen  PunJctcoordinaten  x^  .  .Xn,  also  jede  infinitesimale  pro- 
jective  Transformation  eines  Raumes  von  n  —  1  Dimensionen  lässt  min- 
destens einen  PunM  (xi'.-'iXn)  in  Rulie. 

Im  allgemeinen  Fall,  dass  ^(^^  =  0  gerade  n  verschiedene  Wur- 
zeln hat,  verschwinden  bekanntlich  nicht  alle  (n  —  1)- reihigen  Unter- 
determinanten der  Determinante  ^(q),  und  die  Gleichungen  (29)  geben 
dann  für  jede  Wurzel  q  gerade  einen  invarianten  Punkt,  da  sie  die  Ver- 
hältnisse von  Xj^.  .  Xn  vollständig  bestimmen.  Es  ist  aber  auch  möglich, 
dass  die  Gleichung  ^(p)  =  0  mehrfache  Wurzeln  besitzt.  Verschwinden 
für  eine  solche  nicht  alle  (w  —  1) -reihigen  Unterdeterminanten  von 
^(0,  so  liefert  sie  einen  invarianten  Punkt,  den  man  sich  als  eine 
Anzahl  unendlich  benachbarter  invarianter  Punkte,  also  als  einen  mehr- 
fachen   invarianten    Punkt    vorstellen    kann.     Sobald    aber    für    eine 
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Wurzel  Q  alle  (n — l)-reihigen,  sagen  wir  allgemein  alle  (n  —  q)- 
reihigen,  nicht  aber  alle  (n  —  q — 1)- reihigen  ünterdeterminanten 
von  ^(Q)  verschwinden,  —  und  das  kann  bekanntlich  nur  bei  mehr  als 
^-fachen  Wurzeln  unter  Umständen  vorkommen  — ,  so  reducieren  sich 
für  diese  Wurzel  die  Gleichungen  (29)  auf  nur  n  —  q  —  1  von  ein- 
ander unabhängige  Gleichungen  und  bestimmen  daher  eine  g-'fach  aus- 
gedehnte ebene  Mannigfaltigkeit  Mg,  deren  sämtliche  oo«  Punkte  ein- 
zeln in  Ruhe  bleiben. 

Zu  jeder  Wurzel  q  von  ^(^)  =  0  gehört  also,  allgemein  ge- 
sprochen, eine  gewisse  ebene  Mannigfaltigkeit  von  lauter  invarianten 
Punkten,  die  sich  insbesondere  auf  einen  einzigen  Punkt  reducieren 
kann.  Es  fragt  sich,  ob  sich  durch  Benutzung  aller  Wurzeln  q  ein 
und  derselbe  invariante  Punkt  mehrmals  ergeben  kann,  d.  h.  ob  die 
zu  zwei  verschiedenen  Wurzeln  p^,  q^  gehörigen  ebenen  Mannigfaltig- 
keiten von  lauter  invarianten  Punkten  etwa  Punkte  gemein  haben. 
Die  Punkte  {x)  der  einen  Mannigfaltigkeit  genügen  den   Gleichungen 

n 

^CiikXk  =  Q^Xi      («  ==  1,  2  . .  w), 

1 

die  der  anderen  den  Gleichungen 

n 

'yl  ttikXk  =  Q^Xi    (*  =  1,  2  . .  m). 

Soll  ein  Punkt  (x)  beiden  Mannigfaltigkeiten  gemein  sein,  so  muss 
für  ihn  also: 

(?i  — (>2>.  =  0      (*=1,  2..n), 

d.  h..  x^  =  •  •  =  Xn  =  0  sein.  Dieses  Wertsystem  ist  jedoch  bei  homo- 
genen Coordinaten  ausgeschlossen.  Die  beiden  Mannigfaltigkeiten  haben 
also  keinen  Punkt  gemein,  sie  sind,  wie  man  auch  sagt,  zu  einander 
windschief. 

Man  kann  hiernach  alle  Möglichkeiten  der  Configuration  der  in- 
varianten Punkte  überblicken,  wenn  man  noch  einen  für  den  Fall 
w  =  3  schon  in  §  1  des  2.  Kap.  erkannten  Satz  berücksichtigt: 

Satz  14 :  Eine  projedive  Transformation  eines  Raumes  von  n  —  1 
Dimensionen  lässt  alle  Punkte  dieses  Eaumes  in  Ruhe,  sobald  sie  n  -{-  1 
Punkte  in  Ruhe  lässt,  die  nicht  sämtlich  in  einer  ebenen  Mannigfaltigkeit 
von  niederer  Bimensionenmlil  gelegen  sind. 

Dieser  Satz  ist  offenbar  bloss  ein  Specialfall  des  folgenden: 

Satz  15 :  Es  giebt  eine  und  nur  eine  projedive  Transformation  eines 
Raumes  von  n — 1  Dimensionen,  die  w-f-1  bestimmte  Punkte  dieses  Raumes, 
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von  denen  n  nicht  derselben  ebenen  (n  —  2)  fach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit angehören,  in  n  -\-  1  bestimmte  PunJcte  gleicher  Art  überführt 

Soll  nämlich  eine  projective  Transformation  n  Punkte  allgemeiner 
Lage  in  n  ebensolche  überführen,  so  lässt  sich  dies  auch  so  aus- 
drücken:  Sie  soll  n  Mannigfaltigkeiten  allgemeiner  Lage 

Ijix^  -\ f-  IjnXn  =  0     (j  =1,  2  ..n) 

in  n  andere  ebene  Mannigfaltigkeiten  allgemeiner  Lage  überführen: 

ljiOO,'+  '  •  +  lj:x:=  0     (i  =  1,  2  . .  n). 
Dies  giebt  für  die  transformierten  Variabein  die  Bedingungen: 

(30)       Z/l'<H h  ljnOCn  =  Qj{ljlXi  -\ h  IjnXn)       (j  =  1,    2  .  .  w), 

deren  Auflösung  nach  den  Xi'  die  Transformation  darstellt.  Sie  enthält 
n  willkürliche  Constanten  q^  .  .  Qn-  Soll  aber  noch  ein  gegebener  Punkt 
(Xi)  in  einen  gegebenen  Punkt  (x{)  übergehen,  so  giebt  dies  Bedingungen 

h'W  -\ h  hn^n  =  ^QjQjX^l  H f-  ?;»^«)       (i  =  1;    2  .  .  w), 

die  Q^.  .  Qn  bis  auf  einen  Factor  6  bestimmen.  Die  durch  Auflösung 
von  (30)  hervorragende  Transformation  hat  also  nur  rechts  einen  un- 
bestimmten Factor  6,  der  aber  bei  Einführung  nicht-homogener  Coor- 
dinaten  auch  fortfällt. 

Wir  können,  da  nach  Satz  13  sieher  ein  Punkt  {x^:-'  -.xj^)  bei 
Xf  in  Ruhe  bleibt,  als  neues  Coordinatensystem  ein  solches  {x{:-':x^ 
wählen,  dass  dieser  Punkt  mit  der  n^^  Ecke  des  neuen  Coordinaten- 
systems  zusammenfällt,  dass  also  für  ihn  x^ .  .  ^„_i  gleich  Null  werden. 
Es  geschieht  dies  z.  B.  bei  der  Substitution  ^ 

Xi  =  Xn^Xi  —  Xi^Xn       (»  =  1,    2  .  .  M  1), 

•A^n  —~  •*'n  ■*'n  j 

also  bei  Ausführung  einer  passenden  projectiven  Transformation  des 
Mn—x,  bei  der  X/"  wieder  in  eine  infinitesimale  lineare  homogene 
Transformation  in  x.^. .  Xn  übergeht.     Denken  wir  uns, 

n 

Xf^^^UikXkPi 
1 

sei   schon  von   vornherein   auf   eine    solche   Form    gebracht,    so    ist 

Xxi  ^  ^k  atkXk  für  den  invarianten  Punkt  (0 :  •  • :  0 : 1)  von  der  Form 

ai„.  Es  müssen  also  dann  alle  a,»  niit  Ausnahme  von  ccn»  Null  sein. 
Somit  hat  Xf  die  Form: 

w  — 1  n 

Xf  =^^  CCik  Xk  Pi  +2  «ni  ^kPn . 
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Bei  dieser  Transformation  werden  die  oo""^  Strahlen  durch  den  in-^g^rahielf' 
Varianten  Punkt  (0 :  •  • :  0 : 1)  unter  einander  vertauscht,  da  Xf  jede  ^"p°,^^°^- 
ebene  Mannigfaltigkeit  wieder  in  eine  ebene  Mannigfaltigkeit  überführt. 
Wollen  wir  wissen,  wie  diese  Vertauschungen  beschaffen  sind,  so  haben 
wir  zunächst  geeignete  Coordinaten  für  diese  Strahlen  einzuführen. 
Da  nun  jeder  Punkt  (x^:'-:x„)  einen  solchen  Strahl  bestimmt  und  auf 
seinem  Strahle  verbleibt,  wenn  die  Verhältnisse  von  Xi  . .  Xn—i  unge- 
ändert  bleiben,  aber  Xn  beliebig  geändert  wird,  so  können  wir  x^,.Xn—i 
als  homogene  Coordinaten  der  oo"~^  Strahlen  durch  den  invarianten 
Punkt  (0:":0:1)  auffassen.  Diese  Strahlen  {x^: ' • : Xn—\)  werden  also 
bei  Xf  vermöge  der  verkürzten  infinitesimalen  linearen  homogenen 
Transformation  ^_j 


unter  einander  vertauscht.  Ein  Strahl  (Xj^:--:x„—i)  ist  invariant,  wenn 
für  ihn  alle  X'xi  proportional  den  Xi  sind.  Diese  Bedingung  ist  genau 
dieselbe,  wie  für  die  Invarianz  eines  Punktes  {Xi'.'-zXn)  bei  Xf.  Es 
liegt  dies  darin,  dass  überhaupt  ein  durch  Jiomogene  Coordinaten  be- 
stimmtes Gebilde  nach  dem  Begriffe  der  homogenen  Coordinaten  dann 
und  nur  dann  invariant  bleibt,  wenn  die  Incremente  seiner  Coor- 
dinaten den  Coordinaten  proportional  sind. 

Also  genau  so,  wie  bei  Xf  sicher  ein  invarianter  Punkt  existiert, 
ist  bei  X'f  und  daher  auch  bei  Xf  mindestens  ein  durch  den  in- 
varianten Punkt  gehender  invarianter  Strahl  vorhanden.  Durch  Aus- 
führung einer  passenden  linearen  homogenen  Transformation  von 
x-^  .  .  Xn—i  lässt  sich  nun  auch  erreichen,  dass  dieser  Strahl  die  Kante 
wird,  welche  die  beiden  Ecken  (0:--:0:l)  und  (0:«-:l:0)  des  Coor- 
dinatensystems  verbindet. 

Nehmen  wir  an,  Xf  sei  schon  auf  eine  solche  Form  gebracht, 
sodass  also  Xf  den  Punkt  (0 :  •  • :  0 : 1)  und  die  Gerade  von  ihm  nach 
dem  Punkt  (0 :  •  • :  1 : 0)  in  Ruhe  lässt. 

Alsdann  müssen  in 

n — 1  w 

Xf  =^^  CCikXkPi  +^  CCnkXkPn 
1  1 

die  Incremente  von  07^ .  .  Xn—2  für  x^  =  0,  . .  Xn—2  =  0  verschwinden, 
d.  h.  es  müssen  «i,  „_i . .  ««— 2,  «— 1  sämtlich  Null  sein,  sodass  Xf  die 
Form  hat: 

n  —  2 n — 1  •  « 

Xf  =  ^  ^  Kik XkPi  -\-^an-lkXkPn-l  -{- ^  ^^nk XkPn  - 
11  1 

Da  Xf  jede   ebene  Mannigfaltigkeit  wieder   in    eine  solche  um- 
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Transf.  derv\^andelt,  SO  Werden  bei  Xf  alle  oo"— '  ebenen  zweifach  ausgedehnten 
durch  inr.  Mannigfaltigkeiten  M^,  die  durch  den  betrachteten  invarianten  Strahl 
gehen,  unter  sich   vertauscht.     Wir  können  nun  Xi..Xn—2  als  Jiomo- 
gene  Coordinaten  dieser  M2  benutzen,  sodass  die  M^  bei  Xf  die  zwei- 
mal verkürzte  infinitesimale  Transformation 


X"/"^ /f  y^cCikOCkPi 


erfahren,  u.  s.  w. 


1 


Wir  können  also  die  früheren  Schlüsse  fortwährend  wiederholen. 
Indem  wir  jedesmal  eine  passende  lineare  homogene  Transformation 
auf'  Xf  ausführen,  deren  gesamte  Aufeinanderfolge  natürlich  schliess- 
lich einer  einzigen  äquivalent  ist,  gelangen  wir  schliesslich  zu  einer 
besonderen  Form  von  Xf.  Die  Invarianz  jenes  Strahls,  einer  ebenen 
J/g  u.  s.  w.  gilt  natürlich  auch  für  die  ursprüngliche  infinitesimale 
Transformation  Xf.     Wir  sprechen  daher  das  Theorem  aus: 

Theorem  34:     Jede  infinitesimale  lineare  homogene  Trans- 
ca.noniiche, foYmation  Xf  in   n  Veränderlichen  x.  .  .  x„  Jcann  durch   Äus- 

Form  einer'  '  ■'■ 

^"^^■^i^-führung  einer  passenden  linearen  homogenen  Transformation 
auf  die  Form : 

«11  ^lÄ  +  («21^1  +  «22^2)^2  +  •  •  +  (cCalXi  -\ h  a^nXn)Pn 

gebracht  werden.  Deutet  man  x^  . .  Xn  als  homogene  Punkt- 
coordinaten  eines  (w  —  l)fach  ausgedehnten  Raumes  B„-.t,  so 
kann  man  dies  auch  so  aussprechen:  Jede  infinitesimale  pro- 
jective  Transformation  des  JR„_i  lässt  mindestens  einen  Punkt, 
mindestens  eine  durch  diesen  gehende  Gerade,  mindestens  eine 
durch  letztere  gehende  zweifach  ausgedehnte  ebene  Mannig- 
faltigkeit u.  s.  w.  invariant 

Ausserdem  haben  wir  gefunden: 

Satz  16:  Durch  jede  bei  einer  infinitesimalen  projectiven  Trans- 
formation eines  Raumes  R^—i  invariante  ebene  qfach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeit geht  mindestens  eine  ebenfalls  invariante  ebene  {q  -\-  \)fach  aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit. 

Im  Falle  w  =  3  haben  wir  diese  Ergebnisse  in  den  Sätzen  1 
und  2  des  §  1,  3.  Kap.,  schon  ausgesprochen. 

Für  w  =«  4  folgt:  Bei  jeder  infinitesimalen  projectiven  Transfor- 
mation des  gewöhnlichen  Raumes  bleibt  mindestens  ein  Punkt  in- 
variant; durch  jeden  invarianten  Punkt  geht  mindestens  eine  invariante 
Gerade  und  durch  jede  invariante  Gerade  mindestens  eine  invariante 
Ebene. 
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Wir  wollen  nicht  unterlassen,  noch  auf  ein  wichtiges  allgemeines 
Ergebnis  hinzuweisen:  Unsere  obigen  Betrachtungen  lehren,  dass  bei 
einer  infinitesimalen  projectiven  Transformation  des  Rn—i  alle  durch 
eine  invariante  ebene  qiach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  Mq  gehenden 
ebenen  Mq  +  i  bei  geeigneter  Coordinatenwahl  ebenfalls  projectiv  trans- 
formiert werden.  Hierauf  beruht  eben  unser  Theorem.  Die  geeignete 
Coordinatenwahl  besteht  nach  dem  Obigen  darin,  dass  als  homogene 
Coordinaten  der  -Mq+i  gewisse  lineare  homogene  Functionen  der  Coor- 
dinaten  x^  .  .  x„  benutzt  werden. 

Das  hiermit  ausgesprochene  Princip  ist  in  der  Theorie  der  pro- 
jectiven Gruppen  überhaupt  von  Wichtigkeit.  Wir  werden  dies  noch 
weiterhin  einsehen. 

Oben  wurde  besonders  betont,  dass  die  bei  X/*  invarianten  Punkte 
ebene  Mannigfaltigkeiten  bilden,  die  zu  einander  windschief  sind, 
Mannigfaltigkeiten  also,  die  von  einander  isoliert  sind.  Der  Raum  der 
00""^  Strahlen  durch  einen  invarianten  Punkt  wird,  wie  wir  sahen, 
bei  Xf  auch  projectiv  transformiert.  Die  invarianten  Strahlen  ordnen 
sich  daher  entsprechend  in  ebene  Mannigfaltigkeiten  an,  die  ausser 
dem  einen  invarianten  Punkt  keinen  Punkt  gemein  haben.  Ent- 
sprechendes gilt  von  den  invarianten  ebenen  M2  durch  einen  dieser 
invarianten  Strahlen.  Sie  ordnen  sich  in  ebene  Mannigfaltigkeiten 
an,  die  ausserhalb  des  Strahles  keinen  Punkt  gemein  haben,  u.  s.  w.  *). 

Wir  wollen  hiervon  eine  wichtige  Anwendung  machen,  zu  der 
wir  aber  einige  Sätze  vorausschicken  müssen: 

Satz  17 :     Enthält   eine   r-gliedrige  Gruppe  Gr  eines  Raumes   eine  invariante 

Mannig- 

invariante   s-gliedrige  Untergruppe  g,,   und  lässt  diese   Untergruppe  g   faitigkeu 

*     bei  inv. 

eine  Mannigfaltigiceit  M  invariant,  so  lässt  diese  Untergruppe  auch  jede  untergr. 
MannigfaltigTceit   invariant,    die   aus  M  durch  Ausfühnihg  irgend  einer 
Transformation   der  gansen   Gruppe   Gr  hervorgeht.     Wenn    die  g^  die 
Punkte  von  M  gerade  q-gliedrig  (q^s)  transformiert,    so  gilt  dasselbe 
für  die  Punkte  jeder  dieser  neuen  Mannigfaltigkeiten.  ■ 

Zum  Beweise  erinnern  wir  an  die  Definition  der  invarianten 
Untergruppen  in  §  3  des  18.  Kap.  Danach  ist  g,  eine  invariante 
Untergruppe    von    Gr,   wenn    die    ebene    Mannigfaltigkeit,    die   g^   im 


*)  Die  im  Texte  aufgestellten  Sätze  über  das  Verhalten  von  Punkten  und 
ebenen  Mannigfaltigkeiten  bei  einer  infinitesimalen  projectiven  Transformation 
gelten  offenbar  auch  für  endliche  projective  Transformationen.  Diese  Sätze  hin- 
sichtlich nur  einer  Transformation  unterscheiden  sich  nur  in  der  Form  von 
Theorien,  die  wohl  Cauchy  zuerst  formuliert  hat;  die  allgemeinen  gruppen- 
theoretischen Sätze  des  Textes  dagegen  gehören  Lie. 

Lie,  Continuierliche  Gruppen.  34 
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Räume  der  adjungierten  Gruppe  von  Gr  darstellt,  bei  der  adjungierten 
Gruppe  invariant  bleibt,  d.  h.  wenn  jede  Transformation  S  von  g^  ver- 
möge irgend  einer  Transformation  T  von  Gr  wieder  in  eine  Trans- 
formation S'  =  T~'^ST  von  ga  übergeht.  Ist  nun  M  bei  allen  S  in- 
variant, so  ist 

d.  h.  die  Mannigfaltigkeit  (M)T,  die  aus  M  vermöge  T  hervorgeht, 
ist  auch  bei  allen  Transformationen  S'  von  g^  invariant.  S'  stellt  näm- 
lich in  der  That  ebenso  wie  S  alle  Transformationen  von  g^  dar,  denn 
es  ist  auch  umgekehrt  TS'T~^  =  S. 

Wenn  ferner  die  Punkte  von  M  vermöge  der  gg  gerade  von  oo« 
verschiedenen  Transformationen  unter  einander  vertauscht  werden,  so 
gilt  dasselbe  von  den  Punkten  der  Mannigfaltigkeit  {M)T,  denn  wenn 
Si  und  ^2  die  Punkte  von  M  in  derselben  oder  in  verschiedener 
Weise  unter  sich  transformieren,  so  gilt  dasselbe  von  den  zugehörigen 
/S;=  T-^S^T  und  S.;=^  T-'S^T  bei  der  Mannigfaltigkeit  (Jf)T,  da 
ja  Sj^  und  S^'  aus  S^  und  >S'2  durch  Ausführung  von  T  hervorgehen. 
Isolierte  Wir  führcu  nun  den  Begriff:    isolierte  invariante  Manniqfaltiqlxit 

inv.Mannig-    ^  ^  _         °  _  .  . 

faltigkeit.  ein.  Wcuu  die  Gruppe  g^  einzelne  discrete  Punkte  oder  einzelne  discrete 
Curven  u.  s.  w.  in  Ruhe  lässt,  so  nennen  wir  diese  invarianten  Mannig- 
faltigkeiten isoliert.  Wenn  g^  dagegen  z.  B.  alle  Punkte  einer  Curve 
in  Ruhe  lässt,  so  nennen  wir  diese  Punkte  nicht  isolierte  invariante 
Punkte.  Ebenso  heissen  unendlich  viele  einzeln  invariante  Curven, 
die  eine  Fläche  erzeugen,  nicht  isolierte  invariante  Curven,  u.  s.  w. 
Allgemein  sagen  wir:  Eine  bei  der  Gruppe  gg  invariante  Mannig- 
faltigkeit M  lieisst  isoliert,  wenn  es  keine  continuierliche  Schar  von 
invarianten  Mannigfaltigkeiten  giebt,  der  M  angehört,  derart,  dass  die 
Punkte  jeder  dieser  Mannigfaltigkeiten  bei  Qs  gleichviel -gliedrig  trans- 
formiert werden. 

Wenn  also  z.  B.  g^  cx)^  Ebenen  im  gewöhnlichen  Räume  in  Ruhe 
lässt,  die  eine  continuierliche  Schar  bilden,  und  wenn  jede  dieser 
Ebenen  g'-gliedrig  in  sich  transformiert  wird,  nur  eine  einzelne  der 
Ebenen  weniger  als  g;- gliedrig,  so  ist  diese  eine  isolierte  invariante 
Mannigfaltigkeit. 

Ist  nun  gg  wieder  eine  invariante  Untergruppe  von  Gr  und  besitzt 
gg  eine  isolierte  invariante  Mannigfaltigkeit  M,  so  geht  diese  nach 
dem  soeben  bewiesenen  Satze  bei  Ausführung  aller  Transformationen 
von  Gr  in  ebenfalls  bei  gg  invariante  Mannigfaltigkeiten  über.  Da  M 
isoliert  ist  und  andererseits  dieser  Übergang  doch  continuierlich  voll- 
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zogen  werden  kann,  weil  die  Gruppe  Gr  continuierlich  ist,  so  ist  dies 
nur  so  denkbar,  dass  M  überhaupt  dabei  stets  in  sich  übergeht,  d.  h. 
dass  M  bei  der  ganzen  Gruppe  Gr  in  Ruhe  bleibt.  Wir  finden  also: 
Satz  18 :  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  eines  Baumes  eine 
invariante  s-gliedrige  Untergruppe  g^,  und  besitzt  letztere  eine  isolierte 
invariante  Mannigfaltigkeit  M,  so  bleibt  diese  Mannigfaltigkeit  M  auch 
bei  der  ganzen  Gruppe  Gr  invariant. 

Wir  wenden    diesen  Satz   und   das  'Frühere    auf   eine    besondere  Projective 

'  Gruppen 

Kategorie  von  proiectiven  Gruppen  an :  von  besond 

°  ^      *'  .  .  Zusammen- 

Es  liege  eine  r-gliedrige  projective  Gruppe  Gr  unseres  Raumes  setzung. 
B„—i  vor,  die  eine  (r  —  l)-gliedrige  invariante  Untergruppe  Gr—i  be- 
sitze. Diese  (r —  l)-gliedrige  Untergruppe  Gr—i  soll  ihrerseits  wieder 
eine  (r  —  2)-gIiedrige  invariante  Untergruppe  G,— 2  besitzen,  die  also 
nicht  notwendig  auch  in  der  Gruppe  Gr,  sondern  eben  nur  in  der 
Gruppe  Gr—i  invariant  sein  soll.  Entsprechend  besitze  Gr—2  eine  in- 
variante Untergruppe  Gr—s  u.  s.  w.,  bis  wir  schliesslich  zu  einer  ein- 
gliedrigen Untergruppe  Gi  kommen. 

Wählen  wir  als  infinitesimale  Transformation  Xj^f  die  von  G^, 
als  Xif  Xg/  die  von  G,^,  ....  endlich  als  infinitesimale  Transforma- 
tionen Xif..Xr—ifdie  von  Gr—i,  als  Xj^f..Xrf  die  von  Gr  selbst, 
so  drückt  sich  unsere  Voraussetzung  nach  §  3  des  18.  Kap.  dadurch 
aus,  dass  die  Klammerausdrücke  die  Form  haben: 

(X1Z2)  ^CjaiXi/", 

( ^1  ^3)  ^  ^131  ^lf-\-  <^132  ^2  ff       (^2  ^s)  ^  <^31  ^if-h  ^232  ^2  f 

u.  s.  w.,  also  allgemein: 

t+*— 1 

(31)  {Xi Xi  +  A.)  ^  ^«  C-,  i+k,  sXsf 

1 
(i=l,  2..r— 1,      Jc  =  l,2..r  —  i). 

Gl  oder  X^f  besitzt  nach  dem  Früheren  im  Bn—i  eine  Anzahl  wind- 
schiefer ebener  Mannigfaltigkeiten  M  von  einzeln  invarianten  Funkten. 
Jede  dieser  Mannigfaltigkeiten  M  ist  also  einzeln  invariant  und  wird 
durch  Gl  nullgliedrig  in  sich  transformiert,  ist  daher  eine  isolierte  in- 
variante Mannigfaltigkeit.  Denn  jede  invariante  Mannigfaltigkeit,  die 
von  dieser  einen  unendlich  wenig  verschieden  wäre,  enthält  sicher 
nicht  lauter  einzeln  invariante  Punkte,  wird  also  durch  Gi  mindestens 
eingliedrig  transformiert.  Nach  Satz  18  bleibt  jede  isolierte  Mannig- 
faltigkeit M  auch  bei  der  G^  oder  X^f,  X^f  invariant.  Nun  wird  die 
Crg  die  Punkte  jeder  dieser  Mannigfaltigkeiten  M  unter  einander  und 

34* 
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zwar  projectiv  transformieren.  Da  aber,  wie  gesagt,  X^f  selbst  alle 
Punkte  von  M  einzeln  in  Ruhe  lässt,  so  wird  G.^  die  Punkte  von  M- 
nur  eingliedrig,  nämlich  vermöge  X^f,  unter  sich  projectiv  vertauschen 
Aber  X^f  besitzt  nun  in  der  Mannigfaltigkeit  M  ebenso  wie  vorher 
X^f  im.  Rn—i  eine  Anzahl  Mannigfaltigkeiten  invarianter  Punkte.  Also 
folgt,  dass  es  sicher  wenigsterjs  einen  Punkt  in  der  Mannigfaltigkeit 
M  giebt,  der  auch  bei  X^f  in  Ruhe  bleibt. 

Es  existiert  somit  mindestens  ein  Punkt,  der  bei  der  Gruppe  G^ 
in  Ruhe  bleibt. 

Betrachten  wir  alle  cx)""^  Strahlen  durch  diesen  Punkt.  Sie 
werden  bei  Gi  wie  bei  G2  unter  einander  vertauscht.  Betrachten  wir 
die  Strahlen  anstatt  der  Punkte  als  Elemente,  indem  wir  wie  früher 
für  sie  homogene  Coordinaten  benutzen,  sodass  sie  auch  projectiv 
transformiert  werden,  so  besitzt  G^  wieder  eine  Anzahl  isolierter  in- 
varianter Mannigfaltigkeiten,  und  es  folgt  analog,  dass  G2  wenigstens 
eines  jener  Elemente,  wenigstens  einen  Strahl  also  durch  den  festen 
Punkt  in  Ruhe  lässt.  Ebenso  beweisen  wir,  wenn  wir  alle  ebenen 
zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  ilfg  durch  diesen  Strahl  als 
Elemente  betrachten,  dass  G^  mindestens  eine  dieser  ebenen  M^  in 
Ruhe  lässt,  ü.  s.  w. 

Die  Gruppe  G2  lässt  somit  mindestens  einen  Punkt,  mindestens 
eine  durch  diesen  gehende  Gerade,  mindestens  eine  durch  letztere 
gehende  ebene  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  u.  s.  w.  invariant. 

Wir  können  dieselbe  Schlussfolgerung  nun  ohne  Mühe  auf  die  G^ 
ausdehnen.  Denn  zunächst  ist  klar,  dass  alle  bei  G2  invarianten  Punkte 
eine  Reihe  windschiefer  ebener  Mannigfaltigkeiten  bilden,  ebenso  wie 
dies  schon  bei  G^  der  Fall  ist.  Ahnliches  gilt  für  die  Strahlen 
durch  einen  der  bei  G2  invarianten  Punkte  u.  s.  f.,  sodass  also 
der  Wiederholung  unserer  Schlüsse  für  die  Gruppe  G^  nichts  im 
Wege  steht. 

Schliesslich  gelangen  wir  so  zu  dem  wichtigen  Ergebniss: 

Satz  19 :  Enthält  eine  r-gliedrige  projective  Gruppe  X^  f. .  Xrf  des 
Baumes  jB„_i  eine  {r  —  l)-gliedrige  invariante  Untergruppe,  letztere  eine 
in  der  {r  —  \)-gliedrigen  invariante  (r  —  2)-giiedrige  Untergruppe  u.  s.  w., 
kann  man  also  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  X^f..Xrf 
so  auswählen,  dass 

i  +  k  —  l 

{XiXi+,)=^sc,^,+,,sXJ    (i  =  l,2..r—l,    7c  =  l,  2..r-0 
1 

wird,  so  besitzt  die  Gruppe  X^f..  Xrf  in  dem  Räume  jR«_i  mindestens 
einen  invarianten  Punkt  Mq.    Durch  jeden  invarianten  Punkt  Mq  geht 
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mindestens  eine  invariante  Gerade  M^,  durch  jede  invariante  Gerade 
mindestens  eine  invariante  zweifach  ausgedehnte  ebene  MannigfaltigJceit 
3I2  u.  s.  w.  Durch  jede  invariante  ebene  Mn-s  geht  schliesslich  min- 
destens eine  invariante  ebene  Mn—2' 

Wir  können  durch  Einführung  passender  Veränderlicher  x^  . .  Xn 
vermöge  einer  linearen  homogenen  Substitution,  also  vermöge  einer 
projectiven  Transformation  des  jR„_i  stets  erreichen,  dass  der  Punkt 
il[f„  der  Punkt  (0  :  0  . .  0 :  1),  der  Strahl  M^  die  Gerade  von  Mq  nach 
dem  Punkte  (0  :  0  .  .  1  :  0)  u.  s.  w.  wird,  sodass  alle  X.^f.  .  Xrf  genau 
dieselbe  Reihe  von  ebenen  Mannigfaltigkeiten  Mq,  Mj^,  Jig  •  •  •  in  Ruhe 
lassen,  wie  früher  Xf  in  Theorem  34.  Daher  nehmen  alsdann  Xif..Xrf 
sämtlich  die  damalige  Form  an.  Deshalb  lässt  sich  der  letzte  Satz 
auch  so  formulieren: 

Satz  20:     Ist  eine  lineare  homogene  Gruppe  Xj^f,.Xrf  in  n  Ver- 
änderlichen so  beschaffen,  dass  Belationen  von  der  Form 
1+;!— 1 
(XiXi+,)=l^sCi,i+,,sXJ    (i  =  l,  2..r-l,    7c  =  l,2..r-i) 
1 

bestehen,  so  kann  man  stets  solche  neue  Veränderliche  x^ . .  Xn  vermöge 
einer  linearen  homogenen  Transformation  einführen,  dass  alle  Xkf  gleich- 
seitig die  besonderen  Formen 

Xkf^  CCknX^P^  +  {ak^X^  +  «m 3:2)^2  + h  (S^knlX^  -f- {-  CCknnX^Pn 

(Jc  =  l,  2..r) 
annehmen. 

Den  Satz  19  werden  wir  später  für  gewisse  nicht  projective 
Gruppen  verwerten,  indem  wir  ihn  auf  ihre  adjungierteu  Gruppen  an- 
wenden. 

Vorher  soll  aber  noch  auf  die  Abänderung  eingegangen  werden, 
welche  die  geometrische  Deutung  des  Theorems  29  in  §  4  des 
16.  Kap.  erfährt,  sobald  man  die  Variabein  als  homogene  Coordinaten 
auffasst.  Wir  haben  schon  gelegentlich  auf  diese  Änderung  aufmerk- 
sam gemacht. 

Liegt  eine  Gruppe  vor,  deren  infinitesimale  Transformationen 
homogen  in  ihren  Veränderlichen  x^  .  .  Xn  sind,  und  deutet  man  ihre 
Veränderlichen  als  homogene  Punktcoordinaten  eines  B„—i,  wie  wir 
es  in  diesem  Paragraphen  gethan  haben,  so  ist  zu  beachten,  dass 
eine  ihrer  infinitesimalen  Transformationen  einem  Punkte  (ic^r'-ra;«) 
keine  Fortschreitung  im  Bn—i  zuerteilt,  sobald  ihre  Incremente  für 
diesen  Punkt  proportional  x^  . .  Xn  selbst  sind.  Man  wird  daher  immer 
ausser  den  Transformationen  der  Gruppe  auch  solche  von  der  Form 
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AXt  j 


X^  Ai''2 


zulassen,  die  von  x^p^  +  x^p^  +  •  •  +  XnPn  erzeugt  werden.  Man  wird 
daher  zu  den  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  stets 
V  ^  x^p^  +  •  •  +  ^nPn  hinzufügen  dürfen ,  ohne  die  begriffliche  Deu- 
tung zu  stören.  Andererseits  ist  dies  analytisch  stets  möglich,  da  U 
mit  einer  infinitesimalen  homogenen  Transformation  combiniert  stets 
diese  reproduciert,  insbesondere,  wenn  die  Transformation  linear  ist, 
Null  ergiebt. 

Nehmen  wir  an,  wir  hätten,  wie  wir  dies  auch  in  unseren  Bei- 
spielen stets  gethan  haben,  zu  den  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppe  in  der  That  TJ'^^x-yPi-\-  ■  •  +  ^nPn  hinzugefügt.  Ist  die 
neue  Gruppe  eingliedrig,  so  ist  sie  von  U  selbst  erzeugt  und  lässt  alle 
Punkte  in  Ruhe.  Ist  sie  zweigliedrig,  so  erteilt  sie  einem  Punkte 
(a?! . .  Xn)  gerade  eine  Fortschreitung,  wenn  die  Matrix  ihrer  beiden  in- 
finitesimalen Transformationen  mindestens  eine  für  den  Punkt  (x^ . .  x„) 
nicht  verschwindende  zweireihige  Determinante  enthält,  u.  s.  w.  Ist 
bei  der   ü  enthaltenden  Gruppe  X^f.  .  Xrf  etwa: 


Xkf=^iU^ 


(Jc  =  l,2..r), 


so  ergiebt  sich:  Sie  erteilt  einem  Punkte  (x^ . .  Xn)  gerade  q  von  einander 
unabhängige  Fortschreitungsrichtungen  im  Rn—i,  sobald  zwar  alle  (^'  +  2)- 
reihigen,  nicht  aber  alle  (q  -f-  V)- reihigen  Determinanten  der  Matrix 

»11        5l2 


für  diesen  Punkt  verschwinden.  Dementsprechend  ist  das  Theorem  29, 
§  4  des  16.  Kap.,  abzuändern,  sobald  die  Gruppe  in  homogenen  Punkt- 
coordinaten  vorliegt  und  x^Pi  -\-  ■  -  -\-  x^Pn  schon  zu  ihren  infinitesimalen 
Transformationen  hinzugefügt  worden  ist. 

Wollte  man  x^^p^  -\-  -  •  -\-  XnPn  nicht  hinzufügen,  so  könnte  man 
eben  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Fortschreitungs- 
richtungen nicht  ohne  weiteres  daraus  entnehmen,  wieviel -reihig  die 
grössten  nicht-verschwindenden  Determinanten  der  Matrix  sind. 


§  5.     Einige  Sätze  über  Gruppen  und  Untergruppen. 

Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen   eine  Reihe    von  Sätzen   zu- 
sammenstellen,   die    wir    zum    Teil    im    nächsten    Kapitel    verwenden 
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werden.  Wir  heben  aber  ausdrücklich  hervor,  dass  im  Übrigen  die 
Ergebnisse  dieses  Paragraphen  künftig  keine  wesentliche  Rolle  spielen. 
Solehe  Leser  also,  die  das  nächste  Kapitel  überschlagen  wollen,  können 
auch  den  gegenwärtigen  Paragraphen  ohne  besonderen  Nachteil  vorerst 
übergehen. 

Fassen  wir  zunächst,  um  den  obigen  Satz  19  auf  nicht- projective^^^^'^Pg^JJ^ 
Gruppen  anzuwenden,  irgend  eine  solche  r-gliedrige  Gruppe  ^if--^rfznBa^ 
oder  Gr  in  beliebig   vielen  Veränderlichen  x^  . .  Xn  ins  Auge,  bei  der  »etzung. 
allgemein 

(31)  (Xi  Xi + i)  ^  ^f  c,-,  i^k,  sXsf 

1 

(«  =  1,  2..r  — 1,     k=l,  2..r  —  i) 

ist,  sodass  die  Gruppe  Gr  eine  (r — l)-gliedrige  invariante  Unter- 
gruppe Gr—i,  nämlich  X^f. .  Xr—if,  ferner  letztere  eine  in  Gr—i  in- 
variante Untergruppe  Gr—i,  nämlich  Xj^f. .  Xr—^f  u.  s.  w.  enthält; 
dass  überhaupt  X^f. .  Xjf  für  alle  Werte  j  =  1,  2  .  .r  eine  Gruppe 
Gj  erzeugen  und  dass  diese  Gruppe  Gj  in  der  nächst  grösseren  Gruppe 
G7-J-1  invariant  ist. 

Die  Gruppe   Gr  besitzt   eine   adjungierte  Gruppe  E^f..Erf,  bei 
der  nach  Theorem  33,  §  2  des  18.  Kap. 

r 

Evf=^^^f^c^rkef,  ^     (v  =  1,  2  .  .  r) 
1  * 

ist.  Von  den  C/uvk  sind  jetzt  nach  (31)  alle  die,  in  denen  h  grösser 
oder  gleich  der  grösseren  der  Zahlen  fi  und  v  ist,  gleich  Null.  Nach 
dem  angegebenen  Theorem  ist  femer: 

r 

(EiEj)  =^sc,jsEJ    {i,  i  =  1,  2  . .  r).- 

1 

Daher  bestehen  auch  bei  der  adjungierten  Gruppe  analog  (31)  Rela- 
tionen von  der  Form 

i-ft— 1 

(32)  {EiEi+,:)  =  ^  Ci,  .•+,,  ,Esf 

1 

(i=  1,  2..r— 1,     Ä=l,  2..r  — *). 

Aber  E^f. .  Erf  sind  linear  und  homogen  in  e^  . .  er,  daher  prqjective 
Transformationen  des  Raumes  der  adjungierten  Gruppe  mit  den  homo- 
genen Punktcoordinaten  e^  . .  e^.  Für  die  Gruppe  E^f.  .  Erf  besteht 
demnach  der  Satz  19  des  vorigen  Paragraphen.  Denn  es  ist  in  der 
That  leicht  einzusehen,    dass    die  adjungierte   Gruppe  auch  dann  die 
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Voraussetzungen  dieses  Satzes  erfüllt,  wenn  die  Gruppe  X^f..  Xrf 
ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen  enthält  und  dement- 
sprechend nach  Theorem  33,  §  2  des  18.  Kap.,  unter  den  infinitesi- 
malen Transformationen  E^f. .  Erf  sich  einige  aus  den  vorangehenden 
linear  ableiten  lassen.  Werden  nämlich  diese  Ekf  einfach  gestrichen, 
so  erfüllen  die  übrig  gebliebenen 

EJ,  EJ..E./ 
immer  noch  Relationen  von  der  Form: 

i  +  k  —  l 

{E,,E,._^,)  =  2  ^'.  '+*.  ^^'/    (*■  =  1;  2  .  .  9  - 1,    }c  =  l,2..Q-i). 
1 

Es  ergiebt  sich  also,  dass  die  adjungierte  Gruppe  in  ihrem  Räume 
(ßi :  •  •  :  ßr)  stets  mindestens  einen  Punkt  Mq,  eine  durch  ihn  gehende 
Gerade  Mi,  eine  durch  letztere  gehende  ebene  Mannigfaltigkeit  von 
zwei  Dimensionen  ilfg  u.  s.  w.  in  Ruhe  lässt. 

Aber  nach  §  3  des  18.  Kap.  stellt  jede  dieser  invarianten  ebenen 
Mannigfaltigkeiten  Mq,  M^,  M^  .  .  .  eine  invariante  Untergruppe  der 
Gruppe  Xj/".  .  Xrf  dar  und  zwar  Mq  eine  eingliedrige,  M^  eine  diese 
enthaltende  zweigliedrige,  M^  eine  letztere  enthaltende  dreigliedrige 
u.  s.  w.  Die  Gruppe  Gr  oder  X^f.  .  Xrf  besitzt  also  sicher  eine 
(r  —  l)-gliedrige  invariante  Untergruppe  Gr—i,  ferner  eine  (r  —  2)- 
gliedrige  invariante  Untergruppe  Gr—2,  die  auch  in  Gr—i  enthalten 
ist,  ferner  eine  {r  —  3)-gliedrige  invariante  Untergruppe  Gr—zy  die 
auch  in  Gr—^  enthalten  ist,  u.  s.  w.  Man  bemerke  den  Unterschied 
gegenüber  der  früheren  Voraussetzung:  Gr—s  war  zwar  Untergruppe 
von  Gr,  aber  nur  in  der  Gruppe  Gr—s+i  invariante  Untergruppe,  wäh- 
rend Gr—s  «w  der  gangen  Gruppe  Gr  invariant  ist.  Ist  X^f  die  infini- 
tesimale Transformation  von  G^,  ferner  X^f  eine  von  X^/"  unabhängige 
von  G^  u.  s.  w.,  sodass  allgemein  Gr—s  die  Gruppe  Xif..Xt—sf  ist, 
so  muss  also  jetzt  jeder  Klammerausdruck  (XiXi^k)  aus  X^f. .  Xif 
allein  linear  ableitbar  sein,  sodass  Relationen  bestehen  von  der  Form 

(XfX,+i)  ^^i»  c/,  i^k,  s  Xsf 
1 

(«  =  1,  2..r— 1,     k==\,  2..r  —  i), 

in  denen   die  Summe  für  s  sich  nur  über  die  Werte   von   1   bis  i  er- 
streckt. 

Wir  haben  also  gefunden: 
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Theorem  35:  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  r  von  einander 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  X^f.-Xrf,  die  Re- 
lationen von  der  Form 

t-fit— 1 

1 
(i  =  l,2..r—l,     Jc=l,  2  ..r  —  i) 

erfüllen,  so  enthält  sie  auch  r  von  einander  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  X^f. .  Xrf,  die  Belationen  von  der 
Form 

i 

{XiXi+Jc)  ^=^  ^i,  i  +  k,  s  Xgf 
l 

(i=l,  2..r—  1,     Jc  =  l,  2..r  —  i) 
erfüllen. 

Anders  ausgesprochen:  Können  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen X^f. .  Xrf  einer  r-gliedrigen  Gruppe  in  solcher 
Weise  gewählt  werden,  dass  X^f..  X^f  jedesmal  eine  s-gliedrige 
Untergruppe  Gs  erzeugen,  die  in  der  nächstgrösseren  Unter- 
gruppe Gs+i  invariant  ist,  so  giebt  es  immer  r  solche  von  ein- 
ander unabhängige  infinitesimale  Transformationen  X^f. .  Xrf 
in  der  Gruppe,  dass  X^f..Xsf  jedesmal  eine  s-gliedrige  Unter- 
gruppe Gs  erzeugen,  die  in  der  ganzen  r-gliedrigen  Gruppe  in- 
variant ist;  offenbar  ist  dann  jede  Gs  in  allen  G.i+k  invariant. 

Man  nennt  derartige  Gruppen  aus  Gründen,  die  hier  nicht  erörtert 
werden    sollen,  integrabele  Gruppen,  alle   anderen   Gruppen  nicht- inte- '^^^^s^^^^^ 
grabele  Gruppen*). 

Beispiel:     Die  viergliedrige  Gruppe  in  x,  y:  Beispiel. 

G^'.    p     q     xq     x^q 
besitzt  eine  invariante  dreigliedrige  Untergruppe 

G^:    p     q     xq, 
die  ög  hat  eine  invariante  zweigliedrige  Untergruppe 

G^:    p     q 
und  diese  G2  eine  eingliedrige 

G,:    p. 
Aber  G^  ist  nicht  in  G^   und   G^  invariant,  ebenso   G^  nicht  in  G^. 


*)  Den  Begriff:  integrabele  Gruppe  führte  Lie  in  den  Verh.  d.  Ges.  d. 
Wiss.  zu  Christiania  1874  ein;  die  Bezeichnung:  integrabele  Gruppe  benutzte  er 
zum  ersten  Male  in  den  Berichten  der  Ges.  d.  Wiss.  zu  Leipzig  1889. 
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Nach  unserem  Theorem  muss  es  möglich  sein,  eine  Reihe  von  Unter- 
gruppen (rg,  (rg,  Gl  so  auszuwählen,  dass  jede  in  allen  vorhergehen- 
den, Gq  in  (t4  invariant  ist.     Solche  sind  in  der  That  z.  B.: 

G^:     q    xq     x^q, 

G^:     q     xq, 

G,:     q. 

Die  allgemeinste  Art  einer  derartigen  Reihenfolge  invarianter  Unter- 
gruppen ist  leicht  gefunden:  Denn  in  der  G^  ist  q  die  einzige  ein- 
gliedrige invariante  Untergruppe,  ferner  q,  xq  die  allgemeinste  zwei- 
gliedrige und  q,  xq,  ap-j-ßx^q  die  allgemeinste  dreigliedrige  invariante 
Untergruppe.     Also  ist  in  allgemeinster  Weise  zu  setzen: 

G^:     q     xq     «jp  +  ßx'^q, 
G^:     q     xq, 
G,:     q. 

Beim  Beweis  des  Theorems  haben  wir  von  der  begrifflichen  Deu- 
tung der  adjungierten  Gruppe  einer  r-gliedrigen  Gruppe  Gr  in  einem 
Räume  Br—i  Gebrauch  gemacht.  Man  könnte  diese  Deutung  über- 
haupt zum  Beweise  vieler  Sätze  anwenden,  die  sich  nicht  nur  auf  die 
iutegrabelen,  sondern  auf  beliebige  Gruppen  und  Untergruppen  beziehen. 

Wir  verlassen  jetzt,  indem  wir  solche  Sätze  aufstellen  wollen,  die 
Betrachtung  der  integrabelen  Gruppen.  Erst  nachher  werden  wir  zu 
diesen  zurückkehren. 

Zunächst  beweisen  wir  mit  Hülfe  der  begrifflichen  Deutung   im 
Räume  der  adjungierten  Gruppe  den  folgenden 
Tr?^zweT/         ^^^^  ^^ '     ^^^^  Transformationen^  die  in  zwei  Untergruppen  einer 
untergr.   Qruppe  zuglelch  enthalten  sind,  bilden  für  sich  eine  Untergruppe. 

Denn  ist  g  die  eine,  g'  die  andere  Untergruppe  der  Gr,  so  wird 
g  im  Räume  Br—i  der  adjungierten  Gruppe  der  Gr  durch  eine  ebene 
Mannigfaltigkeit  M,  g'  durch  eine  M'  dargestellt.  Alle  Transforma- 
tionen der  adjungierten  Gruppe  der  Gr,  die  von  Punkten  von  M  dar- 
gestellt werden,  lassen  M  invariant;  alle,  die  von  Punkten  von  M' 
dargestellt  werden,  lassen  M'  invariant.  (Vgl.  §  3  des  18.  Kap.)  Es 
mögen  sich  M  und  M'  in  der  ebenen  Mannigfaltigkeit  m  schneiden. 
Alsdann  führen  alle  Transformationen  der  adjungierten  Gruppe,  deren 
Bildpunkte  auf  m  liegen,  alle  Punkte  von  m  aus  dem  einen  Grunde 
in  solche  von  M,  aus  dem  anderen  in  solche  von  M'  über,  also  in 
Punkte  von  m.  m  bleibt  daher  invariant  bei  allen  den  Transforma- 
tionen der  adjungierten  Gruppe,  deren  Bildpunkte  auf  m  liegen,  sodass 
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also  m  eine  Untergruppe  der  Gr  darstellt  und  zwar  diejenige,  die  alle 
g  und  g'  gemeinsamen  Transformationen  enthält. 

Wir  können  den  Satz  übrigens  auch  anders  nachweisen  und  noch 
allgemeiner  fassen:  Es  seien  nämlich  Sa  . .  die  Transformationen  einer 
Gruppe,  Tb .  .  .  die  einer  zweiten  Gruppe.  Beide  Gruppen  mögen  ge- 
wisse Transformationen  ®a  . . .  gemein  haben.  Letztere  bilden  dann  für 
sich  eine  Gruppe,  denn  nach  Voraussetzung  ist  die  Aufeinanderfolge 
&c®d  sowohl  einer  Transformation  S  als  auch  einer  Transformation  T, 
also  einer  Transformation  0  äquivalent: 

Satz  22:     Alle  Transformationen,   die  gwei  verschiedenen   Gruppen^^^^^^^?^^ 
zugleich  angehören,  bilden  für  sich  eine  Gruppe.  Gruppen. 

Dieser  Satz  gilt  nicht  nur  für  continuierliche  Gruppen,  die  von 
infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  werden,  sondern  offenbar  für 
alle  Gruppen  überhaupt,  da  er  nur  eine  Folge  der  Gruppeneigenschaft 
TaT,  =  T,  ist. 

Wir  wollen  noch  einige  Sätze  auf  ähnlichem  Wege  beweisen. 
Dazu  wollen  wir  den  früheren  Begriff:  invariante  Untergruppe  nunmehr 
so  aussprechen,  dass  er  auch  für  Gruppen  einen  Sinn  hat,  die  nicht 
von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  sind:  In  §  3  des  18.  Kap. 
definierten  wir  als  invariante  Untergruppe  X^f. .  X^f  einer  Gruppe 
X^f. .  Xrf  eine  solche  Untergruppe  X^^f.  .  X,/",  deren  Bildmannig- 
faltigkeit im  Räume  der  adjungierten  Gruppe  bei  allen  infinitesimalen 
Transformationen  der  adjungierten  Gruppe  invariant  bleibt.  Eine 
solche  Mannigfaltigkeit  bleibt  dann  auch  bei  allen  endlichen  Trans- 
formationen der  adjungierten  Gruppe  in  Ruhe,  d.  h.  die  invariante 
Untergruppe  X,/".  .  Xsf  geht  bei  Ausführung  aller  endlichen  Transfor- 
mationen der  ganzen  Gruppe  X^f.  .  Xrf  auf  sie  in  sich  über.  Nach 
Satz  5,  §  2  des  3.  Kap.,  können  wir  daher  den  Begriff  invariante 
Untergruppe  auch  so  fixieren  (vgl.  S.  530  oben): 

JEntMlt  die  Gruppe  Ta  . . .  mit  paarweis  inversen  Transformationen  ^^''nTr^'i*' 
die  Untergruppe  Sb .  * .,  und  ist  jede  Aufeinanderfolge  Ta~^SbTa  wieder 
einer  Transformation  S  äquivalent,  so  heisst  die  Untergruppe  jSö  . . .  eine 
invariante  Untergruppe  der  Gruppe  Ta  •  -  -. 

Diese  Definition  deckt  sich,  wie  gesagt,  mit  der  früheren,  hat  aber 
auch  für  Gruppen,  die  nicht  von  infinitesimalen  Transformationen  er- 
zeugt werden,  einen  bestimmten  Sinn,  sobald  die  Gruppen  nur  paar- 
weis inverse  Transformationen,  also  auch  die  identische,  enthalten. 
Wir  ziehen  sie  vor,  weil  wir  einige  Sätze  ableiten  wollen,  die  auch 
für  nicht- continuierliche  Gruppen  gelten. 

Es    seien   Ta  .  . .   die  Transformationen    einer  Gruppe,    Sb .  .  .   die 
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einer  Untergruppe,  &c  •  •  -  die  einer  zweiten,  insbesondere  invarianten 
Untergruppe  der  Gruppe  T« •  •  ••  Ferner  mögen  Ha---  die  den  Untergruppen 
Sb .  .  .  und  @c .  . .  gemeinsamen  Transformationen  sein,  die  nach  unseren 
Sätzen  für  sich  eine  Gruppe  darstellen.  Nach  Voraussetzung  ist  nun 
SiT^^dSb  einem  S  äquivalent,  als  Aufeinanderfolge  dreier  Transfor- 
mationen der  Gruppe  St,  • '  '•  Andererseits  ist,  da  Za  der  invarianten 
Untergruppe  ©c .  . .  angehört,  die  Aufeinanderfolge  Sb~^2dSb  vy^ie  all- 
gemein die  Aufeinanderfolge  Ta~^0cTa  überhaupt  einem  &  äquivalent. 
Daher  ist  S(,~^ZdSb  einer  Transformation  äquivalent,  die  beiden  Unter- 
gruppen Sb . . .  und  @c  •  •  •  angehört,  also  einem  2.  D.  h.  die  2  bilden 
nach  obiger  Definition  eine  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  Sb--- . 
*^Trf^'^n*eT^  Satz  23 :  Alle  Transformationen,  die  einer  Untergruppe  g  und  einer 
^^^^^f^:^^- invarianten  Untergrübe  y  einer  gegebenen  Gruppe  zugleich  angehören, 

untergr.  ^^7^^^  ^^^  sich  eine  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  g. 

Beispiele.    .      1.  Beispiel:     Die  Gruppe 

q    xq    p     xp  -\-  {2y  -\-  x^)q 

besitzt  die  invariante  Untergruppe 

q     xq    p. 
Ferner  ist 

q     xq    xp  -\-  (2y  +  oo^)q 

eine  (nicht-invariante)  Untergruppe.     Mithin  ist  q,  xq  eine  invariante 
Untergruppe  der  letzteren. 

2.  Beispiel:     Eine  dreigliedrige  Untergruppe  der  Gruppe 
q    p     xp     yq 

ist  invariant,   sobald  sie  q  und  p  enthält.     Ferner  ist  2^,  xp,  yq  eine 
Untergruppe.     Daher  bilden  die  gemeinsamen  Transformationen  von 

P     ocp     yq 


und 


q    p     Xxp  -f  iiyq 


eine  invariante  Untergruppe  der  ersteren,  d.  h.  in  p,  xp,  yq  ist 
p,  Xxp  -\-  (lyq  für  alle  Werte  von  A  :  [i  invariant. 

Der  Satz  23  Hesse  sich  auch  durch  Betrachtungen  im  Räume  der 
adjungierten  Gruppe  darthuu,  ähnlich  wie  Satz  21.  Wir  überlassen 
dies  jedoch  dem  Leser. 

Nehmen  wir  an,  beide  Untergruppen  Sb .  .  .  und  @c  •  •  •  der  Gruppe 
Ta  . . .  seien  invariante  Untergruppen ,  während  27^  •  • .  die  den  beiden 
Untergruppen  gemeinsame  Untergruppe  darstellen  sollen.  Alsdann  ist 
Ta~^2JdTa  sowohl  einer  Transformation  Sb  als  auch  einer  Transforma- 
tion 0c  äquivalent,    weil   Sa  sowohl  zu  den  S  als   zu  den  ®  gehört. 
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Demnach  ist  Ta~^2dTa  wieder  einem  der  Z  äquivalent,  d.  h.  die  2 
bilden  eine  invariante  Untergruppe  der  ganzen  Gruppe  Ta  •  •  ■ . 

Satz  24:  Alle  Transformationen,  die  zwei  invarianten  Unter-^^^^^^^^ 
gruppen  einer  Gruppe  G  zugleich  angehören,  bilden  für  sich  eine  jj^Jn^  untergr. 
Variante  Untergruppe  der  Gruppe  G. 

Beispiel:     In  der  Gruppe  p,  q,  r,  zq  erzeugt  q  mit  irgend  zwei  Beispiel. 
anderen  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe   stets   eine   drei- 
gliedrige invariante  Untergruppe,   weil   q   die  erste   deri vierte  Gruppe 
ist.     Daher  erzeugt  auch  q  mit  jeder   infinitesimalen  Transformation 
der  Gruppe  eine  zweigliedrige  invariante  Untergruppe. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  zwei  invariante  Untergruppen  Sb .  .  .  und 
@c  •  •  •  der  Gruppe  Ta  .  . .  haben  gar  keine  Transformationen  gemein, 
natürlich  ausser  der  identischen.  Alsdann  ist  zunächst  Sb~^ScSb  äqui- 
valent einer  Transformation  0^: 

Sr'&cSö  =  ®a, 

daher: 

Sb  tritt  links  wie  rechts  auf.  Da  nun  beide  Gruppen  Sb...  und  ©e-« 
gleichartig  definiert  sind,  so  gilt  analog  eine  solche  Formel: 

@cSb  =  Se®c, 

in  der  ®c  beiderseits  auftritt.     Aus  beiden  Formeln  folgt: 

Sb®a  =  Se®c 

oder 

Se-^Sb  =  ®c®d-^. 

Da  Se~^Sb  einer  Transformation  der  einen,  &c®d~^  einer  der  andern 
Untergruppe  äquivalent  ist,  da  jedoch  beide  Untergruppen  keine  Trans- 
formation ausser  der  identischen  gemein  haben,  so  folgt: 

Sr^Sb  =  @c@ä-'  =  1, 

also: 

Se  =  Sb,       @c  =  &d 

und  die  obige  Formel  @cSb  =  Sb  @d  liefert : 

®oSb  =  Sb@c- 

Das  Ergebnis  ist  also: 

Satz  25:     Haben   ztvei  invariante   Untergruppen    einer   ^^eftewm inv.  unur- 
Gruppe  Iceine  Transformation  ausser  der  identischen  gemein,  so  sind  die  °hne  gem. 
Transformationen  der  einen  Untergruppe  mit  denen  der  anderen    Unter- 
gruppe vertauschbar. 

Wir  können  auch  so  sagen: 

Satz  26 :   Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  X,/". .  Xrf  zwei  invariante 
Untergruppen  Y^f..Tsf  und  Z^f..Zaf  und  haben  diese  Untergruppen 
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heine  infinitesimale  Transformation  gemein,  so  sind  die  Transformationen 
der  einen  mit  denen  der  anderen  Untergruppe  vertauschhar. 

In  dieser  Formulierung  deckt  sich  der  Satz  zwar  nicht  völlig  mit 
dem  vorigen 5  er  kann  aber  sofort  so  bewiesen  werden:  Nach  Voraus- 
setzung und  nach  der  Definition  der  invarianten  Untergruppen  in  §  3 
des  18.  Kap.  ist  jeder  Klammerausdruck  (Y,Xi)  linear  aus  Y^f.  .  Ysf 
allein  ableitbar,  also  auch  (YiZi).  Dieser  Ausdruck  ist  aber  aus  den- 
selben Gründen  linear  aus  Z^f.  .  Zaf  allein  ableitbar,  also  ist  er,  da 
beide  Untergruppen  Y^f .  .  Ygf  und  Z.^f..Zaf  keine  infinitesimale 
Transformation  gemein  haben  sollen,  gleich  Null.  Dies  aber  führt 
nach  Satz  6,  §  2  des  17.  Kap.,  zu  dem  ausgesprochenen  Ergebnis. 

Eine  spec.  ^jj.  wollcn  noch  ciucn  Specialfall  des  Satzes  23   aufstellen,   der 

inv.  Unter-  ^  ' 

gruppe.  gjjj  hervorragendes  Interesse  besitzt:  Die  adjungierte  Gruppe  Eif.Erf 
in  e^.  .  er  einer  gegebenen  r-gliedrigen  Gruppe  X^f-.Xrf  ist  als  Unter- 
gruppe in  der  allgemeinen  linearen  liomogenen  Gruppe  in  e^. .  er 

enthalten.     Nun  aber  ist  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe 

^f     n    I     •\  ^f  ^f 

e*^     (^4=*),         Cij^^-e,^^ 

(i,  7c  =1,  2  .,r) 

eine  invariante  Untergruppe  der  allgemeinen  linearen  homogenen 
Gruppe  in  e^  .  .  e^.  Man  kann  dies  durch  Bildung  der  Klammeraus- 
drücke direct  einsehen,  es  folgt  aber  auch  sofort  aus  der  Formel 
Zlc  =  .da^b  des  Satzes  1,  §  1.  Nach  Satz  23  erzeugen  folglich  alle 
Transformationen  der  adjungierten  Gruppe,  die  der  speciellen  linearen 
homogenen  Gruppe  angehören,  eine  invariante  Untergruppe  der  ad- 
jungierten Gruppe.  Jeder  infinitesimalen  Transformation  UsvE^f 
der  adjungierten  Gruppe  entspricht  eine  infinitesimale  Transformation 
UsvXvf  der  gegebenen  Gruppe  derartig,  dass  die  Klammerausdrücke 
der  ersteren  sich  durch  die  ersteren  ebenso  ausdrücken,  wie  die  der 
letzteren  durch  die  letzteren,  nach  Theorem  33,  §  2  des  18.  Kap.  Also 
werden  auch  diejenigen  infinitesimalen  Transformationen  UcyXvf  der 
Gruppe  X^f.  .  Xrf  eine  invariante  Untergruppe  dieser  Gruppe  bilden, 
deren  zugehörige  EsyErf  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  in 
e^  .  .er  angehören.     Es  ist  aber 

E.f=^k^MC,rke,r^f^' 
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Daher  gehört  EsvEyf  dann  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe 
nach  Formel  (6)  in  §  1  des  jetzigen  Kap.  an,  wenn  e^  .  .  Er  die  einzige 
Bedingung  erfüllen : 

r  r  r 

«1  ^  Cklk  +    «2^^  (^k2k    + h    £ry}  Ckrk  =  0. 

11  1 

Da  jedes  Cas  =  —  Ckis  ist,  so  können  wir  das  Ergebnis  auch  in  etwas 
anderer  Weise  so  ausdrücken: 

Satz  27:     Ist  X^f. .  Xrf  eine  r-gliedrige  Gruppe  und  daher  etwa 

r 

(XiXk)  ^2 CiksXJ     {i,  Jc=l,  2  .  .r), 
1 

so  erzeugen  alle  diejenigen  infinitesimalen  Transformationen  £iXj/4-  •  •  +  f r  Xrf, 
für  die 

r  r  r 

11  1 

ist,  eine  invariante  Untergruppe.  Diese  Untergruppe  ist  entweder  (r — 1)- 
gliedrig  oder  aber  sie  fällt  mit  der  ganzen  Gruppe  X^f.  .  Xrf  zusammen. 

Letzteres  tritt  ein,  wenn  einzeln  alle  ^jCkss  verschwinden. 

Wir  werden  noch  einige  Sätze  über  invariante  Untergruppen  ent- 
wickeln : 

Nehmen  wir  an,  die  erste  derivierte  Gruppe  einer  vorgelegten 
r-gliedrigen  Gruppe  sei  weniger  als  r-gliedrig,  etwa  nur  ^-gliedrig 
{qKr).  Alsdann  können  wir  r  von  einander  unabhängige  infinitesi- 
male Transformationen  X^f. .  Xqf  der  Gruppe  so  auswählen,  dass 
X^f .  .  Xqf  die  erste  derivierte  Gruppe  darstellen  und  also  jeder 
Klammerausdruck  (XiXk)  linear  aus  X,/".  .  X,/"  allein  ableitbar  ist. 
Es  folgt  dies  direct  aus  der  am  Schluss  des  §  3  des  18.  Kap.  ge- 
gebenen Definition  der  ersten  derivierten  Gruppe.  Es  leuchtet  ein, 
dass  X^f.  .  Xqf  mit  beliebig  vielen  infinitesimalen  Transformationen 

Const.  Xj+i/'H h  Const.  Xrf 

zusammen  stets  eine  Untergruppe  der  ganzen  r-gliedrigen  Gruppe 
Xj/".  .  Xr/"  und  zwar  eine  invariante  Untergruppe  darstellen. 

Es  möge  nun  andererseits  eine  vorgelegte  r-gliedrige  Gruppe 
X^f..Xrf  eine  (r — l)-gliedrige  invariante  Untergruppe  enthalten. 
Alsdann  dürfen  wir  annehmen,  dass  Xj/". .  Xr_i/"  gerade  diese  in- 
variante Untergruppe  darstellen,  also  alle  Klammerausdrücke  aller  Xf 
mit  diesen  r  —  1  Symbolen  Xf  linear  aus  diesen  r  —  1  allein  ableit- 
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bar  sind.  Aber  zu  diesen  Klammerausdrücken  gehört  ja  jet^er  Klammer- 
ausdruck (XiXk).  Also  enthält  die  vorausgesetzte  (r — l)-gliedrige 
invariante  Untergruppe  auch  die  erste  derivierte  Gruppe  und  ist  unter 
Umständen,  nämlich  wenn  letztere  auch  gerade  (r  —  l)-gliedrig  ist, 
mit  ihr  identisch. 

Unsere  beiden  Betrachtungen  geben  zusammen  die  Sätze: 
inr'ünte^gr.         ^^^^  ^^ '     Enthält  ciue  r-gliedrige  Gruppe  keine   {r — \)-glicdrige 
'^Grup'^ e^'"  invariante  Untergruppe,  so  ist  sie  ihre  eigene  erste  derivierte  Gruppe. 

Satz  29:  Eine  r-gliedrige  Gruppe  X^f..Xrf  enthalt  dann  und 
nur  dann  (r  —  \)-gliedrige  invariante  Untergruppen,  wenn  sie  nicht  ihre 
eigene  erste  derivierte  Gruppe  ist.  Jede  solche  Untergruppe  wird  dadurch 
gebildet,  dass  man  zu  den  Klammerausdrücken  {XiXj^  noch  so  viele  in- 
finitesimale Transformationen  2  Const.  Xf  der  Gruppe  beliebig  hinzufügt, 
dass  man  gerade  r  —  1  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen erhält.    (Vgl.  S.  488  oben.) 

Eine  Gruppe,  die  ihre  eigene  erste  derivierte  Gruppe  ist,  bezeich- 
G^uTe*  nen  wir  als  eine  perfecte  Gruppe.     Eine   früher,  zum  Schluss   des  §  3 
des  18.  Kap.  gemachte  Bemerkung  können  wir  offenbar  nun   so   aus- 
sprechen : 

Satz  30 :     Eine  einfache  Gruppe  ist  stets  perfect. 
Dass  das  Umgekehrte   aber  nicht  gilt,   haben   wir   schon   damals 
hervorgehoben  und  durch  ein  Beispiel  erläutert. 

Wir  wollen  noch  ein  Beispiel  zu  Satz  29  geben: 
Beispiel  Bcispicl .'     Bci  der  Gruppe 

p     q     xq     xp-\-yq 
lautet  die  erste  derivierte  Gruppe:  "* 

p     q. 

Dies  ist  also  eine  zweigliedrige  invariante  Untergruppe,  wohlbemerkt 
aber  nicht  die  einzige,  denn  auch  q  xq  ist  eine.  Jede  dreigliedrige 
invariante  Untergruppe  aber  ergiebt  sich,  wenn  man  zu  p,  q  irgend 
eine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  hinzufügt,  hat  also 
die  Form 

p     q     7,xq-\-  it,{xp-\-yq). 

Wir  reihen  hier  den  Satz  an: 
Invariante         Satz  31:     Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  eine  nicht -invariante 
^^r     ^^  —  l)-gliedrige  Untergruppe  Gr—i,  so  besitzt  diese  Gr—i  eine  invariante 
untergr.  (r — 2)-gliedrige  Untergruppe  Gr—2. 

Zunächst  geben  wir  einen  analytischen  Beweis:  Die  Gruppe  Gr—i 
sei  durch   X^f.  .  Xr—if  dargestellt.     Eine  r*®    infinitesimale  Transfor- 
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mation  der  Gruppe  Gr  wollen  wir  zur  Unterscheidung  mit  Yf  be- 
zeichnen.    Dann  bestehen  Relationen  voii  der  Form 

(Xi  X,)  =  2J  Const.  Xf,     {XiY)  =  2  Const.  Xf+cd  Yf 
{i,  h=l,2..r—  1).- 

Hier  sind  nicht  alle  Constanten  «,-  gleich  Null,  weil  sonst  gegen 
Voraussetzung  Gr—i   eine  invariante  Untergruppe  von   Gr  wäre.     Ist 

etwa  «r— 1  =4=  0,  so  können  wir  Xf —  Xr—if  als  neues  Xif  und 

^r  —  1 

Xr—if  als  neues  Xr—if  benutzen.     Dadurch  erhalten  wir: 

"r  —  1  , 

{XiX,)  =  2;Const.X/;     (X.r)  =  2;Const.X/-    (i<r—  1), 
(Xr-iY)  =  2;  Const.  Xf  +  Yf 

Verstehen  wir  unter  i,  k  zwei  der  Zahlen  1,  2  . .  r  —  2,  so  sind  in 
der  Identität 

((x,x*)r)  +  ((x,r)X.)  +  ((rx,)x,)  =  o 

nach  der  Ausrechnung  die  beiden  letzten  Glieder  frei  von  Yf  Das 
erste  ist  es  aber  nur  dann,  wenn  (X,Xi.)  frei  von  Xr—if  ist  Es  ist 
somit  jeder .  Klammerausdruck  (XfX;i,)  frei  von  Xr—if,  niit  anderen 
Worten:  Xif.  .  Xr—^f  bilden  für  sich  eine  (r  —  2)-gliedrige  Gruppe- 
Die  Identität: 

{{XiXr-,)Y)  +  {{Xr-,Y)X,)  +  ((rX,)X,_:)  =  0 

ergiebt  ferner,  dass  (XfXr_i)  von  X^-i/"  frei  ist.  Die  {r  —  2)-glie- 
drige  Gruppe  ist  folglich  eine  invariante  Untergruppe  von  X^f.Xr—if 

Wir  wollen  den  Beweis  für  den  Fall,  dass  r  =  4  ist,  auch  be- 
grifflich durchführen  und  bemerken  vorweg,  dass  diese  Betrachtung 
sich  ohne  weiteres  auf  ein  beliebig  grosses  r  verallgemeinern  lässt. 

Im  Räume  JBg  der  adjungierten  Gruppe  der  gegebenen  Gruppe 
G^  wird  die  vorausgesetzte  nicht-invariante  dreigliedrige  Untergruppe 
G^  durch  eine  Ebene  E  dargestellt.  Diese  Ebene  geht  bei  solchen 
infinitesimalen  Transformationen  der  adjungierten  Gruppe,  deren  Bild- 
punkte in  ihr  liegen,  in  sich  über.  Da  die  adjungierte  Gruppe  höch- 
stens viergliedrig  ist,  die  Ebene  E  aber  durch  drei  Funkte  bestimmt 
wird,  so  folgt,  dass  höchstens  eine  infinitesimale  Transformation  der 
adjungierten  Gruppe  die  Ebene  E  in  eine  neue  Lage  überführen 
könnte;  andererseits  muss  es  auch  mindestens  eine  sein,  da  sonst  E 
völlig  invariant,  d.  h.  G^  eine  invariante  Untergruppe  der  G^  wäre. 
Durch  fortwährende  Ausführung  aller  Transformationen  der  adjungier- 
ten Gruppe  nimmt  also  die  Ebene  E  oo^  Lagen  an,  die  eine  con- 
tinuierliche  Schar  bilden  und  eine  developpabele  Fläche  umhüllen  oder 
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aber  ein  Ebenenbüschel  sind.  Im  letzteren  Falle  ist  die  Axe  des 
Büschels  bei  der  adjungierten  Gruppe  invariant,  stellt  also  eine  in- 
variante zweigliedrige  Untergruppe  der  G^  dar,  die  in  G^  enthalten 
und  also  auch  in  G^  invariant  ist.  Damit  ist  der  Satz  für  diesen 
Fall  bewiesen.  Im  ersteren  Falle  nun  bleibt  die  developpabele  Fläche 
bei  der  adjungierten  Gruppe  in  Ruhe,  also  insbesondere  bei  allen  den 
infinitesimalen  Transformationen  der  adjungierten  Gruppe,  deren  Bild- 
punkte in  der  Ebene  E  liegen.  Bei  diesen  bleibt  aber  auch  die  Ebene 
E  in  Ruhe,  mithin  auch  die  der  Ebene  E  und  der  developpabelen 
Fläche  gemeinsame  Gerade.  Diese  infinitesimalen  Transformationen 
aber  transformieren  die  Punkte  von  E  genau  so  wie  die  infinitesima- 
len Transformationen  der  adjungierten  Gruppe  der  G^.  Die  invariante 
Gerade  stellt  somit  eine  invariante  zweigliedrige  Untergruppe  der  G^ 
dar.     Also  ist  der  Satz  auch  in  diesem  Falle  bewiesen. 

Veraiige-  DicsB  begriffliche  Betrachtung  lässt   sich  noch  verallgemeinern,   nicht 

meinerang.  ^^^^  ^.^  schon  gesagt,  auf  beliebig  grosses  r,  sondern  noch  in  anderer 
Weise : 

Betrachten  wir  eine  r-gliedrige  Gruppe  G^r,  die  eine  (r  —  g)-gliedrige 
Untergruppe  Gr—q  enthalten  möge,  welch'  letztere  aber  in  keiner  grösseren 
Untergruppe  der  Gruppe  Gr  enthalten  und  auch  keine  invariante  Unter- 
gruppe der  ganzen  Gruppe  Gr  sein  soll.  Im  Räume  Br—t  der  ad- 
jungierten Gruppe  der  G,-  wird  die  Gr—q  durch  eine  (r  —  q  —  l)fach  aus- 
gedehnte ebene  Mannigfaltigkeit  M  dargestellt.  Diese  M  bleibt  bei  den 
infinitesimalen  Transformationen  der  adjungierten  Gruppe  der  Gr  in  Ruhe, 
die  durch  die  Punkte  der  M  dargestellt  werden.  Mithin  giebt  es  höch- 
stens r  —  (r  —  q)  =  Q  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen der  adjungierten  Gruppe,  die  M  in  neue  Lagen  bringen.  An- 
dererseits sicher  soviele,  da  sonst  die  Gr  —  q  invariante  Untergruppe 
einer  grösseren  Untergruppe  der  Gr—q  wäre.  Die  Mannigfaltigkeit  M  wird 
mithin  in  oo?  ebenem  Mannigfaltigkeiten  M'  übergeführt.  Daraus,  dass 
vorausgesetzt^ wurde,  dass  die  Gr—q  in  keiner  grösseren  Untergruppe  der 
Gr  enthalten  ist,  kann  man,  worauf  wir  nicht  weiter  eingehen,  schliessen, 
dass  diese  oo?  M'  so  im  Räume  Rr—i  verteilt  sind,  dass  sie  ein  Um- 
hüllungsgebilde besitzen,  das  nicht  mit  dem  ganzen  Br—i  zusammenfällt. 
Dieses  Umhüllungsgebilde  bleibt  selbstverständlich  bei  der  adjungierten 
Gruppe  der  Gr  invariant.  Jene  Mannigfaltigkeit  M  hat  mit  dem  üm- 
hüUungsgebilde  eine  ebene  oder  krumme  Mannigfaltigkeit  m  gemein,  wenn 
sie  nicht  ganz  im  Umhüllungsgebilde  enthalten  ist.  Es  ist  nun  klar, 
dass  diese  Mannigfaltigkeit  m  bei  den  infinitesimalen  Transformationen  der 
adjungierten  Gruppe  der  Gr  in  Ruhe  bleibt,  deren  Bildpunkte  in  M  ge- 
legen sind.  Denn  sie  lassen  M  und  jenes  Umhüllungsgebilde,  mithin  die 
beiden  gemeinsame  Mannigfaltigkeit  m  in  Ruhe.  Letztere  stellt  daher  eine 
gewisse  invariante  Schar  von  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe 
Gr—q  dar. 

Diese  Schlussfolgerung  wird  jedoch  hinfällig,  wenn  das  Umbüllungs- 
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gebilde  jene  Mannigfaltigkeit  M  vollständig  enthält.  Dann  wird  die  Schar 
zur  Gruppe  Gr—q  selbst,  und  das  Ergebnis  ist  trivial.  Dieser  Aus- 
nahmefall tritt  sicher  dann  nicht  ein,  wenn  jene  oo?  ebenen  Mannigfaltig- 
keiten Jf' ,  die  aus  M  durch  Ausführung  der  adjungierten  Gruppe  von  Gr 
hervorgehen,  den  ganzen  Raum  Br—i  dieser  adjungierten  Gruppe  erfüllen, 
denn  alsdann  würde  das  ümhüllungsgebilde  nur  dann  alle  jene  cx)?  ebenen 
Mannigfaltigkeiten  enthalten,  wenn  es  der  ganze  -Rr— i  wäre,  was  aus- 
geschlossen ist.  Wir  können,  wenn  wir  dies  gruppentheoretisch  ausdrücken, 
das  Ergebnis  also  so  formulieren: 

Satz  32 :  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  eine  nicht  invariante 
Untergruppe  Gr—q,  die  in  keiner  grösseren  Untergruppe  der  Gr  enthalten  ist^ 
so  giebt  es  oo*  mit  Gr—q  innerhalb  Gr  gleichberechtigte  Untergruppen.  Ge- 
hört nun  jede  infinitesimale  Transformation  der  Gr  einer  dieser  Untergruppen 
an,  so  enthält  jede  dieser  Untergruppen  eine  invariante  Schar  von  infinitesi- 
malen Transformationen,  die,  wenn  sie  linear  ist,  eine  invariante  Untergruppe 
darstellt. 

Wenn  übrigens  die  M'  nicht  den  ganzen  Raum  Rr—i  erfüllen,  so 
kann  es  doch  vorkommen,  dass  ihr  ümhüllungsgebilde  M  selbst  nicht  voll- 
ständig enthält,  sodass  auch  dann  Gr—q  eine  invariante  Schar  von  infini- 
tesimalen Transformationen  enthält. 

Wir  kehren  zur  Betrachtung    der    integrabelen  Gruppen   zurück.  Sätze  über 

integrabele 

Es  gilt  zunächst  der  öruppen. 

Satz  33:  Ist  die  erste  derivierte  Gruppe  einer  Gruppe  integräbel, 
so  ist  auch  die  letztere  Gruppe  selbst  integräbel. 

Die  erste  derivierte  Gruppe  der  Gruppe  X^^f.  .  Xrf  kann  nämlich 
nach  ihrer  Definition,  vgl,  Schluss  des  §  ö  des  18.  Kap.,  entweder  die 
gegebene  Gruppe  selbst  sein,  und  dann  ist  der  Satz  trivial.  Oder  aber 
die  erste  derivierte  Gruppe  der  Gruppe  X^f. .  Xrf  ist  nur  g-gliedrig 
(2  <  >*),  sagen  wir  etwa  die  Gruppe  Xif..Xqf.  Diese  soll  nach 
Voraussetzung  integräbel  sein.  Wir  dürfen  annehmen,  dass  ihre  in- 
finitesimalen Transformationen  schon  so  ausgewählt  sind,  dass  X^f.X^f 
für  Q  =  1,  2  . .  q  —  1  stets  eine  in  X^/". .  X^+i/"  invariante  Unter- 
gruppe darstellen.  Alsdann  erzeugen  X-^f. .  Xq+if  eine  Gruppe,  da 
ihre  Klammerausdrücke  aus  X^f.  .  Xqf  allein  linear  ableitbar  sind. 
Nach  §  3  des  18.  Kap.  ist  überdies  X^^f.  .  Xqf  eine  invariante 
Untergruppe  der  Gruppe  Xif..Xq+if.  Ebenso  bilden  Xif..Xg+2f 
eine  Gruppe,  in  der  die  Gruppe  X^f..Xqf  und  auch  die  Gruppe 
X^f.  .  Xq^xf  invariant  ist  u.  s.  f.  Wir  sehen  also,  dass  die  ganze 
Gruppe  X^f .  .  Xrf  so  beschaffen  ist,  dass  stets  X^f .  .  X^f  für 
9=1,  2  . .  r  —  1  eine  in  X-^f.  .  X^+if  invariante  Untergruppe  bilden. 
Die  ganze  Gruppe  ist  also  integräbel. 

Nun  folgt  sofort: 

36* 
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Satz  34 ;  Eine  r-gliedrige  Gruppe  ist  dann  und  nur  dann  integräbel, 
wenn  ihre  r'^  derivierte  Gruppe  sich  auf  die  Identität  reduciert. 

Liegt  nämlich  zunächst  eine  integrabele  Gruppe  vor,  so  lassen 
sich  ihre  infinitesimalen  Transformationen  X^f.  .  Zr/"  nach  ihrer  Defini- 
tion so  auswählen,  dass 

t+fe-  1 

(XiXi+jc)  ^  ^?  Cj^  i+k,  t Xsf 

1 

{i=l,  2  ..r—1,     k=l,  2  ..r  —  i) 

wird.  Hier  ist  die  erste  derivierte  Gruppe  entweder  X^  f. .  Xr—if 
selbst  oder  in  letzterer  enthalten.  Die  zweite  derivierte  Gruppe  ist  in 
X^f ..Xr—if  enthalten  u.  s.  w.,  schliesslich  die  {r  —  1)**  ist  X^f  selbst 
oder  die  Identität,  die  r^  daher  sicher  bloss  die  Identität. 

Liegt  umgekehrt  eine  r-gliedrige  Gruppe  vor,  deren  r*®  derivierte 
Gruppe  die  Identität  ist,  so  ist  die  (r  —  1)*^  derivierte  Gruppe  nach 
Satz  33  integräbel,  also  nach  demselben  Satze  auch  die  {r  —  2)*^ 
derivierte  Gruppe  u.  s.  f.,  schliesslich  die  erste  derivierte  Gruppe,  also 
auch  die  gegebene  Gruppe  selbst. 

Hieraus  folgt  weiter: 

Satz  35:  Jede  Untergruppe  einer  integrdbelen  Gruppe  ist  ebenfalls 
integräbel. 

Denn  bei  der  successiven  Bildung  der  ersten,  zweiten  u.  s.  w.  deri- 
vierten  Gruppe  der  in  Frag^  stehenden  Untergruppe,  die  etwa  g'-gliedrig 
sei,  wird  entweder  die  Gliederzahl  fortwährend  kleiner  oder  nicht.  Im 
ersteren  Fall  ist  die  q^  derivierte  Gruppe  die  Identität,  die  Unter- 
gruppe also  nach  Satz  34  integräbel.  Im  letzteren  Fall  dagegen  be- 
sitzt sie  eine  gewisse  derivierte  Gruppe,  sagen  wir  X^f ,  .  X^f  {q  K  q), 
die  ihre  eigene  erste  derivierte  Gruppe  ist.  Alsdann  aber  leuchtet  es 
ein,  dass  bei  der  ganzen  vorgelegten  Gruppe,  die  r-gliedrig  sein  möge, 
die  y*^  derivierte  Gruppe  nicht  die  Identität  allein  sein  kann,  da  sich 
X^f. .  X^f  bei  der  Klammerbildung  sämtlich  beständig  reproducieren. 
Die  ganze  r-gliedrige  Gruppe  muss  also  nach  Satz  34  nicht -integräbel 
sein.     Dies  aber  widerspricht  der  Voraussetzung. 

Wir  wollen   zum   Schluss    noch    eine    nützliche    allgemeinere   Be- 
merkung anfügen,  die  wir  als  unmittelbar  evident  hinstellen: 
Transf.  der         Wenn  cinc  Gruppe  eines  Raumes  (x, .  .  x„)  mit  den  Transforma- 

Indivlduen  ...  o  /^ 

oinor  inv.  tloncu    T«  . . .    ciuc  continuicrliche    Schar  von  Punkten,  Curven    oder 

Schar.  .  .  .  . 

anderen  Mannigfaltigkeiten  invariant  lässt,  so  transformiert  sie  die 
einzelnen  Individuen  der  Schar  unter  einander  durch  eine  Gruppe  von 
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Transformationen  Sa  .  - .,  die  zu  den  Transformationen  Ta  in  der  Be- 
ziehung stehen,  dass,  sobald 

TaT,=  Z 
ist,  auch 

Sa  Ob  =  Sc 

ist.  Hierbei  ist  es  natürlich  sehr  gut  denkbar,  dass  einige  oder  alle 
S  sich  auf  die  Identität  reducieren,  obgleich  die  ursprünglichen  zu- 
gehörigen T  wirkliche  Transformationen  des  Raumes  (x^ . .  Xn)  dar- 
stellen. Denn  sobald  eine  Transformation  T  alle  Individuen  der  Schar 
einzeln  in  Ruhe  lässt,  muss  die  zugehörige  Transformation  S  die  Iden- 
tität sein. 

Die  neue  Gruppe  Sa  -  .  >  ist,  wenn  wir  eine  früher  (z.  ß.  in  §  4 
des  5.  Kap.)  eingeführte  Redeweise  benutzen,  isomorph  auf  die  Gruppe 
Ta  . .  .  bezogen.     Also  sagen  wir: 

Satz  36 :  Lässt  eine  Gruppe  von  Transformationen  Ta . . .  eines 
Raumes  {x^ . .  Xn)  eine  Schar  von  oo«  Mannigfaltigkeiten  invariant,  die 
von  q  Parametern  yi  .  .yq  abhängen,  so  ist  die  Gruppe  Sa  •  ■  •  der  Para- 
meter yi .  .yq  isomorph  auf  die  ursprüngliche  Gruppe  belogen,  d.  h.  mit 

TaTb  ==  Tc 

ist  stets  auch 

SaSb  =  Sc. 

Wir  haben  zum  Schluss  des  §  4  des  5.  Kap.  ein  Beispiel  hierfür 
gegeben.     Ein  anderes  Beispiel  ist  dieses: 

Beispiel:     Die  allgemeine  Gruppe  aller  Bewegungen  des  Raumes  Beispiel. 
{x,  y,  z): 

p    q     r    zq  —  yr    xr  —  zp    yp  —  xq 

bleibt  der  imaginäre  Kugelkreis,  der  Schnittkreis  der  unendlich  fernen 
Ebene  mit  der  Nullkugel 

x^  -\-y^  -\-  s'  =  Q 

invariant.  Die  Punkte  dieses  Kreises  werden  also  unter  einander  trans- 
formieft  und   zwar  vermöge   einer  isomorphen   Gruppe.     Wir   können 

als  Coordinate  jener  oo^  Punkte  etwa  j  =  —  benutzen.    Alsdann  lauten 

z 

die  betreffenden  infinitesimalen  Transformationen  für  diese  Punkte,  für 
die  X,  y,  z  unendlich  und  j^  -|-  y—j   -{-1=0  ist,  so : 
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Die  Klammerausdrücke  dieser  unter  einander  drücken  sich  genau  so 
linear  durch  diese  sechs  infinitesimalen  Transformationen  aus,  wie  die 
Klammerausdrücke  bei  der  obigen  Gruppe  durch  die  obigen  infinite- 
simalen Transformationen. 


Kapitel  20. 
Untersuchungen  über  die  Zusammensetzung  der  ^-gliedrigen  Gruppen. 

Bei  allen  Anwendungen  der  Theorie  der  endlichen  continuierlichen 
Gruppen  auf  die  Theorie  der  Differentialgleichungen  und  verwandte 
Gebiete  spielt  die  Zusammensetsung  der  auftretenden  Transformations- 
gruppen  eine  besonders  wichtige  Rolle,  ebenso  wie  in  Galois'  Theorie 
der  algebraischen  Gleichungen  die  Zusammensetzung  der  zugehörigen 
Substüutionsgvn^^^en.  Es  besitzen  daher  alle  Untersuchungen  über  die 
Zusammensetzung  der  endlichen  Transformationsgruppen  eine  beson- 
dere Bedeutung.  Wir  geben  in  diesem  Kapitel  eine  knappe  Übersicht 
über  die  einfachsten  und  wichtigsten  Ergebnisse  auf  diesem  Gebiete. 
Dabei  werden  wir  vielfach  mit  räumlichen  Anschauungen  operiere;i, 
ebenso  wie  es  in  den  früheren  Untersuchungen  über  die  adjungierte 
Gruppe  geschah. 

Wir  beginnen  mit  der  Bestimmung  aller  zweigliedrigen  Unter- 
gruppen, denen  eine  gegebene  infinitesimale  Transformation  einer  vor- 
gelegten r-gliedrigen  Gruppe  angehört.  Diese  Untersuchung  führt  zur 
Aufstellung  einer  gewissen  algebraischen  Gleichung  »**®°  Grades,  die 
sehr  wichtig  ist.  Hieran  schliesst  sich  die  Bestimmung  aller  drei- 
gliedrigen Untergruppen  einer  gegebenen  Gruppe,  indem  gezeigt  wird, 
dass  jede  infinitesimale  Transformation  einer  mehr  als  dreigliedrigen 
Gruppe  in  einer  dreigliedrigen  Untergruppe  enthalten  ist. 

Darauf  kommen  wir  zur  Bestimmung  der  Zusammensetzungen  aller 
zweigliedrigen,  aller  dreigliedrigen  und  aller  viergliedrigen  Gruppen. 
Wir  haben  früher  erkannt,  dass  dies  ein  rein  algebraisches  Problem 
ist,  denn  alle  Zusammensetzungen  von  r-gliedrigen  Gruppen  .werden 
bestimmt  durch  Constanten  dki  (i,k,l=l,  2 . .  r),  die  den  Be- 
dingungen 

Ciki  +  Ckii  =  0, 

r 
^f  {CiJcgCsit  -\-  CkuCsii  -|-  CiisC,kt)  =  0 

1 

(*,  h,l,  t=\,2..r) 
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genügen  —  infolge  des  dritten  Fundamentalsatzes,  von  dem  wir  aber 
nur  die  erste  leichter  zu  beweisende  Hälfte  brauchen  werden.  (Vgl, 
§  4  des  15.  Kap.)  Dies  algebraische  Problem  wird  nun  für  r  =  2,  3,  4 
vollständig  erledigt  werden. 

'  Schliesslich  werden  noch  einige  allgemeinere  Resultate  abgeleitet 
oder  zum  Teil  nur  angegeben*). 


§  1.    Zwei-  und  dreigliedrige  Untergruppen  gegebener  Gruppen. 

Indem  wir  versuchen  wollen,  alle  zweigliedrigen  Untergruppen 
einer  gegebenen  r-gliedrigen  Gruppe  X^/".  .  X^/"  zu  bestimmen,  tJenen 
eine  vorgelegte  infinitesimale  Transformation  dieser  Gruppe  angehört, 
finden  wir  es  zunächst  zweckmässig,  uns  die  gegebene  r-gliedrige 
Gruppe  auf  eine  solche  Form  X^/". .  X^/"  gebracht  zu  denken,  dass  die 
vorgelegte  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  gerade  Xj/"  ist. 
Wir  setzen  dabei  voraus,  dass  die  in  den  chardkteristisclien  Belationen  chai.  B.ei&t. 


(X.-X,)  =^s  dksXsf     (^,  A-  =  1,  2  . .  r) 


auftretenden  Constanten  c,i,,  die  wir  charakteristische  Constanten  oder  char.  const. 
Zusammenset0imgscoefßcienten  nennen,  gegeben  seien. 

Unser  Problem  soll  also  dieses  sein:  Man  soll  eine  infinitesimale  Problem. 
Transformation 

(cci  =  Const.)  der  Gruppe  derart  auswählen,  dass  sie  mit  X^f  eine 
zweigliedrige  Gruppe  erzeugt.  Natürlich  darf  «^  ohne  weiteres  gleich 
Null  gesetzt  werden,  da  die  gesuchte  Gruppe  X^/"  selbst  enthält. 


*)  Lie's  Untersuchungen  über  Transformationsgruppen  wurden  ursprunglich 
dadurch  veranlasst,  dass  er  (im  Jahre  1872)  erkannte,  dass  es  für  die  Theorie  der 
Differentialgleichungen  ausserordentlich  wichtig  ist,  den  Begriff:  Zusammensetzung 
einer  discontinuierlichen  Gruppe  auf  continuierliche  Gruppen  zu  übertragen.  Dies 
führte  ihn  zu  den  Fundamentalsätzen.  In  seinen  älteren  Untersuchungen  trat 
daher  der  Begriff  Zusammensetzung  stark  hervor.  In  den  Jahren  1878—84  jedoch 
versuchte  er  aus  pädagogischen  Rücksichten  den  Begriff:  adjungierte  Gruppe, 
soweit  möglich,  zu  vermeiden  oder  wenigstens  nur  rechnerisch  zu  verwerten, 
wenn  er  auch  seine  Entdeckungen  über  die  Zusammensetzung  kurz  angab. 
Explicite  führte  er  den  Begriff:  adjungierte  Gruppe  zuerst  1884  ein  (siehe  Verb. 
d.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Christiania  Nr.  15,  S.  3).  Die  Kapitel  18,  19,  20  dieses  Werkes 
enthalten  einige  unter  seinen  wichtigsten  Ergebnissen,  die  aus  der  Zeit  vor  1884 
herrühren.  Eine  vollständige  Darstellung  dieser  seiner  Untersuchungen  findet 
sich  im  dritten  Abschnitt  seiner  Theorie  der  Transformatiomgruppen,  bearb.  unter 
Mitw.  von  Engel. 
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Es  handelt  sich  somit  nach  dem  Hauptsatze  darum,  die  Con- 
stanten a^  . .  ttr  in  allgemeinster  Weise,  ohne  dass  sie  sämtlich  Null 
werden,  so  zu  bestimmen,  dass  der  Klammerausdruck 

r         r 

(Xi,    a^X^f  -\- 1-  CCrXrf)  ^  y}^f(XkCUsXsf 

-i         1 

die  Form  annimmt: 

in  der  c  und  q  vorläufig  noch  unbekannte  Constanten  bedeuten.    Dies 
giebt,  da  X^f .  .  X,/"  von  einander  unabhängig  sind,  die  r  Bedingungen: 


(1) 


2 


«aCui 


c,       ^cc),Cnj=  Qccj       (j=^2..r), 


von  denen  wir  die  r —  1  letzten  ausführlich  schreiben: 

(Cl22  —  Q)c12  -{-  Ci32a3  + h  CiriCCy  =  0, 

^2)  }     ^123 «2  +(Cl33  Q)cC3-\ +  Cir3«/-  =  0, 


Diese  r  —  1  Gleichungen  sind  linear  und  homogen  in  «g  •  .  «r«  Hat 
man  aus  ihnen  «g  •  •  "r  bestimmt,  so  giebt  die  erste  Gleichung  (1)  den 
Wert  von  c,  der  für  uns  vorerst  keine  besondere  Bedeutung  hat.  Es 
kommt  also  darauf  an,  aus  den  r  —  1  Gleichungen  (2)  a^  . .  «r  so  zu 
bestimmen,  dass  sie  nicht  sämtlich  Null  werden*).  Diese  r  —  1  Glei- 
chungen lassen  sich  aber  nur  dann  erfüllen,  wenn  ihre  Determinante 
verschwindet : 


I)(Q)  =  0. 


(3) 


D(q)  = 


Cl22  —  Q 
Cl23 


Cl32 

Cl33  Q 

Ci3r 


Cir2 
CirS 

Cxrr 


=  0. 


Die  Gleichung  D{q)=0  ist  stets  von  {r — l)tem  Qrade  in  q.  Der 
Leser  wird  sich  erinnern,  dass  wir  einer  ähnlichen  Determinante  schon 
öfters  begegnet  sind.  Sie  spielt  ja  überhaupt  in  vielen  Teilen  der 
Mathematik  eine  wichtige  Rolle. 

Die  Gleichung  Z)((>)  =  0  besitzt  mindestens  eine  Wurzel  q.     Für 
diese  lassen  sich  die  Gleichungen  (2)  durch  nicht  sämtlich  verschwin- 


*)  Die  Entwickt'luDgcn  des  Textes  finden  sich  schon  in  Lie's  erster  ausführ- 
licher Arbeit  über  Transformationsgruppen,  Archiv  for  Math.  Bd.  1,  S.  174  und 
193,  Christiania  1876.  Viel  weitergehende  Sätze  finden  sich  im  dritten  Bande 
derselben  Zeitschrift,  Christiania  1878. 
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dende  Werte  von  «g  .  .  «r  erfüllen.  Dass  übrigens  in  (2)  nur  die  Ver- 
hältnisse der  a  eine  Rolle  spielen,  ist  von  vornherein  klar.  Wir  haben 
also  gefunden: 

Satz  1:   Jede  infinitesimale  Transformation  einer  r-gliedrigen  G-^f^Ppe  ^^^^^y^f^ 
Xif. .  Xrf  gehört  mindestens  einer  ziv^igliedrigen  Untergruppe  an.  -ontef' 

Begrifflich  können  wir  diesen  Satz  auch  so  ableiten:  Interpre- 
tieren wir  die  infinitesimalen  Transformationen  UejcXjcf  der  Gruppe  in 
bekannter  Weise  als  Punkte  (ej^ie^:  •••  :  er)  des  Raumes  Rr-i  der 
adjungierten  Gruppe  E^f.  .  Erf  mit  den  homogenen  Coordinaten  e^..er, 
so  wird  eine  zweigliedrige  Untergruppe  durch  eine  Gerade  dieses 
Raumes  dargestellt,  die  invariant  bleibt  bei  denjenigen  infinitesimalen 
Transformationen  UekEkf  der  adjungierten  Gruppe,  deren  Bildpunkte 
(e^:  • ' :  er)  auf  der  Geraden  liegen.  Wenn  wir  aber  E^f  ausführen,  so 
bleibt  der  X-^f  darstellende  Punkt  in  Ruhe,  die  oo'"— ^  Geraden  durch 
diesen  Punkt  werden  also  vermöge  E^^f  unter  sich  vertauscht  und 
zwar,  wie  bei  den  Betrachtungen  des  §  4  des  vorigen  Kapitels  ge- 
nügend betont  wurde,  durch  eine  infinitesimale  projective  Transforma- 
tion. Nach  Theorem  34  desselben  Paragraphen  bleibt  dabei  wenigstens 
eine  Gerade  in  Ruhe*).  Ist  dies  die  Gerade,  die  den  Bildpunkt  von 
Xifm.it  dem  von  ^^a^Xjt/"  verbindet,  so  ist  also  nach  Satz  3,  §  3  des 
18.  Kap.  der  Klammerausdruck  (X^,  UccicXk)  aus  Xif  und  ScCkXkf 
linear  ableitbar,  d.  h.  die  Gerade  stellt  eine  zweigliedrige  Untergruppe 
XJ,  EauXuf  dar. 

Ehe  wir  in  der  allgemeinen  Theorie  fortfahren,  wollen  wir  die 
Bedeutung  vielfacher  Wurzeln  q  der  Gleichung  B{q)  =  0  für  das  vor- 
liegende Problem  an  einem  Beispiele  erläutern,  das  uns  schon  von 
früher  her  (aus  §  3  des  18.  Kap.)  bekannt  ist. 


*)  Schon  bei  Lie's  ersten  Untersuchungen  über  Transformationsgruppen  war 
die  Auffassung  der  Schar  von  infinitesimalen  Transformationen: 

einer  r-gliedrigen  Gruppe  als  einer  (r —  l)fach  ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltig- 
keit, die  durch  die  adjungierte  Gruppe  transformiert  wird,  das  zu  Grunde  liegende 
Princip.  In  seinen  älteren  Publicationen  im  Archiv  for  Math.  (1876  —  1879)  tritt 
diese  Auffassung  deutlich,  wenn  auch  nicht  viel  hervor;  in  den  Math.  Ann.  Bd.  16 
ersetzte  aber  Lie  diese  begrifflichen  Betrachtungen  durch  die  entsprechenden 
analytischen  Rechnungen.  In  seinen  verschiedenen  Publicationen  aus  dem  Jahre 
1884  (Archiv  for  Math,  und  Math.  Ann.,  Bd.  25)  lenkte  er,  sogar  in  energischen 
Ausdrücken,  die  Aufmerksamkeit  auf  die  zu  Grunde  liegenden  begrifflichen  Be- 
trachtungen, die  in  seinen  neueren  Arbeiten  unverhüllt  in  ihrer  ursprünglichen 
Gestalt  hervortreten. 
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Beispiel.  Beispiel:     Vorgelegt  sei  die  Gruppe 

p     q    yq    xp, 

deren  infinitesimale  Transformationen  wir  als  Punkte  eines  gewöhn- 
lichen Raumes  i?g  gedeutet  haben.  Wir  bestimmten  schon  früher  alle 
zweigliedrigen  Untergruppen,  di^  wir  in  Fig.  48  durch  Geraden  mar- 
kierten.    Setzen  wir  etwa 

XJ^p  -jr  yq, 

suchen  wir  also  alle  zweigliedrigen  Untergruppen,  die  p  -\-  yq  ent- 
halten, so  haben  wir 

XJ=  tt^q  +  tt^yq  +  a^xp 

so  zu  bestimmen,  dass 

(XiXg)  =  cXJ-\-  qXJ=  c{p  +  yq)  +  Q{a^q  +  a.^yq  +  a^xp) 

wird.     Es  ist  aber  hier: 

(X1X2)  =  a^p  —  a^q  =  a^(p  +  yq)  —  a^q  —  a^yq, 

sodass  zu  fordern  ist: 

«4  =  ^, 

(1  -f  Q)a,  =  0, 

QOC3  +   «4  =  0, 

QCCi  =  0. 

Die  erste  Gleichung  bestimmt  nur  c  und  kommt  nicht  in  betracht. 
Die  drei  letzten  verlangen,  dass 

1  +()     0     0 

0         Q     1     =0 
0  0     Q 

sei.  9  =  —  1  ist  einfache,  q  =  0  ist  Doppelwurzel.  Doch  für  keine 
der  Wurzeln  verschwinden  auch  die  zweireihigen  ünterdeterminanten 
sämtlich.  Daher  bestimmen  sich  die  Verhältnisse  von  «2?  «sj  ^^4  jedes- 
mal vollständig.  Für  q  =  —  1  kommt  «^  =  0,  «3  =  0,  also  die  Unter- 
gruppe 

p  +  yq   q, 

für  Q  =  0  kommt  «2  =  0,  «^  ^  0,  also  die  Untergruppe 

p  +  yq  Vi- 

Diese  Ergebnisse  waren  nach  Fig.  48  vorauszusehen. 
Benutzen  wir  ein  anderes  X^f: 

XJ=yq, 
so  haben  wir 
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X^f=  a^p  +  a^q  +  cc^xp 

so  zu  bestimmen,  dass 

{X,X,)  =  cXJ-hQX,f 

wird.     Dies  liefert  ausser  c  =  0: 

QU^  =0, 

{q  +  l)a3        =  0, 

sodass 

Q        0         Ol 

0     p+ 1     0  !  =  0 

0         0         Q  \ 

sein  muss.  Wieder  ist  ()  =  —  1  einfache,  q  =  0  Doppelwurzel.  Ftlr 
letztere  aber  verschwinden  auch  alle  zweireihigen  Unterdeterminanten. 
Während  daher  die  einfache  Wurzel  q  =  —  1  nur  die  eine  Unter- 
gruppe 

yg.    Q. 

liefert,  gehören  zu  q  =  0  oo^  zweigliedrige  Untergruppen,  weil  sich 
die  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  «g,  «g,  «^  für  p  =  0  auf  nur 
eine  reducieren.     Sie  geben  «3  =  0,  also  die  oo^  Gruppen 

yO.     ^P  +  i>'^P' 
Sie    werden    durch    alle    Geraden    eines    Strahlenbüschels    dargestellt. 
Auch  diese  Ergebnisse  sind  aus  Fig.  48  von  vornherein  ersichtlich. 
Setzen  wir  drittens 

XJ=p, 

so  ergeben  sich  für  «2»  ^n  *^4  i^ 

XJ^  cc^q  4-  «3^2  +  «4^P 
die  Bedingungen: 

^«2=0,        ^«3  =  0,         ()«^  =  0, 

sodass  Q  =  0  dreifache  Wurzel  von  D{q)  =  0  ist,  für  die  auch  alle 
Elemente  der  Determinante  verschwinden.  Demnach  gehen  oo^  Unter- 
gruppen hervor,  nämlich  alle: 

p     Xq  -{■  fiyq  -f-  vxp. 
(Vgl.  Fig.  48).  - 

Wir  kehren  zur  allgemeinen  Betrachtung  zurück.    Die  Gleichung   ?- fache 

.  .         .  °  °  .  °  Wurzel  von 

D(q)  =  0  ist  in  q  vom  (r  —  l)*®'*  Gerade.     Ist  q  eine  3- fache  Wurzel  ^(?)  =  o- 
der  Gleichung,  so  können  für  sie  bekanntlich  alle  Unterdeterminanten 
von  D(q)  von  höchstens  (r  —  1)  —  (^  —  1)  Reihen  verschwinden,  brauchen 
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es  aber  nicht  zu  thun.  Verschwinden  etwa  alle  {p  -\-  l)-reihigeu 
Determinanten,  nicht  aber  alle  i?- reihigen,  sodass 

P  -^  l^r  —  q 

ist,  so  reducieren  sich  die  -Gleichungen  (2)  für  die  fragliche  g*- fache 
Wurzel  auf  gerade  p  von  einander  unabhängige.  Sie  bestimmen  dem- 
nach von  den  r  —  2  Verhältnissen  der  a^ . .  Ur  gerade  p,  während  die 
übrigen  r  —  2  — p  willkürlich  bleiben.  Also  ergeben  sich  in  diesem 
Falle  <x>^—P-^  zweigliedrige  Untergruppen 

•  Dieselben  bilden  eine  lineare  Schar  insofern,   als  der  allgemeine  Aus- 

druck «2^2/^ "H  ■ '  "H  o^rXrf  linear  aus  r  — p  —  1  von  einander  unab- 
hängigen ableitbar  ist. 

tiMfaUM-  ^^^  wollen   die  Configuration   aller  zweigliedrigen  Untergruppen,   die 

zweigiiedr.  eine  gegebene  infinitesimale  Transformation  X^f  enthalten,  nur  flüchtig  be- 

derseiben^  i'ühren  uud  beuutzen  dazu  ihre  Deutung  als  Geraden  im  Räume  jBr— 1  der 
inf.  Traiisf.g^^j^^jjgjQj,^en  Gruppe  E^f.  .  Erf,  die  durch  den  Punkt  hindurchgehen,  der 
X^f  darstellt.     Sind 

?n      ?2      •  •  •     ?^     (^  ^  »•  —  1) 

alle  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  von  D(^)  =  0  und  ist  allgemein 
^j  gerade  g_,- fache  Wurzel,  sodass 

2i  +  ?2  H \-  qn  =  r  —  1 

ist,  verschwinden  ferner  für  qj  alle  {jpj  -j-  l) -reihigen  Unterdeterminanten 
von  .0(9),  nicht  aber  alle  ^y- reihigen,  sodass  also 

Pj+l^r  —  gj     (i  =  1,  2  . .  tt) 

ist,  so  bilden  die  betreffenden  Geraden  n  ebene  Mannigfaltigkeiten  M}. .  M" 
durch  den  Punkt  X-^f.  Und  zwar  ist  3P  gerade  {r  — pj —  l)-fach  aus- 
gedehnt. Je  zwei  dieser  Mannigfaltigkeiten  haben  ausser  X^  f  keinen  Punkt 
gemein,  überhaupt  haben  diese  Mannigfaltigkeiten  so  allgemeine  Lage  gegen 
einander,  als  es  die  Gemeinsamkeit  des  Punktes  X^f  ziilässt.  Wenn  z.  B. 
Jf^,  Ji^,  M^  Geraden  sind,  so  liegen  diese  nicht  in  einer  Ebene,  denn  sonst 
würden  alle  Geraden  des  Büschels  zweigliedrige  Untergruppen  darstellen, 
also  die  Ebene  eine  der'Jf  darstellen.  Es  ist  dies  eine  unmittelbare  Folge 
aus  wohlbekannten  Sätzen  über  das  Verhalten  der  Punkte  und  ebenen 
Mannigfaltigkeiten  eines  Raumes  (x^ .  .  a;«)  bei  einer  infinitesimalen  pro- 
jectiven  (bez.  linearen  homogenen)  Transformation. 

Z.  B.  bei  einer  viergliedrigen  Gruppe  G^  haben  wir  die  Deutung  in 
einem  Räume  JRg  vorzunehmen.  Die  durch  einen  Punkt  des  B^  gehenden 
Geraden,  die  zweigliedrige  Untergruppen  darstellen,  können  eine  der  folgen- 
den sechs  Configurationen  bilden: 

Erstens:  drei  Geraden,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 

Zweitens:  zwei  Geraden. 

Drittens:  eine  Gerade. 
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Viertens:  Alle  Geraden  -eines  Büschels  und  eine  einzelne  Gerade. 

Fünftens:  Alle  Geraden  eines  Büschels. 

Sechstens:  Alle  Geraden  des  Bündels  durch  den  Punkt. 

Betrachten  wir  die  Gesamtheit  aller  zweigliedrigen  Untergruppen  ti°o°if^i'e*r 
der  gegebenen  Gruppe  X^f.  .  X,.f  und  deuten  wir  sie  als  Geraden  im  ^mergr 
Räume  Br—i  der  adjungierten  Gruppe  E^f..Erf,  so  geben  diese  Ge- 
raden in  dem  Br—i  ein  Geradensystem  von  der  Art,  dass  durch  jeden 
Punkt  nach  Satz  1  mindestens  eine  der  Geraden  geht.  Die  Geraden, 
die  zweigliedrige  Untergruppen  darstellen,  erfüllen  also  den  ganzen  Baum. 
Allgemein  gehen  durch  jeden  Funkt  lineare  Mannigfaltigkeiten  von 
Geraden.  In  einem  Räume  von  drei  Dimensionen  —  d.  h.  bei  einer 
viergliedrigen  Gruppe  —  ist  das  Gebilde  also  entweder  ein  Strahlen- 
system oder  ein  linearer  Liniencomplex  oder  ein  Aggregat  solcher,  ausser 
denen  noch  einzelne  Stralilenbüschel  auftreten  können,  oder  endlich  es 
besteht  aus  allen  Geraden  des  Baumes. 

Entsprechend  verhält  es  sich  in  höheren  Räumen,  bei  mehr  als 
viergliedrigen  Gruppen. 

Beispiel:  Bei  der  öfters  besprochenen  Gruppe  p  Q  yQ  ocp 
bilden  die  Geraden,  die  Untergruppen  im  Räume  B.^  der  adjungierten 
Gruppe  darstellen,  erstens  das  Strahlensystem  erster  Ordnung  und 
erster  Klasse,  das  aus  allen  Geraden  besteht,  die  zwei  Geraden  schnei- 
den, zweitens  das  Bündel  aller  Strahlen  durch  den  Bildpunkt  von  p, 
drittens  das  Bündel  aller  Strahlen  durch  den  Bildpunkt  von  q,  viertens 
eine  Ebene,  deren  sämtliche  Geraden  Untergruppen  darstellen.  Siehe 
§  3  des  18.  Kap.,  Fig.  48. 

Das  Problem,  das  wir  uns  zu  Anfang  stellten,  können  wir  ana-    ^.iige- 

.  .  ...  meinere 

lytisch  etwas  allgemeiner  fassen,  indem  wir  die  gegebene  infinitesimalerassung  des 

.  ^  .    -  '  Problems. 

Transformation  mit  e^Xj/*-}-  •  •  +  erXrf  bezeichnen.    Wir  suchen  also 
jetzt  alle  zweigliedrigen  Untergruppen,  denen   diese  gegebene  infinite-         * 
simale  Transformation: 

e,X,f-{ \-erXrf 

angehört. 

Alsdann  handelt  es  sich  darum,  die  Coefficienten  s^  . .  Sr  in 

B,XJ+---{-erXrf 

SO  zu  bestimmen,  dass  der  Klammerausdruck 


(r  r  \  1  .    r 

^ieiX.f,  ^^BkXA  =^e,8kCi,sX,f 
l  1  /  s,i,k 


die  Form 
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r  r      • 

1  1 

annimmt. 

Wenn  nun  q  nicht  Null  ist,   so  können  wir  statt  der  infinitesi- 
malen Transformation  ÜSk^nf  auch  die   infinitesimale  Transformation 

SskXkf-\ — ZlejcXjcf  suchen,    die  ja    auch    der   gewünschten  Gruppe 

angehört. 

Unsere  Forderung  lässt  sich  also  in  diesem  Falle  specialisieren: 
Si-.Sr  sollen  so  bestimmt  werden,  dass 

(r  r  \  r 

wird.     Andernfalls  dagegen  fordern  wir: 

^e,X,f,  ^ Sk  X,f]  =  ö^se, XJ. 

Unter   beide    Probleme    ordnet    sich    drittens    als    Specialfall    das 
folgende  unter: 

(7)  ('^e,x,/;^5.z,A  =  o. 

Erstes  Betrachten  wir  das  erste  Problem.     Man  kann  es  offenbar   auch 

Problem.  _       , 

SO  aussprechen:  Man  sucht  alle  Punkte  {si'.  •  ■  :  Sr)  des  Br—i,  die  in- 
variant bleiben  bei  derjenigen  infinitesimalen  Transformation  der  ad- 
jungierten  Gruppe,  deren  Bildpunkt  der  Punkt  (e^'.'-ier)  ist.  In  diesem 
Probleme  lauten  nach  (4)  die  Bedingungsgleichungen,  denen  e^ .  .  Sr  zu 
♦         unterwerfen  sind: 


'J^eiSkCiks  =  Q£s     is=\,2..r) 
oder  ausführlich  geschrieben: 

r  r  r 

11  1 

(s=l,  2..r). 

Es  sind  dies  r  in  «j  . .  f r  lineare  homogene  Gleichungen.     Also  muss 
ihre  Determinante  gleich  Null  gewählt  werden: 
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^/  CfCfll  —  (>        ^'  Cf  C,-2l  •  ^  ßi  Ctrl 
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id)^iQ) 


111 


^e.- 


Cilr 


^C, 


Ci2r 


^ea 


=  0. 


Da  nun  die 


Es  ist  dies  eine  Gleichung  von  stets  r*®™  Gerade  für  q. 
Forderung  (5)  offenbar  durch 

h  ==  ^U       '    '    £r  =  Cr,       Q  =  0 

erfüllt  wird,  so  ist  es  sicher,  dass  die  Gleichung  (9)  die  Wurzel  q  =  0 
besitzt.     Es  ist  also  die  Determinante 


(10) 


h,  s  =  \,  2  .  .r 


=  0 


für  alle  Werte  von  e^  . .  ßr-  Man  kann  dies  übrigens  auch  nachträg- 
lich verificieren,  indem  man  die  Relationen  benutzt,  die  nach  dem 
dritten  Fundamentalsatz  zv^rischen  den  Constanten  Ciks  bestehen. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  ^(q)=  0  hat  also  den  Factor  q. 
Scheiden  wir  diesen  einen  Factor,  der  trivial  ist,  ab,  so  verbleibt  eine 
Gleichung  von  gerade  (r  —  1)*^"*  Grade  für  q,  die  allerdings  noch 
die  Wurzel  q  =  0  besitzen  kann.  Zu  jeder  Wurzel  q  gehört  min- 
destens ein  Wertsystem  der  Verhältnisse  von  «j  . .  Urj  das  die  Glei- 
chungen (8)  befriedigt.  Entwickelt  man  diese  algebraische  Gleichung 
{r  —  ly^^  Gerades  nach  den  Potenzen  von  9,  so  werden  die  Coeffi- 
cienten  ganze  Functionen  der  Grössen  e^  .  .  e^.  Die  Anzahl  der  ver- 
schiedenen Wurzeln  sowie  das  Verhalten  der  zur  Determinante  ^{q) 
gehörigen  Unterdeterminanten  für  die  einzelnen  Wurzeln  variiert  somit 
im  allgemeinen  mit  den  Grössen  e^  . .  er.  Wählt  man  ein  allgemeines 
Wertsystem  e^ . .  er,  so  wird  eine  gewisse  Anzahl  von  einander  ver- 
schiedener Wurzeln  q  auftreten.  Wenn  aber  alsdann  e^ . .  er  gewisse 
specielle  Gleichungensysteme  erfüllen,  so  kann  die  Anzahl  der  verschie- 
denen Wurzeln  q  geringer  werden.  Da  nun  die  Zahl  und  Art  der  ver- 
schiedenen Wurzeln  für  jedes  Wertsystem  (e^ . .  er)  eine  ganz  bestimmte 

begriffliche  Bedeutung  besitzt,  indem  sie  nach  (5)  die  bei  e^Eif-] \-erErf 

invarianten  Punkte  (f^  . .  Sr)  des  JRr— 1   liefert,    so    leuchtet  ein,    dass 
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jedes    der    erwähnten    Gleichungensysteme,    die    specielle    Wertsysteme 
(«1  . .  Cr)  definieren,  bei  der  adjungierten  Gruppe  invariant  bleibt*). 

Zweites  Wenden  wir  uns  jetzt  zu  dem  durch  (6)    ausgedrückten   zweiten 

Problem.  *'     .  \ 

Problem.     Hier  haben  wir  s^  .  .  er  nach  (4)  den  Bedingungen  zu  unter- 
werfen ; 

r 

(11)  ^i^CiSkCiks  =  <?c*     (s  =  1,  2  . .  r). 

Es  sind  dies  r  lineare,  aber  nicht  homogene  Gleichungen  für  s^ .  .  Sr. 
Ihre  Determinante  ist  nach  (10)  sicher  Null.  Hieraus  folgt,  dass  es 
nicht  immer  Lösungen  s^ , ,  Er  zu  geben  braucht.  Vielmehr  wird  es 
vorkommen  können,  dass  zu  einem  gegebenen  Wertsystem  e^.  .  Cr  kein 
Wertsystem  «^  . .  «r  existiert,  das  (11)  erfüllte  ausser  dem  trivialen 
System  £»  =  ßi  für  6  =  0.  Man  könnte  sich  geradezu  die  Aufgabe 
stellen,  die  Wertsysteme  e^ . .  er  zu  bestimmen,  welche  Lösungen  «^..fr 
zulassen.  Wenn  aber  ein  Lösungensystem  s^  . .  Sr  existiert,  so  erfüllen 
offenbar  auch  e^  -^  Xe^,  ..  Sr  -{-  X Cr  die  Forderungen  (11),  da  die  Deter- 
minante identisch  Null  ist.  Dies  ist  aber  auch  begrifflich  einleuch- 
tend. Wir  kommen  in  §  6  auf  dieses  Problem  zurück. 
Beispiel.  Beispiel:     Bei  der  Gruppe 

p     xp     x^p 
lautet  (5): 

( 5')  K^i  ^2  —  ^2  «i)i?  +  2  (ßi  £3  —  63  fi)  xp  +  («2  £3  —  63  s^x^p 

\  =  ^(flJP  +  S^Xp  +  B^X^p). 

Wir  erhalten  also  als  Gleichungensystem  (8): 


(8') 

daher  als  Gleichung  (9): 


^2^3  ^3^2  ^^  9%; 


*)  Schon  in  der  ersten  kurzen  Arbeit  (Verh.  d.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Christiania 
1884,  Nr.  15,  S.  1—4),  in  der  Lie  explicite  den  Begriff  und  die  Bezeichnung: 
adju/ngierte  Gruppe  einführte,  machte  er  ausdrücklich  aufmerksam  auf  die  Wichtig- 
keit der  bei  der  adjungierten  Gruppe  invarianten  Mannigfaltigkeiten.  In  den 
Math.  Ann.  Bd.  25,  S.  149  — 151,  gab  er  eine  hervorragend  wichtige  Anwen- 
dung dieser  Gleichungensysteme,  deren  Bestimmung  seine  allgemeinen  Theorien 
leisten. 


=  0 
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—  e^  —  Q  ßi  0 

(9')  —2e,         -Q       2e, 

oder  ausmultipliciert : 

(>[9^  + 461^3  —  e^^  =  0. 

Q  tritt,  wie  es  sein  muss,  als  Factor  heraus.     Ausserdem  ergeben  sich 
zwei  im  allgemeinen  verschiedene  Wurzeln  q^  und  q^: 


^'\=±Ve,'-Ae,e,. 

92) 


92 

Nur  wenn  e^p  -{-  e^xp  -{-  e^x^p  so  beschafiPen  ist,  dass  Cj  -f-  ^2^  ~\~  %^ 
ein  vollständiges  Quadrat  ist,  ergiebt  sich  die  Doppelwurzel  (>  ==  0, 
für  die  aber  nicht  alle  zweireihigen  ünterdeterminanten  von  (9')  Null 
sind.  Bei  der  Deutung  in  der  Ebene  der  adjungierten  Gruppe,  die 
wir  in  einem  Beispiel  in  §  3  des  18.  Kap.  besprachen,  tritt  bekannt- 
lich ein  gewisser  Kegelschnitt  auf  (vgl.  die  damalige  Fig.  45).  Es 
sind  nun  die  gesuchten  infinitesimalen  Transformationen  dargestellt 
durch  die  beiden  Berührpunkte  («j,  b^^  fg)  der  vom  Punkte  (e^,  Cg,  e^ 
ausgehenden  Tangenten  des  Kegelschnittes.  Sie  fallen  zusammen  und 
zwar  mit  (e^,  62?  ^3)  selbst,  wenn  letzterer  Punkt  auf  dem  Kegelschnitt 
liegt.     Im  letzteren  Fall  ist  die  Losung  trivial. 

Das  zweite  Problem  wird  in  unserem  Beispiele  dargestellt  durch 
die  Forderung: 

(e,«2  —  ^2«i)P  +  2(^1  £3  —  e^B^xp  +  (egfg  —  e^^^^i^p 


(f\\ 

Diese  giebt  das  Gleichungensystem: 

C-i    Co     ^—  t/O  C« O  C/|    • 

(11')  2ei£3  — 2e3fi  =  062, 

Da  die  Determinante  der  linken  Seiten  hinsichtlich  £j,  «g?  *3  identisch 
verschwindet,  so  lassen  sich  dieSe  Forderungen  nur  dann  erfüllen, 
wenn  eine  der  Gleichungen  bloss  eine  Folge  der  beiden  andern  ist. 
Multiplicieren  wir  sie  bez.  mit  2^3,  —  e^,  26^  und  addieren  sie,  so 
kommt  links  Null.  Also  lassen  sie  sich,  da  tf  =j=  0  sein  soll,  dann 
und  nur  dann  erfüllen,  wenn  Cj,  62,  e^  der  Bedingung  genügen: 

e^^  —  4e^es  =  0. 
Demnach  muss  diese  Gleichung  eine  bei  der  adjungierten  Gruppe  in- 

Lie,  Contimiierliche  Gruppen,  36 


Drittes 
Problem. 
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Variante  Curve  darstellen.     In  der  That  ist  sie  die  Gleichung  des  er- 
wähnten  invarianten  Kegelschnittes. 

Das  dritte,  specielle  Problem  (7)  endlich,  in  dem  alle  mit  UckXkf 
vertauschbaren  infinitesimalen  Transformationen  gesucht  werden,  führt 
zu  den  r  Forderungen; 


(12)  2!i  2^^''^"^''^  =  ^      (s  =  1 ,  2  .  .  r). 

Da  die  Zusammensetzungscoefficienten  die  Relationen 

erfüllen,  so  können  die  Gleichungen  auch  folgendermassen  geschrieben 
werden: 

l..r 

j ,  k,  i:^  k 

Dabei  leuchtet  ein,  dass  die  Grössen 

^i  ^k  ^k  ^i 

als  Liniencoordinaten  im  Räume  mit  den  homogenen  Punktcoordinaten 
ßi  .  .  Cr  aufgefasst  werden  können. 
Beispiel.  Beispiel:     Bei    der    Gruppe   p,    xp,    x^p    haben    wir    als    Forde- 

rungen (12): 

2e,8,-2e,8,  =  0, 

Die  Determinante  ist  hier: 

—  62  Ci        0 

(10')                                 —2^3  0  2^1 

0  —  C3  ^2 

Aus  (12')  folgt  sofort  für  ein  allgemeines  Wertsystem  e, ,  e.2,  C3,  dass 
^1;  hy  h  proportional  e,,  e^,  e^  sind.  Das  ist  aber  ein  triviales  System. 
Setzen  wir  alle  zweireihigen  Unterdfeterminanten  von  (10')  gleich  Null, 
so  kommen  die  Forderungen  ßj  =  Cg  =  %  =  0.  Dies  aber  ist  eine 
ausgeschlossene  Annahme.  Die  betrachtete  Gruppe  enthält  also  kein 
Paar  mit  einander  vertauschbarer  infinitesimalen  Transformationen. 
Dasselbe  gilt  von  jeder  Gruppe  mit  gleicher  Zusammensetzung. 

Zum   Schluss  des  Paragraphen   wollen  wir  noch    einen  Satz    be- 
weisen, der  dem  Satze  1  analog  ist.    Wir  werden  nämlich  zeigen,  dass 
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jede    zweigliedrige   Untergruppe    einer  Gruppe   in  einer    dreigliedrigen 
Untergruppe  enthalten  ist. 

Zu  diesem  Zweck  formulieren  wir  einen  ausserordentlich  wich- 
tigen, wenn  auch  naheliegenden  Satz,  den  wir  schon  oben  bei  Gelegen- 
heit der  Zerfällung  des  Problems  in  einzelne  bewiesen  haben,  und  den 
wir  früher  hier  und  da  ableiteten  und  benutzten: 

Satz  2 :  Jede  zweigliedrige  Gruppe  lässt  sich  hei  passender  Auswahl  satz^über 
ihre^'  infinitesimalen  Transfannationen  X^f,  X^f  auf  eine  solche  Form  Gruppen. 
bringen,  dass  entweder 

iX,X,)  =  XJ 
oder  aber 

iX,X,)  =  0 
wird  *). 

Von  diesem  Satz  machen  wir  insofern  augenblicklich  Gebrauch, 
als  er  einschliesst,  dass  eine  zweigliedrige  Gruppe  stets  integrdbel  ist. 
(Vgl.  §  5  des  vorigen  Kapitels.) 

Nach  dieser  Vorbemerkung  seien  X^f  und  X^f  zwei  solche  in-  zweigi. 
finitesimale  Transformationen  einer  Gruppe  X^f. .  Xrf,  die  eine  zwei-  enthalten 
gliedrige  Untergruppe  erzeugen.  Wir  deuten  diese  Untergruppe  als  untorgr. 
eine  Gerade  im  Räume  Hr—i  der  adjungierten  Gruppe  E^f.  .  Erf 
Alsdann  bleibt  die  Gerade  bei  E^^f  und  .E2/'  invariant.  (Vgl.  §  3  des 
18.  Kap.)  Durch  die  Gerade  gehen  nun  oo'"— ^  ebene  zweifach  aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeiten  M^,  die  ihrerseits  eine  lineare  (r  —  3)  fach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  Mr— 3  bilden.  Da  nun  sowohl  die  infini- 
tesimale Transformation  E^f  als  auch  die  infinitesimale  Transforma- 
tion E^f  der  adjungierten  Gruppe  die  Gerade  in  Ruhe  lässt,  so  trans- 
formieren sie  die  ebene  Mannigfaltigkeit  Mr— 3  aller  M2  in  sich  und  zwar 
durch  eine  Gruppe  E^f,  E^f,  (iie  mit  der  Gruppe  E^f,  E^f  isomorph 
ist.  (Vgl.  Satz  36,  §  5  des  19.  Kap.)  Die  Gruppe  X^/",  X^f  ist  nach 
Satz  2  integrabel.  Nach  Theorem  33,  §  2  des  18.  Kap.,  ist  also  auch 
die  Gruppe  E^f  E.^^  folglich  auch  die  isomorphe  Gruppe  E^f  E^f  inte- 
grabel. Nach  Satz  19,  §  4  des  vorigen  Kap.,  lässt  die  Gruppe  E^f  E^f 
deshalb  auch  eine  jener  00'—^  ebenen  M^  in  Ruhe.  Wir  können  an- 
nehmen, etwa  X^f  habe  seinen  Bildpunkt  in  eben  dieser  invarianten 
ebenen  M^.  Nach  Satz  3,  §  3  des  18.  Kap.,  lassen  sich  alsdann  (XjXg) 
und  (XgXg)  linear  aus  X^f,  X^f,  Xg/"  ableiten.  Es  erzeugen  also  diese 
drei  infinitesimalen  Transformationen  eine  dreigliedrige  Gruppe.  Also 
folgt : 

*)  Diesen  Satz  benutzte  Lie  zum  ersten  Male  in  den  Göttinger  Nachr. 
Decbr.  1874, 

36* 


Untergr. 
einer  Gr. 
enthalten 
in  einer 
Untergr. 
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Satz  3 :  Jede  zweigliedrige  Untergruppe  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
Xif. .  Xrf  gehört  mindestens  einer  dreigliedrigen  Untergruppe  an. 

Man  sieht  am  Verlaufe  des  Beweises,  dass  ein  Satz,  dass  jede  drei- 
gliedrige einer  viergliedrigen  Untergruppe  angehöre,  sich  nicht  ebenso 
beweisen  Hesse.  In  der  That  ist  ein  solcher  Satz  auch  nicht  richtig, 
wie  etwa  die  Gruppe  p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp  zeigt.  Der  Beweis 
scheitert  daran,  dass  es  dreigliedrige  Gruppen  giebt,  die  nicht  inte- 
grabel  sind,  z.  B.  die  Gruppe  xq,  xp  —  yq,  yp. 

Aber    man    kann    den  Satz  3    in  anderer  Weise  verallgemeinern, 
nämlich  so: 
■^unterCT^^         Satz  4:     Jede  integrabele  q-gliedrige  Untergruppe  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  Xif . .  Xrf  iq<r)  gehört  mindestens   einer   {q-\- \)-gliedrigen 
Untergruppe  der  Gruppe  X^f. .  Xrf  an. 

In  der  That,  sei  g^  jene  g-gliedrige  Untergruppe.  Sie  wird  im 
Räume  B,r—x  der  adjungierten  Gruppe  E^f.  .  Erf  durch  eine  {q — l)fach 
ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit  Mq—i  dargestellt.  Durch  sie  geht 
eine  gewisse  Anzahl  g-fach  ausgedehnter  ebener  Mannigfaltigkeiten  Mq. 
Sei  gq  insbesondere  die  Untergruppe  X^f. .  X^f,  wie  wir  ohne  Beein- 
trächtigung der  Allgemeingültigkeit  des  Beweises  annehmen  dürfen. 
Alsdann  erzeugen  E^f..Eqf  ebenso  wie  Xif..Xqf  für  sich  eine 
Gruppe,  da  mit 

r 

(XjXi)  ^  ^f  Cjks  Xsf 
auch 

r 

{EiE,)=^sCi,,E,f 
1 

ist   (nach  Theorem  33,   §  2    des  18.  Kap.).     Nach  Voraussetzung  ist 
die  Gruppe  Xjf..Xqf\on  der  besonderen  Zusammensetzung: 

i  +  h—l 


(XiXi^k)  =  xf  ^'.  »+'t. » -^sf 


der  integrabelen  Gruppen.  Also  auch  die  Gruppe  E^f .  .  Eqf,  die  über- 
dies linear  und  homogen  ist.  Die  letztere  Gruppe  lässt  unsere  ebene 
Mq—i  in  Ruhe.  Also  bleibt  bei  ihr  nach  Satz  19,  §  5  des  vorigen 
Kapitels  auch  mindestens  eine  ebene  Mq  in  Ruhe,  welche  unsere  Mq—i 
enthält.  Es  habe  etwa  Xq^if  seinen  Bildpunkt  in  dieser  Mq.  Als- 
dann erkennen  wir  also  nach  Satz  3,  §  3  des  18.  Kap.,  dass  (XiX,y+i), 
(XgX,-!-!)  . .  .  (^XqXq^i)   sich  linear  aus  X^f. .  Xq^if  ableiten  lassen. 
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Also  bilden  auch  Xif. .  X^+if  eine  Gruppe.     Damit  ist  der  Satz  be- 
wiesen. 

Zwar  lässt  die  Gruppe  E^f. .  Eqf  auch  eine  ebene  Mq+\  in  Ruhe, 
welche  die  soeben  besprochene  Mq  enthält.  Daraus  können  wir  aber 
nicht  schliessen,  dass  diese  Mq+x  eine  {q  +  2)-gliedrige  Unter- 
gruppe der  Gruppe  X^f. .  Xrf  darstellt.  Denn:  enthält  sie  etwa  den 
Bildpunkt  von  Xq^2f,  so  folgt  nach  dem  citierten  Satze  zwar,  dass 
(X1X5+2)  . . .  (^3^5+2)  linear  aus  X^f..Xq^2f  ableitbar  sind,  nicht 
aber,  dass  dies  auch  für  (Xqj^iXqj^^)  gilt*). 


§  2.     Bestimmung  aller  Typen  von  dreigliedrigen  Zusammen- 
setzungen. 

Wir  haben  schon  oben,  in  Satz  2,  alle  Typen  von  gtveigliedrigen zweigHedr. 

•  .  .      .         .  ^  1  Zusanunen- 

Zusammensetzungen  angegeben :  Aus  einer  zweigliedrigen  Gruppe  kann  Setzungen. 
man  stets  zwei  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen X^f,  X^f  so  auswählen,  dass  entweder 

(X1X2)  ^XJ  oder  aber  (X^X^)  =  0 

ist.     Der   eine   Fall    schliesst    den    andern    aus.     Ein   Beispiel    einer 

Gruppe  der  ersteren  Art  ist  p     xp,   einer  Gruppe  der  letzteren  p     q. 

Bei  einer  Gruppe  der  zweiten  Art  sind  alle  Transformationen  in  ihrer 

Reihenfolge  mit  einander  vertauschbar,  nach  Satz  6,  §  2  des  17.  Kap. 

Auch   ist    hier    jede    eingliedrige    Untergruppe    invariant.      Bei    einer 

Gruppe  der  ersteren  Art  ist  nur  ihre  derivierte  Gruppe  X^f  invariant. 

Die  infinitesimalen  Transformationen  der 

beiden  Gruppen  lassen  sich   bei  Zuhülfe- 

iiahme  der  adjungierten  Gruppe  als  Punkte 

einer  Geraden  darstellen.    Wir  gelangen 

dadurch    zur     schematischen     Figur    50. 

Die  invarianten  Untergruppen  sind  darin 

besonders  markiert.  ^'^^-  ^^- 


•— 

♦— # 

2 
— 0 

2 

p    xp 

p   a 

Wenden  wir  uns  nun  zu  den  dreigliedrigen  Zusammensetzimgen. 
Liegt  eine  Gruppe  X^f ..  Xrf  yor,   so   gilt  die  Bemerkung  allge- Zuordnung 
mein,    dass    sie  jeder    Geraden    im    Räume    Br—i    ihrer    adjungiertenzur  Geraden 

im  Kaum  d. 
adj.  Gruppe 

*)  Diese  Entwickelungen  veröffentlichte  Lie  zum  ersten  Male  und  zwar  in 
analytischer  Form  im  3.  Bande  des  Archiv  for  Math.,  Christiania  1878.  Welche 
Eolle  der  Satz  4  in  seinen  ältesten  Untersuchungen  gespielt  hat,  deutete  er  bei 
dieser  Gelegenheit  mit  folgenden  Worten  an:  „Dieses  letzte  Theorem,  das  in 
dieser  Abhandlung  nicht  benutzt  wird,  wurde  bei  meiner  ursprünglichen  Bestim- 
mung von  allen  Gruppen  einer  Ebene  fast  bei  jedem  Schritte  angewandt." 
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Gruppe  E^f . .  Erf  einen  Punkt  —  im  Ausnahmefall  gar  nichts  — -  zu- 
ordnet. Denn  die  infinitesimalen  Transformationen  UaiXif,  UßkXkf 
werden  im  Räume  (e^ :  •  •  • :  er)  durch  zwei  Punkte  mit  den  homogenen 
Coordinaten  «j  . .  «^  bez.  ß^  . .  ßr  dargestellt.     Ist  nun 

(  ^iCCiXif,     '^ßkXkf,  \  =^sy,XJ, 

so  ordnet  die  Gruppe  der  Geraden  jener  beiden  Punkte  («i :  •  • :  «r)  und 
(ßi^:--:ßr)  den  Punkt  (yi-'-'-yr)  zu,  denn  der  Klammerausdruck  aus 
irgend  zwei  infinitesimalen  Transformationen,  deren  Bildpunkte  auf 
jener  Geraden  liegen,  unterscheidet  sich  nur  um  einen  constanten 
Factor  von  Uy^X^f. 
^setz^ng"^  Handelt  es  sich  nun  um  eine  dreigliedrige  Gruppe  X^^f,  X^f,  X^f, 

'oruppeu'!'  ^^  werden  wir  ihre  infinitesimalen  Transformationen  UuiXif  als  Punkte 
einer  Ehene  mit  den  homogenen  Coordinaten  a^,  a^,  a^  darstellen. 
Jeder  Geraden  dieser  Ebene  wird  dann  ein  Punkt  zugeordnet,  der 
eventuell  verschwinden  kann.     Ist 


3  3  \  3 

^a,X,f,  ^ßkXkf  )  =  '^7.X,f, 
1  1  /         1 


so  ist  der  Geraden,  welche  die  Punkte  {a^,  a^,  k.J  und  (/S^,  ß^,  ß^) 
verbindet,  der  Punkt  (y^,  y.^)  J^s)  zugeordnet.     Es  sind  offenbar 

«2^3  —  «3^2;        «3Ä—  «l/^S.        «1/^2  —  «2/^1 

Jiomogene  Liniencoordinaten  der  in  Rede  stehenden  Geraden.  Die  obige 
Relation  lässt  sich  nun,  da  (XiX^)  -\-  {XkXi)  ^0  ist,  auch  so 
schreiben : 

(«2/^3  -  <^M(X,X,)  +  {a,ß,-aM(X,X,)  + 

3 

+  ia,ß,  -  aM(X,X,)  =^^sy,XJ. 
Nach  dem  Hauptsatze  wird  aber: 

3 

(X,Xk)  =^sCa.sX,f    {i,  /c  =  1,  2,  3) 
1 

sein,  sodass  der  Vergleich  der  Coefficieuten  auf  beiden  Seiten  ergiebt; 

(Tl  =  («2/^3  —  «3/32)^231  +   i^sßl  —  «1/^3)^311   +  («1/^2  —  «2/5l)Cl2U 
(13)       J/2  =  («2/33  —  «3/^2)^232  +   («8^1  —   «1/^3)^312   +   («1/^2  —  «2/3l)Ci22, 

'^3  ==  («2/^3  —  «sßi)Cm  +  («a/^i  —  «i/^3)<'3i3  +  («1/^2  —  «2/5i)<'m- 
Man   sieht:    Die  homogenen  Coordinaten  yj,  y^,  y^  des  Punktes,  der 
der  Geraden  mit  den  homogenen  Coordinaten  («g/Sj, — cc^ß^),  {<x.^ßi — «i/^s); 
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(a, /Jg  —  «2^1)  zugeordnet  ist,  drücken  sich  linear  und  homogen  durch 
letztere  Liniencoordinaten  aus.     Daher  folgt: 

Satz  5:  Jede  dreigliedrige  Gruppe  X^f,  X^f,  X^f  bestimmt  in  der 
Bildebene  ihrer  adjimgierten  Gruppe  eine  Correlation  der  Geraden  und 
PunJcte. 

Diese  Correlation  (13)  kann  nun  eine  wirkliche  oder  ausgeartete 
sein,  je  nach  dem  Verhalten  ihrer  Determinante 

^231  ^311  ^121 
^232  ^312  ^122 
^233       ^313       ''123 

Ist  diese  Determinante  von  Null  verschieden,  so  ist  die  Correlation 
nicht  ausgeartet. 

Der  Fall,  dass  diese  Determinante  nicht  Null  ist,  lässt  sich  auch 
so  charakterisieren:  Zwischen  den  drei  Klammerausdrücken 

(14)  (X,X,)  =  CaiXJ+  c,,,X,f+  Ca,XJ 

(i,  Jc  =  l,  2,  3) 

besteht  keine  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten,  d.  h.  die 
erste  derivierte  Gruppe  ist  ebenfalls  dreigliedrig. 

Wir  wollen  uns  zunächst  mit  diesem  Fall,  dass  die  erste  derivierte^^«*^^  deriv. 

'  Gruppe 

Gruppe  dreigliedrig  ist,  beschäftigen.  dreiguedrig. 

Tragen  wir  in  die  Identität 

((X,Z,)X3)  +  ((X,X3)X,)  +  ((X3XOX,)  -  0 
die  Werte  (14)  in  den  inneren  Klammern  ein,  so  kommt: 

(Ci,2  —  C3i3)(X2X3)  -|-  (C233  —  C,2i)(X3Xi)  +  (Cgn  —  C232)(XiX2)  =  0. 

Da  nun  (XgXg),  (X3X1),  (X1X2)  nach  Voraussetzung  keine  lineare 
Relation  mit  constanten  Coefficienten  erfüllen,  so  folgt: 

^122  ^^^  ^313»         ^233  ^^^  ^121?         ^^311  "^^  ^232* 

Die  obige  Determinante  ist  somit  symmetrisch.  Daher  ist  die  Corre- 
lation (13)  nach  bekannten  Sätzen  die  polare  Zuordnung  von  Punkten 
zu  Geraden  vermöge  eines  gewissen  nicht  ausgearteten  Kegelschnittes 
in  der  Ebene. 

Wir  können  nun  aus  der  Schar  aller  2Gonst.Xf  drei  beliebige 
von  einander  unabhängige  als  Xj/j  X^f,  X^f  herausgreifen,  d.  h.  drei 
solche,  deren  Bildpunkte  ein  beliebiges  wirkliches  Dreieck  darstellen. 
Wir  wählen  X^f  und  X^f  so,  dass  ihre  Bildpunkte  auf  dem  Kegel- 
schnitt  liegen,    während   X^f  zum    Bildpuukt   den    Schnittpunkt    der 


568  Kapitel-  20,  §  2. 

Tangenten  dieser  beiden  Punkte  haben  möge.  Jeder  der  Tangenten 
ist  der  Berührpunkt,  der  Berührsehne  ist  der  Bildpunkt  von  X^f  polar 
zugeordnet.     Wir  haben  also: 

{X,X,)  =  aXJ,    (X,X,)  =  ßX,f,     {X,X,)  =  yXJ. 

Die  Constanten  a,  ß,  y  sind  sämtlich  von  Null  verschieden,  da  sonst 
die  erste  derivierte  Gruppe  nicht  dreigliedrig  wäre.  Durch  Einsetzung 
dieser  Klammerausdrücke  in  die  Jacobi'sche  Identität  zwischen  X^f, 
X^f,  X^f  ergiebt  sich  a  =  y.  Indem  man  als  neue  X^f,  X^f,  X^f 
nun  die  drei  infinitesimalen  Transformationen,  multipliciert  mit  passen- 
den nicht  verschwindenden  Constanten  benutzt,  kann  man  ohne  Mühe 
erreichen,  dass  die  obigen  Relationen  die  Form  annehmen: 

(I)  {X,X,)  =  XJ,     {X,X,)  =  2XJ,    {X,X,)  =  XJ. 

Ein  Beispiel  zu  dieser  Zusammensetzung  ist  die  bekannte  Gruppe 
p    xp    x^p. 

Hätten  wir  als  Bildpunkte  von  X^f,  X^f,  X^f  die  Ecken  eines 
Polardreiecks  des  Kegelschnittes  gewählt,  so  hätten  wir  ebenso  leicht 
die  cyklische  Zusammensetzung  herstellen  können: 

(1')  {X,X,)=X,f,    (X,X,)  =  XJ,    {X,X,)  =  X,f, 

die  also  der  vorhergehenden  äquivalent  ist. 

Ein  Beispiel  zur  letzteren  Form  der  Gruppe  ist  dies: 
—  xq-\-yp     g  -f  xyp  +  y^q     —p  —  x^p  —  xyq. 

In  der  weiter  unten  gegebenen  Figur  51  ist  die  hier  gefundene 
Zusammensetzung  schematisch  unter  I  dargestellt.  Dass  die  Gruppe 
ihre  eigene  erste  derivierte  Gruppe  ist,  soll  in  der  Figur  durch  die 
Schraffur  angedeutet  werden.  Die  Gruppe  besitzt  keine  invariante 
Untergruppe. 

Erste  deriv.         Nuumehr  kommeu  wir  zu  der  Annahme,  dass  die  erste  derivierte 

Gruppe 

zweigiiedr.  Gruppc  zweigliedrig  sei. 

Es  mögen  in  der  betrachteten  Gruppe  Xj/J  X^f,  X^f  etwa 
Xj/",  X^f  diese  zweigliedrige  erste  derivierte  Gruppe  darstellen.  Als- 
dann sind  alle  drei  Klammerausdrücke  linear  aus  X^f  und  X^f  allein 
ableitbar;  insbesondere  darf  nach  Satz  2  des  vorigen  Paragraphen 
entweder 

{X,X,)  =  XJ 
oder  aber 

(X,X,)  =  0 

angenommen  werden.    Erstere  Annahme  ist  jedoch  aus  einem  anderen 
Grunde  ausgeschlossen.     Denn  wenn  man  die  Werte 
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{X,X.:)  =  XXJ,     {X,X,)  =  aXJ+ßX,f, 
{X,X,)  =  yXJ+dXJ 
m  die  Identität  zwischen  X^f,  X^f,  X^f  einführt,  so  kommt: 
—  l8XJ-\-kßXJ=0, 

d.  h.  kd  =  Xß  =  0.  Aber  ß  und  8  sind  nicht  beide  Null,  weil  sonst 
die  erste  derivierte  Gruppe  nur  eingliedrig  wäre.  Also  ist  A  =  0, 
d.  h.  {Xy^X^^O.  Führen  wir  statt  X^f  die  infinitesimale  Transfor- 
mation aX^f  -\-  hX^f  (a  =1=  0)  ein,  so  können  wir  a  und  &  passend  so 
wählen,  dass  (X^Xg)  ^  Const.  X^/"  wird,  sodass  wir  haben: 

(X,X2)  =  0,    {X,X,)  =  aXJ,     {X,X,)  =  yXJ+8XJ\ 

So  lange,  wie  wir  zunächst  voraussetzen  wollen,  a  =j=  ^  ist,  kann 
^%f  -{-  Const.  X^  f  als  neues  X^  f  so  eingeführt  werden ,  dass 
(X2X3)  ^  Const.  Xg/"  wird.     Wir  können  daher  auch 

{X,X,)  =  8X,f 

annehmen.  Natürlich  ist  nun  sowohl  a  wie  8  von  Null  verschieden. 
Ohne  Mühe  lässt  sich  a  =  1  machen.  Ist  dann  ^  =j=  1 ,  so  kommt 
der  Typus: 

(II)  (X,X,)-0,    {X,X,)  =  XJ,    {X,X,)  =  cX,f 

(c  +  0,  4=1); 

ist  aber  8  =  1,  so  kommt: 

(III)  {X,X,)  =  0,     (X,X,)  =  X,f,     (X,X,)  =  XJ. 

Beide  Fälle  sind  wesentlich  von  einander  verschieden,  denn  bei  der 
Annahme  (II)  besitzt  die  Gruppe  nur  zwei  eingliedrige  invariante 
Untergruppen,  nämlich  X^f  und  Xg/",  bei  der  Annahme  (III)  aber  hat 
sie  00^  solche,  nämlich  jede  von  der  Form  aX^f -\- ßX^f.  Übrigens 
kann  man,  wie  man  leicht  nachweist,  die  Constante  c  in  (II)  nicht 
weiter  specialisieren,  sie  ist  wesentlich.  Der  Typus  (II)  stellt  also  in 
Wahrheit  00^  verschiedene  Typen  dar. 

Beispiele  zu  (II)  und  (III)  geben  die  beiden  Gruppen: 

p     q     xp-{-  cyq     (c  =f=  0,  1),    p     q     xp  -{-  yq. 

In  der  weiter  unten  befindlichen  Fig.  51  sind  die  beiden  Typen 
unter  II  und  III  schematisch  dargestellt.  Die  Doppelgerade  stellt  die 
erste  derivierte  Gruppe  dar.  Die  schwarzen  Punkte  geben  die  invarian- 
ten eingliedrigen  Untergruppen. 

In  dem  oben  ausgeschlossenen  Fall,  dass  a  =  8  ist,  kann  man 

ohne  Miihe,  indem  man  —  X^f  als  Xg/"  benutzt,  zu  der  Form  gelangen. 
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in  der  a  =  0  ist.     Da  nun  ß  =^  0  ist,  weil  sonst  der  Typus  (II)  oder 

(III)  hervorginge,  so  kann  man  ßX^f  als  neues  X^f  verwerten.  So 
kommt  man  zum  Typus 

(IV)  (X,X,)  =  0,    (X,X,)  =  XJ,    (X,X,)  =  XJ-i-XJ. 
Ein  Beispiel  hierzu  ist 

p   a   i^  +  y)p-h  ya- 

Die  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  (IV)  besitzen  nur  eine 
eingliedrige  invariante  Untergruppe,  nämlich  X^f.  Man  vergleiche 
Fig.  51  unter  IV.  Dies  zeigt  auch  unmittelbar,  dass  die  Gruppen 
dieser  Art  nicht  durch  andere  Auswahl  ihre  infinitesimalen  Transfor- 
mationen auf  die  Form  der  Zusammensetzung  (II)  oder  (III)  gebracht 
werden  können. 

'^'^Gru'^^e'^"         ^^^  ^^^  drittens  die  trste  derivierte  Gruppe  eingliedrig,  etwa  Xj/*. 
eingliedrig.  j)ajjjj  habcu  wir: 

{X,X,)  =  aXJ,     {X,X,)  =  ßXJ,     (X,X,)  =  yXJ. 

cc,  ß,  y  sind  nicht  sämtlich  Null.  Die  Einsetzung  dieser  Werte  in 
die  Identität  zwischen  X^f,  X^f,  X^f  giebt  keine  Relation  zwischen 
a,  j8,  y.     Aber  es  macht  keine  Mühe,  zu  erreichen,  dass  entweder 

(V)  {X,X,)  =  0,    iX,X,)  =  XJ,    iX,X,)  =  0 
oder 

,      (VI)  (X,X,)  =  0,     (X,X,)  =  0,     {X,X,)  =  XJ 

wird. 

Beispiele  zu  (V)  und  (VI)  geben  die  Gruppen 
p     q     xp,  q    p     xq. 

Natürlich   ist   bei  Gruppen    von    der  Zusammensetzung  (V)   oder 

(VI)  jede  zweigliedrige  Untergruppe,  die  X^f  enthält,  invariant,  nach 
Satz  28,  §  5  des  vorigen  Kapitels.  Ausser  X^f  selbst  besitzen  diese 
Gruppen  aber  keine  eingliedrige  invariante  Untergruppe.  Dass  beide 
Typen  (V)  und  (VI)  wesentlich  verschieden  sind,  sieht  man  sofort. 
In  der  unten  gegebenen  Fig.  51  sind  sie  schematisch  dargestellt. 

Endlich  viertens  verbleibt  die  Annahme,  dass  die  erste  derivierte 
Erste  A<^^yy- Gruppe  nullgliedrig  ist.     Hier  haben  wir  den  Typus: 
BuiigTorrig.(vii)  (x,X,)  =  0,     (Z,  X,)  =  0,     {X,X,)  =  0. 

Ein  Beispiel  giebt  die  Gruppe 

q    xq    x^q. 
Jede  Gerade  und  jeder  Punkt  der  Ebene  der  adjuogierten  Gruppe 
stellt  eine  invariante  Untergruppe  dar.     Siehe  Fig.  51  unter  VII. 
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Also  hat  sich  ergeben: 

Theorem   36:     Jede   dreigliedrige   Gruppe    lässt   sich    durchl^ll^^^^ 
passende  Auswahl  dreier  von  einander  unabhängiger  XifyX^f^X^f^J^^^^^^' 
aus  der  Schar  ihrer  infinitesimalen  Transformationen  auf  eine 
solche  Form  bringen,  dass  sie  eine  der  folgenden  von  einander 
wesentlich  verschiedenen  Zusammensetzungen  besitzt: 
I.     {X,X,)  =  XJ,    iX,X,)  =  2X,f    {X,X,)  =  X,f 


II.    (Xi  X2)  =  0, 

III.  (X,X,)  =  0, 

IV.  {X,X,)  =  0, 


{X,X,)  =  XJ, 
{X,X,)  =  X,f 
{X,X,)  =  XJ, 


iX,XJ=cXJ    (c  +  0,1), 
(X,X,)=  XJ+XJ. 


V.    (X,X,)  =  0,     iX,X,)  =  XJ,    (X,X,)  =  0, 
VI.     (X,X,)  =  0,     (X,X,)  =  0,         (X,X,)  =  XJ. 


VII.     (X,X,)  =  0,     (X,X3)  =  0,         (X,X,)  =  0. 


Diese  sieben  Typen 
von  Zusammensetz- 
ungen werden  durch 
die  nebenstehende 
schematische  Figur 
dargestellt. 

Aus  diesem  Theo- 
rem folgt  unmittelbar 
der  wichtige 

Satz 6:  Jedenicht- 
integrabele  dreigliedrige 
Gruppe  lässt  sich  auf 
eine  solche  Form  X^f, 
X^f  X^f  bringen,  dass 
{X,X,)  =  XJ, 
{X,X,)  =  2XJ, 

(^2^3)  ^  ^sf 
wird. 

Auch  können  wir 
unter  Berufung  auf  eine 
zum  Schluss  des  §  3  des 
18.  Kap.  eingeführte,  in 
§  5  des  vor.  Paragraphen 
abermals  gebrauchte 
Bezeichnung  sagen: 


p    xp    x'p 


III. 


p  ü  xp-\-cyg.  c4=^ 


p  ^  q      xp-^yq 


zO 


p  q  (x-{-y)p-^yq 


p        q       xp 


vn. 


^*— If- 


q    p    xq 


q    xq    x^q 


Fig.  51. 
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Satz  7:  Jede  einfache  dreigliedrige  Grujo^e  lässt  sich  auf  eine 
solche  Form  Xif,  X^f  X^f  bringen,  dass 

(X,X,)  =  XJ,    (X,X,)  =  2XJ,    {X,X,)  =  XJ 
wird. 

Endlich  sahen  wir  oben,  dass  wir  eine  Gruppe  von  dieser  Art 
auch  auf  eine  solche  Form  bringen  können,  dass 

(X,X,)ee,XJ,    XX,X,)  =  X,f,    iX,X,)  =  X,f 
wird. 

Wir  haben  schon  öfters  auf  die  Wichtigkeit  der  dreigliedrigen 
Gruppen  von  dieser  Zusammensetzung  hingewiesen.  (Vgl.  z.  B.  §  3 
des  18.  Kap.)  Es  sind  dies  die  nicht-integrabelen,  ebenso  die  ein- 
fachen Gruppen  von  geringster  Parameterzahl.  Auch  ist  jetzt  ein  Satz 
bewiesen,  den  wir  in  §  3  des  18.  Kap.  auf  Seite  476  vorwegnahmen, 
um  ein  interessantes  Ergebnis  möglichst  allgemein  aussprechen  zu 
können  *). 


§  3.     Bestimmung  der  Zusammensetzung  aller  nicht-integrabelen 
viergliedrigen  Gruppen. 

Um  vorerst  einige  allgemeine  Ergebnisse  über  die  viergliedrigen 
Gruppen  abzuleiten,  knüpfen  wir  an  Satz  31,  §  5  des  vorigen  Para- 
graphen, an.     Aus  jenem  Satze  folgt  sofort: 

Satz  8:  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  eine  (r —  l)-gliedrige 
einfache  Gruppe  Gr-x,  so  ist  letztere .  eine  invariante  Untergruppe 
der  Gr. 

Denn  sonst  enthielte  Gr—i  nach  jenem  Satze  eine  invariante  Unter- 
gruppe, wäre  also  nicht  einfach.  Diesen  Satz  8  werden  wir  sogleich 
benutzen. 
G4  mit  ein-  "Wir  wollcu  nämlich  von  jetzt  an  zuerst  viergliedrige  Gruppen  G^, 
die  eine  einfache  dreigliedrige  Untergruppe  besitzen,  ins  Auge  fassen. 
Es  folgt  aus  Satz  8  sofort,  dass  diese  einfache  Gruppe  eine  invariante 
Untergruppe  der  G^^  sein  muss.  Nach  Satz  7  des  vorigen  Paragraphen 
lässt  sich  aber  jede  einfache  dreigliedrige  Gruppe  auf  eine  solche 
Form  X^f,  X^f,  X^f  bringen,  dass: 


*)  Wir  wollen  nicht  unterlassen,  darauf  hinzuweisen,  dass  die  einfache  drei- 
gliedrige Gruppe  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  wesentlich  dieselbe 
Rolle  spielt  wie  in  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  die  Galois'sche 
Gruppe  einer  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades.  Die  lineare  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  ist  das  Analogen  zur  algebraischen  Gleichung  fünften 
Grades;  die  Quadraturen  spielen  dieselbe  Rolle,  wie  die  Auflösungen  binomischer 
Gleichungen,  u.  s.  w. 
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(15)  {X,X,)  =  XJ,    {X,X,)  =  2X,f,    iX,X,)  =  XJ 

oder,  wenn  man  will: 

(IC)  (X,X,)  =  X,f,    {X,X,)  =  XJ,    {X,X,)  =  X,f 

wird.  Ist  X^f  eine  vierte  von  X^f,  X^f,  X^f  unabhängige  infinitesi- 
male Transformation  der  (r^,  so  ist,  da  X^f^  X^fj  X^f  eine  invariante 
Untergruppe  vorstellt: 

(XfXJ  ^  aaXJ-{-  «,•2^2/'+  «»3^3/" 
(i=l,2,  3). 

Die  adjungierte  Gruppe  Eif,  E^f,  E^f^  E^f  der  G^  lässt  in  ihrem 
Räume  JR3  mit  den  homogenen  Punktcoordinaten  e^,  e^,  e^j.e^  die 
Ebene  64  =  0,  die  Ebene  der  invarianten  Untergruppe,  in  Ruhe.  Ferner 
erzeugen  E^f,  E^f,  E^f  eine  solche  dreigliedrige  invariante  Unter- 
gruppe der  adjungierten  Gruppe,  dass  sie  die  Punkte  der  Ebene  e^=0 
genau  so  unter  einander  transformieren,  wie  es  die  adjungierte  Gruppe 
der  dreigliedrigen  Gruppe  X^f,  X^fj  X^f  ntni  den  Punkten  der  Ebene 
thut,  deren  homogene  Coordinaten  e^,  e^,  e^  sind.  Bei  der  Gruppe 
E^fy  E^f,  E^f  bleibt  somit  in  der  Ebene  64  =  0  ein  und  auch  nur  ein 
Kegelschnitt  invariant.  Siehe  §  3  des  18.  Kap.,  Fig.  45.  Es  muss 
daher  auch  nach  Satz  18,  §  4  des  19.  Kap.,  die  ganze  viergliedrige 
adjungierte  Gruppe,  also  auch  E^f  diesen  Kegelschnitt  invariant  lassen. 
Die  adjungierte  Gruppe  i^j/".  .  jE/^/"  transformiert  aber  die  Punkte 
der  Ebene  e^  =  0  projectiv  unter  einander.  Es  ist  nun  die  allgemeine 
projective  Gruppe  eines  Kegelschnittes  nur  dreigliedrig.  (Vgl.  §  3  des 
11.  Kap.)  Daraus  folgt,  dass  Ej^f,  E^f,  E^f,  EJ  die  Ebene  c^  =  0 
nur  dreigliedrig  in  sich  transformieren,  d.  h.  dass  es  Constanten 
Ky  h>  ^37  ^4  giebt  derart,  dass 

X,EJ^X,E,f+X,EJ+k^EJ 

jeden  Punkt  der  Ebene  6^  =  0  in  Ruhe  lässt.  Sicher  ist  dabei  X^  =j=  0. 
Es  ist  also  auch  ZX^Xtf  von  X^f,  X^f,  X^f  unabhängig.  Wir  dürfen 
mithin  El^Xi^f  als  neues  X^f  benutzen.  Thun  wir  dies,  so  finden 
wir  rückwärts:  E^f  lässt  alle  Punkte  der  Ebene  6^  =  0  einzeln  in 
Ruhe.  Nach  Satz  3,  §  3  des  18.  Kap.  folgt  hieraus,  dass  wir  nun  an- 
zunehmen haben: 

{X,X,)  =  a,XJ,     (X,X,)  =  a,X,f,     {X,X,)  =  a,XJ 
und  allgemein: 
{e,XJ+  e,X,f-\-  e,XJ,  XJ)  =  Const.  ie,XJ-\-  e,XJ-]-  e,XJ), 

denn  der  allgemeine  Punkt  von  64  =  0  stellt  die  infinitesimale  Trans- 
formation e^X^f-\-  e.2X.2f -{-  63X3/"  dar.     Dies  ist  aber  nur  dann  mög- 
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lieh,  wenn  die  Constanten  %,  a^,  a^  einander  gleich  sind.  Wir  be- 
zeichnen ihren  Wert  mit  a.  Nehmen  wir  an,  X^/",  X2/J  Xg/"  erfüllen 
die  cyklischen  Relationen  (16),  so  giebt  nun  die  Identität 

((X,X,)X,)  +  ((X,X,)X,)  +  ((X,XOX,)  =  0 

sofort  a  =  0.     Hiermit  haben  wir  gefunden: 

Satz  9:  Enthält  eine  viergliedrige  Gruppe  X.^f,  X^f,  X^f,  X^f  eine 
dreigliedrige  einfache  Grujope  X^f,  X^f,  X^f,  so  kann  man  X^f  stets 
so  wählen,  dass  jedes  (X^X^)  ^0  wird*). 

Legen  wir  statt  (16)  die  damit  gleichberechtigte  Zusammen- 
setzung (15)  zu  Grunde,  so  finden  wir  also  als  einen  ersten  Typus 
von  Zusammensetzungen  viergliedriger  Gruppen  diesen: 

|(x,x,)  =  x,/;   {x,x,)  =  2xj,  {x,x,)  =  x,f, 

^^  1(X,XJ  =  0,        (X,XJ  =  0,  (X3X,)  =  0. 

Beispielsweise  hat  die  Gruppe 

P    xp     x^p    q 
diese  Zusammensetzung. 

Ein  Schematisches  Bild  von  dieser  Zusammensetzung  im  Räume 
der  adjungierten  Gruppe  giebt  die  weiter  unten  befindliche  Figuren- 
tafel 52  unter  I.  Die  erste  deri vierte  Gruppe  ist  Xj/",  X^f,  X^f. 
Ihre  Ebene  ist  in  der  Figur  besonders  hervorgehoben.  Die  G^^  besitzt 
ausser  dieser  invarianten  G^  nur  eine  invariante  Untergruppe,  nämlich 
X^f.     Auch  ihr  Bildpunkt  ist  besonders  markiert. 


G4  ohne 
einfache  G,. 


Wir  haben  nun  die  viergliedrigen  Gruppen  zu  betrachten,  die  keine 
einfache  dreigliedrige  Gruppe  enthalten. 

Wir  werden  nachweisen,  dass  jede  derartige  Gruppe  integrahel  ist. 

Nach  Satz  1  und  3  des  §  1  enthält  jede  G^  dreigliedrige  Unter- 
gruppen, und  jede  ihrer  infinitesimalen  Transformationen  gehört  min- 
destens einer  solchen  an.  Nun  sollen  die  in  G^  enthaltenen  G^  nach 
Voraussetzung  nicht  einfach  sein.  Nach  Satz  6  und  7  des  §  2  sind 
sie  daher  integrahel. 
tot^"  ö^'  Enthält  zunächst  die  G^  eine  invariante  integrabele  G^,  so  enthält 

sie  also  eine  Reihenfolge  von  Untergruppen  G^,  G^,  G^  derart,  dass 
G^  in  G^,  G^  in  G^  und  G^  in  G^^  invariant  ist.  Nach  §  5  des  19.  Kap. 
ist  also  6^4  selbst  integrahel,  was  wir  eben  beweisen  wollten. 
'^nt'e^T  f/"^'  -^^  bleibt  somit  nur  noch  die  Annahme  zu  erledigen,  dass  die  G^ 
Jceine  invariante  integrabele  G^  enthält.  Wie  wir  wissen,  enthält  sie 
sicher  nur  integrabele  G^.  Jede  solche  wird  durch  eine  Ebene  im  Räume 


*)  Von  Lie  in  den  Math.  Ann.  BJ.  XI,  1876 — 77  ausgesprochen. 
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i?3  der  adjuDgierten  Gruppe  E^f.  .  E^f  dargestellt.  Diese  Ebene  geht 
bei  allen  infinitesimalen  Transformationen  der  adjungierten  Gruppe, 
deren  Bildpunkte  in  der  Ebene  liegen,  in  sich  über,  nimmt  also  bei 
der  ganzen  adjungierten  Gruppe  höchstens  c»^  Lagen  an.  Anderer- 
seits nimmt  sie  sicher  oo^  Lagen  an,  denn  sonst  bliebe  sie  invariant 
und  stellte  eine  gegen  die  Voraussetzung  in  der  G^  enthaltene  in- 
variante integrabele  (rg  dar.  Die  oo^  Ebenen  können  nun  entweder 
eine  abwickelbare  Fläche  umhüllen  oder  im  besonderen  sämtlich  durch 
eine  Gerade  gehen. 

Im  allgemeinen  Fall,  dass  die  oo^  Ebenen  eine  abwickelbare  Fläche  Abwickei- 
erzeugen,  könnte  diese  allerdings  in  einen  Kegel  ausarten.  Sehen  wir  i'iäche. 
vorerst  von  dieser  Möglichkeit  ab,  so  wird  die  Fläche  eine  Rückkehr- 
curve  haben.  Die  Fläche  bleibt  bei  der  adjungierten  Gruppe  in  Ruhe 
und  auch  die  Rückkehrcurve  als  Ort  der  Schnittpunkte  von  je  drei 
consecutiven  Ebenen  der  Ebenenschar.  Die  oo^  Funkte  der  Rückkehr- 
curve werden  also  bei  E^f..E^f  unter  sich  vertauscht,  natürlich  ver- 
möge einer  Gruppe,  nach  Satz  36,  §  5  des  19.  Kap.  Aber  diese 
Gruppe  kann  nach  Satz  14,  §  4  des  12.  Kap.,  höchstens  dreigliedrig 
sein.     Also  giebt  es  nicht  sämtlich  verschwindende  Constanten  k^  .  .  X^ 

derart,  dass 

hEJ-\-  X,E,f+  X,EJ+  l,EJ 

alle  Punkte  der  Curve,  daher  auch  alle  jene  oo^  Schmiegungsebenen 
der  Curve  in  Ruhe  lässt.  Der  Bildpunkt  (A^  . .  X^  dieser  infinitesi- 
malen Transformation  kann  aber  nicht  in  allen  diesen  Ebenen  liegen, 
sobald  die  Fläche  kein  Kegel  ist.  Da  ferner  jede  Ebene  bei  allen  Ef\ 
deren  Bildpunkte  in  ihr  liegen,  in  Ruhe  bleibt,  so  folgt  somit,  dass 
jede  der  Ebenen  bei  vier  2J  Const.  jB/",  deren  Bildpunkte  ein  wirkliches 
Tetraeder  bilden,  invariant  ist,  also  bei  allen  Z'Const.  JE/",  da  sie  linear 
aus  diesen  vieren  ableitbar  sind.  Mithin  ist  jede  der  oo^  Ebenen  bei 
der  adjungierten  Gruppe  invariant.  Dies  widerspricht  nun  der  That- 
sache,  dass  sie  bei  der  adjungierten  Gruppe  in  einander  übergehen. 

Gehen  die  c»^  Ebenen  sämtlich  durch  eine  Gerade,  so  folgern  wirspeciauaii: 
zunächst,  dass  diese  Gerade  bei  der  adjungierten  Gruppe  in  Ruhe  büschei. 
bleibt,  also  eine  zweigliedrige  invariante  Untergruppe  der  G^  darstellt. 
Jede  infinitesimale  Transformation  der  adjungierten  Gruppe,  die  auf 
dieser  Geraden  ihren  Bildpuukt  hat,  lässt  jede  der  oo^  Ebenen  einzeln 
in  Ruhe.  Daher  werden  diese  oo^  Ebenen  bei  der  adjungierten  Gruppe 
höchstens  zweigliedrig  —  und  zwar  projectiv  —  unter  einander  trans- 
formiert. Nach  Theorem  15,  §  2  des  5.  Kap.,  bleibt  folglich  wenig- 
stens eine  dieser  Ebenen  in  Ruhe.  Sie  stellt  also  eine  invariante 
integrabele  G^  dar.     Dies  widerspricht  der  Voraussetzung. 


einfache  G.. 
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SpeciaifaU:         "yy^jj.  ijabeii  hiernach   nur  noch  den  Fall   zu  betrachten,  dass  die 

Kegel.  ' 

oo^  Ebenen  einen  Kegel  umhüllen.  Der  Kegel  und  seine  Spitze  bleiben 
hier  natürlich  bei  der  adjungierten  Gruppe  in  Ruhe.  Die  Spitze  stellt 
eine  eingliedrige  invariante  Untergruppe  der  G^  dar.  Ehe  wir  diese 
Annahme  weiter  verfolgen,  wollen  wir  einen  sich  schon  jetzt  ergeben- 
den wichtigen  Satz  formulieren.  Da  wir  stets  eine  invariante  Unter- 
gruppe erhalten  haben,  so  können  wir  sagen: 
nS^hl^ß  Theorem  37:     Es  gieht  Jceine  einfache  viergliedrige  Gruppe. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Fall  von  oo^  Ebenen,  die  einen  Kegel 
umhüllen.  Die  invariante  Kegelspitze  können  wir  als  Bildpunkt  von 
X4/'  benutzen.     Alsdann  ist  nach  §  .3  des  18.  Kap.  zu  setzen: 

iX^X^)  =  cc^XJ,     (XgXJ  =  a^XJ,     (X3X4)  =  a^X^f. 
Ferner  sei: 

(XiXk)  E^  CkiXj^f-jr  Cik2X^f -\-  dkzXsf -\-  ßaXJ, 
(i,  ^-  =  1,  2,  3). 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Identität 

{{X,X,)X,)  +  {{X,X,)X,)  +  {(X,X,)X^)  -  0 

ein  und  setzt  man  sodann  die  Coefficienten  von  X^f,  X^f,  X^f  einzeln 
gleich  Null,  so  erhält  man  genau  dieselben  Relationen  zwischen  den 
Constanten  Cocs,  als  ob  man  die  Identität  zwischen  X^/)  X^f,  X^f 
unter  Annahme  der  folgenden  drei  verkürzten  Klammerausdrücke  ge- 
bildet hätte: 

(X,Xfc)  ^  CaiX^f-^-  CinX^f  -{■  CikzX^f 
(i,  h  =  l,2,  3). 

Es  ist  demnach  sicher,  dass  die  Constanten  c,fo  die  Relationen  erfüllen, 
die  nach  dem  dritten  Fundamentalsatze  zwischen  den  charakteristischen 
Constanten  Cika  bestehen  müssen,  um  die  Existenz  einer  dreigliedrigen 
Gruppe  G^  oder  Xj^/",  X^f,  X^f  von  dieser  Zusammensetzung  zu  ver- 
bürgen. Wäre  nun  diese  Gruppe  G^  integrabel,  so  könnten  wir,  indem 
wir  passende  lineare  Combinationen  der  Xif  als  neue  X,/"  einführten, 
erreichen,  dass 

{X,X,)~XX,f, 

{X,X,)  =  iiXJ+vXJ, 

iX,X,)  =  QXJ-^aXJ-i-tXJ 

würde,  eben  nach  dem  Begriff  der  integrabelen  Gruppen.  Wenn  wir 
die  entsprechenden  linearen  Combinationen  mit  X, /)  Xg/',  Xr.f  vor- 
nehmen würden,  so  könnten  wir  also  erreichen,  dass 
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{X,X,)  =  iLXJ-\-vXJ  +ß,sXJ, 

{X,X,)  =  QXJ-\-6XJ+tXJ-\-ß,,XJ 

würde.     Da  nun  überdies 

{XiX^)  =  a^XJ,     (X^X^)  =  a^^Xj;     (X^X^)  =  a^XJ 

wäre,  so  würde  X^/"  in  X^f,  X^f,  diese  Untergruppe  in  X^f,  X^f,  X^f, 
letztere  in  der  ganzen  G^  invariant  sein.  Die  ganze  Gruppe  G^  wäre 
folglich  integrabel,  was  wir  gerade  zu  beweisen  wünschten. 

Es  ist  daher  nur  noch  die  Möglichkeit  zu  untersuchen,  dass 
X^f,  X^f,  X^f  eine  nicht -integrabele  G^  bestimmen.    Nach  Satz  6  des 

§  2  dürfen  wir  dann  für  G^  die  cyklische  Zusammensetzung  voraus- 
setzen : 

iX,X,)  =  XJ,    {X,X,)  =  X,f,    iX,X,)  =  XJ, 

sodass  entsprechend 

(Zg  Xg)  =  Xj  /■  -f  /?23  X4  f, 
iX,X,)  =  XJ+ß,,XJ, 

{x,x,)  =  xj+ß,,xj  ■ 

wird,  während 

(Xi  X^)  =  «1 X4  f,     (X2  XJ  =  a^  X4  /;     (X3  XJ  =  a^XJ 

ist.  Die  Identität  zwischen  Xg/",  X^f,  X^f  giebt  nun  sofort  a^  =0. 
Analog  ist  «^  =  «3  =  0.  Führen  wir  X^f  ■\-  ß^zX^f,  X^f  -{-  ß^^X^f, 
X. /"-f-  ßi^X^f  als  neues  X^f,  X^f,  X^f  ein,  so  sehen  wir,  dass 
X^f,  X^ff  X^f  eine  nicht-integrabele  einfache  G^  erzeugen.  Dies  wider- 
spricht der  Voraussetzung,  dass  die  G^  keine  einfache  G^-  enthalten  soll. 

Unsere  Überlegungen  liefern  uns  folglich  den 

Satz  10:     Eine  viergliedrige  Gruppe,  die  Jceine  einfache  dreigliedrige ^^^°^^^^ 
Gruppe  enthält,  ist  stets  integrabel.  ^^  iat&gt. 

Ausserdem : 

Satz  11:  Jede  nicht -integrabele  viergliedrige  Gruppe  lässt  sich  durch 
passende  Auswahl  ihrer  infinitesimalen  Transformationen  X^f  X^^f  X^f, 
X^f  auf  eine  solche  Form  bringen,  dass 

{X,X,)  =  XJ,    iX,X,)  =  2XJ,    iX,X,)  =  XJ, 

{X,X,)  =  iX,X,)  =  iX,X,)  =  0 
tüird  *). 


I 


*)  Von  Lie  ausgesprochen  in  den  Math.  Ann.  Bd.  XI. 

Lie,  Continttierliche  Gruppen.  37 
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§  4.    Zusammensetzung  der  integrabelen  viergliedrigen  Gruppen 
ohne  dreigliedrige  Involutionsgruppe, 

Es  ist  zweckmässig,  bei  der  Bestimmung  der  Zusammensetzung 
der  integrabelen  viergliedrigen  Gruppen  (T4  diejenigen  gesondert  zu  be- 
trachten, die  eine  dreigliedrige  Gruppe  G^  enthalten,  deren  infinitesi- 
male Transformationen  sämtlich  mit  einander  vertauschbar  sind. 

Wir  wollen  eine  Gruppe,  deren  sämtliche  infinitesimale  Transfor- 
invoiutions-mationen  mit  einander  vertauschbar  sind,  kurz  eine  Involutionsgruppe 

gruppe.  %i      ^j: 

nennen.  Nach  Satz  6,  §  2  des  17,  Kap.,  soll  also  eine  Gruppe 
Xj/".  .  Xr/"  eine  Involutionsgruppe  dann  und  nur  dann  heissen,  wenn 
alle  Klamme/r ausdrüclie  (XiXk)  identisch  verschwinden. 

Es  sollen,  wie  gesagt,  in  unserem  gegenwärtigen  Problem  die 
integrabelen  G^  mit  Involutions-ög  gesondert  betrachtet  werden,  und 
zwar  im  nächsten  Paragraphen.  Hier  betrachten  wir  alle  übrigen 
integrabelen  viergliedrigen  Gruppen  (r^  oder  X^f,  X^f,  X^f,  X^f. 

^'^^^"^eriv.  ßßi  zunächst  die  erste  derivierte  Gruppe  der  G^  dreigliedrig: 
dreigliedrig.^^ jf^  X^f^  X^f.  Sie  ist  auch  integrabel,  nach  Satz  34,  §  5  des  19.  Kap. 
Wir  müssen  also  die  verschiedenen  integrabelen  G^  ins  Auge  fassen. 
Nach  Theorem  36  des  §  2  haben  wir  deren  sechs  zu  unterscheiden, 
die  damals  mit  den  Nummern  II  .  . .  VII  bezeichnet  wurden.  Wir 
werden  sehen,  dass  die  Fälle  II,  III,  IV,  V  in  unserem  jetzigen 
Problem  nicht  vorkommen  können.  Denn  in  allen  diesen  können  wir 
annehmen : 

(XA)  =  0,     {X,X,)  =  XJ,    (X,X,)  =  aXJ+ßXJ. 

Es  besitzen  II,  III,  IV  nur  eine  zweigliedrige  invariante  Untergruppe 
X^f,  X^f,  der  Typus  V  allerdings  oo^  Aber  im  letzteren  Falle  be- 
steht nur  eine  der  zweigliedrigen  invarianten  Untergruppen  aus  ver- 
tauschbaren Transformationen,  nämlich  auch  X^f,  X^f.  Im  Räume 
i?3  der  adjungierten  Gruppe  E^f. .  E^f  der  G^  wird  die  erste  derivierte 
G^g  durch  eine  invariante  Ebene  dargestellt,  jede  zweigliedrige  in- 
variante Untergruppe  der  G^  durch  eine  Gerade  in  dieser  Ebene.  Die 
Untergruppe  E^f,  E^f,  E^f,  die  in  der  adjungierten  der  (r^  invariant 
ist,  lässt  diese  Gerade  invariant.  Die  Gerade,  die  X^/*,  Xg/"  darstellt, 
ist  in  allen  vier  betrachteten  Fällen  eine  isolierte  invariante  Mannig- 
faltigkeit bei  Elf,  E^f,  E^f.  Daher  bleibt  sie  nach  Satz  18,  §  4  des 
19.  Kap.,  auch  bei  der  adjungierten  Gruppe  der  G^  in  Ruhe.  Also  ist 
zu  setzen: 
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{X,X,)  =  yXJ-\-8XJ,     {X,X,)  =  XXJ+iiXJ, 
(X3X,)  =  QX,f+  öXJ-\-  xX,f. 
Bildet  man  nun  für  i  =  1,  2 

((x,X3)xj  +  {{x,x,)x;)  +  ((x,x,)X3)  =  o, 

so  erhält  man,  wenn  man  die  Coefficienten  vergleicht,  leicht  r  ==  0, 
d.  h.  die  erste  derivierte  Gruppe  ist  entgegen  der  Voraussetzung  nur 
zweigliedrig:  X^f,  X^f. 

Wir  brauchen  hiernach  nur  die  Fälle  VI  und  VII  des  Theorems  36 
des  §  2  zu  betrachten.  Im  Fall  VII  ist  die  G^  eine  Involutionsgruppe. 
Da  wir  in  diesem  Paragraphen  von  solchen  absehen,  so  bleibt  nur  die 
Annahme  VI  übrig: 

(17)  (X,X,)  =  0,     (X,X3)  =  0,     (X,X,)  =  XJ. 

Die  Gruppe  X^f,  X^f,  X^f  besitzt  nur  eine  eingliedrige  invariante 
Untergruppe,  nämlich  X^f.  Nach  Satz  18,  §  4  des  19.  Kap.,  folgt 
daher  analog  wie  oben,  dass  X^f  auch  in  der  G^  invariant  ist.  Es 
ist  also: 

{X,X,)=aXJ. 

Die  Strahlen  durch  den  Bildpunkt  von  X^f,  die  in  der  invarianten 
Ebene  64  =  0  des  R^  der  adjungierten  Gruppe  Eif..E^f  der  G^ 
liegen,  werden  durch  diese  adjungierte  Gruppe  unter  sich  vertauscht. 
Diese  00^  Strahlen  werden  aber  höchstens  eingliedrig,  und  zwar  projectiv, 
transformiert,  denn  E^f,  E^f,  E^f\a.ssen  jeden  dieser  Strahlen  in  Ruhe, 
da  jeder  eine  invariante  Untergruppe  der  G^  darstellt  und  E^f,  E^f,  E^f 
in  der  Ebene  e^  =  0  die  adjungierte  Gruppe  der  G^  bilden.  Nach 
Theorem  15,  §  2  des  5.  Kap.,  bleibt  deshalb  mindestens  ein  Strahl  bei 
E^f. .  E^f  in  Ruhe.  Da  nun  die  Zusammensetzung  (17)  nicht  gestört 
wird,  wenn  man  X^f  -\-  IX^f  als  X^f  einführt,  d.  h.  da  alle  Strahlen 
durch  den  Bildpunkt  von  X^/"  in  der  Ebene  e^  =  0  innerhalb  der  G^ 
gleichberechtigte  invariante  Untergruppen  darstellen,  so  folgt,  dass  wir 
annehmen  dürfen,  dass  gerade  der  Strahl  vom  Bildpunkt  von  X^/'nach 
dem  von  X^f  bei  der  adjungierten  Gruppe  in  Ruhe  bleibt. 

Nun  aber  können  nach  Theorem  15  entweder  alle  oder  zwei  oder 
gerade  nur  einer  der  Strahlen  invariant  sein.     Im  ersten  und  zweiten  Erste  und 
Falle  können  wir  annehmen,  dass  auch  der  Strahl  vom  Bildpunkt  von'^^ic^eit!*' 
Xj/"  nach  dem  von  X^f  in  Ruhe  bleibt.     Dann  haben  wir  also  ausser 
(17)  zu  setzen: 
{X,X,)  =  aXJ,     {X,X^  =  ßXJ+QXJ,     {X,X,)  =  yX,f-{-öXJ, 

Hierin  muss  ßy  =j=  0  sein,   weil   sonst  die  erste  derivierte  Gruppe  der 

37* 
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(r^  nur  zweigliedrig  wäre.  Wir  können  ohne  Mühe  erreichen,  dass 
insbesondere  ß=l  wird.  Indem  wir  X^f-^-öX^f — gX.^f  als  X^f 
einführen,  erreichen  wir  darauf,  dass  q  =  6  =  0  wird.     Die  Identität 

{{X,X,)X,)  +  {{X,X,)X,)  +  {{X,X,)X,)  =  0 

liefert  nun  a  =  1  -\-  y.  Wenn  wir  a  mit  c  bezeichnen,  so  ist  also 
y  =  c  —  1,  Da  y  =1=  ^  s^^^  soll,  so  ist  auch  c^=l.  Daher  ergiebt 
sich  der  Typus: 

(X,X,)  =  0,  {X,X,)  =  0,        {X,X,)  =  XJ, 

(II)     \{X,X,)  =  cXJ,     iX,X,)  =  XJ,     (X,X,)  =  ic-l)XJ 

l  (c+1). 

Ein  Beispiel  hierzu  ist  dieses: 

q    p    xq    xp  -\-  cyq. 

Man  kann  übrigens  nachweisen,  dass  sich  die  Constante  c  nicht 
weiter  specialisieren  lässt.  In  der  Tafel  Fig.  52,  die  weiter  unten 
gegeben  wird,  ist  das  Bild  der  Zusammensetzung  (II)  schematisch 
wiedergegeben.  Die  erste  derivierte  Gruppe,  ebenso  die  invarianten 
zwei-  und  eingliedrigen  Untergruppen  siud  besonders  hervorgehoben. 
Ist  c  =1=  2,  so  sind  nur  die  Untergruppen  X^f,  X.^f  und  Xif,  X^f  sowie 
Xj /"  invariant.  Für  c  =  2  aber  ist  jede  Untergruppe  X^/",  aX^f-l-  ßX^f 
invariant  sowie  X^^f.  Für  c  =  2  ist  daher  eine  besondere  Figur  ent- 
worfen worden. 
,,.  ^,^t*f  .  Wir  müssen  nun  drittens  den  Fall  ins  Auge  fassen,  dass  von  den 

Möglichkeit.  _  '-'  ' 

Strahlen  vom  Bildpunkt  von  X^f  aus  in  der  Ebene  6^  =  0  bei  der 
adjungierten  Gruppe  der  G^  nur  der  Strahl  nach  dem  Bildpunkt  von 
Xg/"  invariant  ist.     Hier  haben  wir  ausser  (17)  anzunehmen: 

{X,X,)  =  aXJ,     (X,X,)  =  ßXJ+QXJ, 
(X3X,)  =  yXJ-{-  aXJ-\-tX,f, 

wobei  r  4=  0  ist.  Es  soll  eine  Untergruppe  X^/",  XX^f -\- ^iX^f  nur 
dann  invariant  sein,  wenn  ft  =  0  ist.     Es  ist  aber : 

{XX,f+  iiXJ,  XJ)  =  (lß  +  [it)X,f-{-  iiYXJ+  m  +  ti6)X,f. 

Dies  soll  also  die  Form  Const.  {XX^f -\-  iiX^f)  -\-  Const.  X^f  nur  für 
ft  =  0  annehmen,  es  muss  also  ß  =  y  sein.  Ausserdem  ist  y  ==]=  0, 
weil  sonst  die  erste  derivierte  Gruppe  nur  zweigliedrig  wäre.  Wenn  nun 

als  neues  X^f  benutzt  wird,  so  ergiebt  sich,  dass  in  obiger  Zusammen- 
setzung ß  =  y  =  1,  Q  =  0,  0  =  0  anzunehmen  ist.    Alsdann  liefert  die 
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Identität  zwischen  X^fy  X^f,  X^f  noch  a  =  2.  Wenn  endlich  noch 
1/^  •  Xg/"  und  — -=  X^f  als  neues  Xg/"  und  X^f  benutzt  werden,  so 

1/v 

ergiebt  sich  der  Typus: 

(Z,X,)  =  0,  (X,X,)  =  0,        (X,X,)  =  XJ, 

i{X,X^  =  2XJ,    (X,X,)  =  X,f,     {X,X,)  =  2X,f+X,f. 

Ein  Beispiel  hierzu  ist  die  Gruppe: 

—  q    xq    jp     xp  -\-  {2y  +  x^)q. 

Auch  diese  Zusammensetzung  ist  in  der  Fig.  52  unter  ÜI.  sche- 
matisch dargestellt.  Die  adjungierte  Gruppe,  die  einzige  zweigliedrige 
invariante  Untergruppe  X-^f,  X^f  sowie  die  einzige  eingliedrige  in- 
variante Untergruppe  X^f  sind  wieder  besonders  markiert. 

Sei  nunmehr  die  erste  derivierte  Gruppe  der  G^  oder:  X^/",  X.^f,^^^^^^''^'^- 
X.J',  X^f  gerade  zweigliedrig:  X^f,  X^f.  Alsdann  ist  X^f,  Xg /*,  ^^"«"«dr. 
aX^f  •\-  ßX^f  stets  eine  invariante  Untergruppe.  Alle  diese  invarian- 
ten G^  werden  im  Räume  B^  der  adjungierten  Gruppe  der  G^  durch 
ein  Büschel  von  Ebenen  dargestellt.  Jede  dieser  Ebenen  ist  bei  der 
adjungierten  Gruppe  £"1/".  .  £"4/"  invariant.  Ausser  diesen  besitzt  aber 
die  G^4  keine  andere  dreigliedrige  invariante  Untergruppe,  nach  Satz  29, 
§  5  des  19.  Kap.  Es  sind  nun  nach  Satz  2,  §  1,  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden:   Bei  der  ersten  derivierten  Gruppe  X^f,  X^f  ist  entweder 

{X,X,)  =  XJ     oder      (X,X2)  =  0 
zu  setzen.     Ausserdem  haben  wir  anzunehmen: 

(X.Xg)  =  aXJ  +  .QX,f,     (X,X,)  =  yXJ+  xX,f, 
{X,X,)  =  ßXJ^6X,f,     {X,X^  =  dXJ-{-^X,f, 

(X,X,)  =  sXJ+tX,f. 

• 

Setzen  wir  erstens  (X^  X2)  ^X^f  und  rechnen  wir  die  Identität  zwischen 
Xj/)  Xg/',  Xg/"  aus,  so  kommt  sofort  q  =  6  =  0.  Analog  ist  dann 
T  =  ^  =  0,  während  die  Identität  zwischen  X^f,  X^f,  X^f  noch  ^  =  0 
liefert.  Wir  kommen  daher  zu  der  ausgeschlossenen  Annahme,  dass 
die  erste  derivierte  Gruppe  nur  eingliedrig  ist. 
Es  ist  somit  zweitens 

(X,X,)  =  0 

zu  setzen.  E^f  und  E^f  lassen  alsdann  die  Bildpunkte  aller  infinite- 
simalen Transformationen  e^X^f -{- e^X^f  in  Ruhe.  Mithin  werden 
diese  Punkte,  die  ja  auf  einer  invarianten  Geraden  liegen,  bei  der  ad- 
jungierten Gruppe  nur  von  E^f  und  E^f,  d.  h.  höchstens  zweigliedrig 
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projectiv  transformiert.  Nach  Theorem  15,  §  2  des  5.  Kap.,  bleibt 
also  sicher  mindestens  ein  Punkt  dieser  Punktreihe,  sagen  wir  der 
Bildpuükt  von  Xi/)  bei  der  adjungierten  Gruppe  fest.  Es  ist  dann 
Q  =  r  =  0  zu  setzen.  Nun  lässt  sich  offenbar  passend  aX.^f  -{-  hX^f 
als  neues  X^f  einführen,  sodass  auch  a  ==  0  wird.  Die  einzige  Iden- 
tität, die  jetzt  noch  Ergebnisse  liefert,  ist  die  zwischen  X.^f,  X^f,X^f. 
Sie  ergiebt: 

(18)  ßy^68  —  <pß  =  0. 

Sei  mnächst  ö  =  0.  Dann  ist  /3  =j=  0,  weil  sonst  X^f,  X^f,  X^f 
eine  luvolutions-ö^g  bilden,  was  ausgeschlossen  wurde.  Aus  der  Rela- 
tion folgt  also  dann  y  =  (p,  und  es  kommt,  wenn  man  /SX^/als  neues 
X^f  benutzt: 

{X,X,)  =  0, 

(X,X,)  =  0,        {X,X,)  =  yXJ, 
{X,X,)  =  XJ,     (X,X,)  =  dX,f+yX,f, 
{X,X,)  =  sXJ-{-ipXJ. 

Wäre  y  =  0,  so  enthielte  unsere  viergliedrige  Gruppe  eine  Involu- 
tions-G^3:  X^f,  X^f,  X^f —  8X.^f.  Also  kann  y  ohne  Beschränkung 
gleich  1  gesetzt  werden.  Wird  sodann  X^f —  SX^f  als  neues  X^f 
eingeführt,  so  verschwindet  das  neue  d.  Wenn  man  schliesslich 
^if —  i^X^f  als  neues  X^f  und  X^f -\-  sX^f  als  neues  X^f  benutzt, 
so  wird  {X^X^'^O.     Also  ergiebt  sich  der  Typus: 

{X,X,)  =  0,        (X,X3)  =  0,         {X,X,)  =  XJ, 


*^^^^  \{X,X,)~XJ,     {X,X,)  =  X,f,    (X3XJ  =  0. 

Z.  B.  besitzt  die  Gruppe 

q    p     xci     xp  +  yq 

diese  Zusammensetzung.  * 

Eine  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  (IV)  hat  eine  eingliedrige 
invariante  Untergruppe,  X^f,  sowie  zwei  zweigliedrige  invariante  Unter- 
gruppen, nämlich  ausser  der  ersten  derivierten  Gruppe  X^/",  X^f  noch 
X^f,  X.^f.  Ferner  ist  Xj/",  X^f,  XX^f  -{-  ^iX^f  die  allgemeine  Form 
jeder  dreigliedrigen  invarianten  Untergruppe.  In  Fig.  52  ist  die  Zu- 
sammensetzung (IV)  schematisch  dargestellt. 

Sei  andererseits  ö  =f=  0.     Dann  lässt  sich  aX^f -{■  hX^f  passend 

als  neues  X.^f  und  —X^f  als  X^f  so   einführen,  dass  (XgXg)  ^  Xg/*, 

also    ^  =  1,    ß  =  0   wird.     Die    Relation    (18)   giebt    dann    d  =  0. 
Benutzt  man   X^f — q)X.^f  q,\s  XJ,  so  wird  9?  ==  0   und    es    kommt: 
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iX,X,)  =  0,  {X,X,)  =  0,    {X,X,)  =  X,f, 

(X,X,)  =  yXJ,     {X,X,)  =  0,    {X,X,)  =  sXJ+tX,f. 

Hier  ist  sicher  y  =|=  0,  weil  sonst  X^f,  X^f,  X^f  eine  Involutions  -  6^3 
bilden.     Also  werden  wir  —  X^f  a\a  neues  X4/"  benutzen,  sodass  y=l 

wird.  Indem  wir  alsdann  X^f — sX^f  und  X^f  -\-  tl^X^f  als  neues 
Xg/"  und  X^f  einführen,  finden  wir  (X^X^^^O,  sodass  der  Typus 
hervorgeht : 

'{X,X,)  =  0,         {X,X,)  =  0,    iX,X,)  =  X,f, 
d  =  XJ,     (X,X,)  =  0,    (X3XJ-O. 

Ein  Beispiel  hierzu  ist  die  Gruppe: 
q    p     xp     yq. 

Eine  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  (V)  besitzt  zwei  ein- 
gliedrige invariante  Untergruppen  X^f  und  X^f.  Im  übrigen  haben 
wir  gerade  diese  Zusammensetzung  früher  schon  als  Beispiel  ausführ- 
lich behandelt.  Siehe  Fig.  48,  §  3  des  18.  Kap.  Auf  der  unten 
folgenden  Figurentafel  52  ist  die  Zusammensetzung  (V)  ebenfalls 
schematisch  dargestellt. 

Sei  schliesslich  die  erste  derivierte  Gruppe  nur  eingliedrig ^  also  all-^'^te^deriv. 

gemein:  eingliedrig. 

(XiX,)  =  a^^XJ    (i,  ^  =  1,2,  3,  4). 
Die  Identität: 

ilX,X,)X,)  +  i{X,X,)X,)  -f  i(X,X,)X,)  =  0 
giebt  dann 

«23  «U  +  «34  «12   +  «42  «13  =  ^' 

Man  kann  nun  zwei  von  einander  unabhängige  aX^f-^  bX^f-\-  cX^f 
stets  so  bestimmen,  dass  sie  mit  X^f  combiniert  Null  geben.  Benutzt 
man  sie  als  X^f  und  X^f,  so  ist  also  «^2  =  «13  =  0,  und  die  obige 
Gleichung  giebt 

«23  «14  =  0. 

Wäre  cc23  =  0,  so   würden  X^f,  X^f,  X^f  eine  Involutions - G^3   bilden. 
Also  ist  a;j3  =1=  0,  d.  h.  «^^  =  0.     Daher  ist  auch  «34  =|=  0,  «43  =|=  ö* 
Wir  haben  somit: 

(Xi  Xi)  ^  0,     (Xi Xk)  ^  (XikXi  f, 
(i,  yb  =  2,  3,  4), 

wobei  alle  drei  a^  =\=  0  sind.  Nun  lassen  sich  a,  h  so  wählen, 
dass  aX^f  -\-  bX.^f  mit  X^f  vertauschbar  wird,    sodass    diese    beiden 
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mit  X^f  eine  Involutions - (rg  bilden,  was  nicht  sein  darf.     Hier  ge- 
langen wir  also  zu  gar  keiner  Zusammensetzung. 

Wir  sind  daher  zu  Ende  mit  der  Bestimmung  aller  Typen  von 
Zusammensetzungen  viergliedriger  Gruppen  ohne  dreigliedrige  Involu- 
tions-üntergruppen. 


§  5.     ZusammensetzTing  der  viergliedrigen  Gruppen  mit  drei- 
gliedriger luvolutionsgruppe. 

Es  sei  X^f. .  X^f  eine  viergliedrige  Gruppe  (r^,  die  eine  drei- 
gliedrige Involutionsgruppe  Xj^f,  X^f,  X^f  enthält,  sodass  also 

{X,X,)  =  0,     {X,X,)  =  0,      (XgZJ-O 
ist. 

^einer''^  Sicher   enthält    die   G^   eine    invariante   dreigliedrige  Involutions- 

^*"i"J^*^';''gruppe.  Denn  wenn  die  Gruppe  X{f,  X^f,  X^f  selbst  nicht  in  der 
G^  invariant  ist,  so  nimmt  ihre  Bildebene  e^  =  0  im  Räume  M^  der 
adjungierten  Gruppe  E^f..E^f  hei  dieser  adjungierten  Gruppe  andere 
Lagen  an.  Wir  können  daher  annehmen,  dass  alsdann  sowohl 
X^f,  X^f,  X^f  als  auch  X^f,  X^f,  X^f  eine  Involutionsgruppe  dar- 
stellen. Dasselbe  gilt  dann  offenbar  auch  von  X-^f,  X^f,  X^f-\-  iX^f. 
Die  zugehörigen  Bildebenen  bilden  ein  Büschel,  das  von  der  adjungier- 
ten Gruppe  E^f. .  E^f  in  sich  transformiert  wird,  denn  die  Bildpunkte 
von  X^f  und  X^f  bleiben  bei  der  adjungierten  Gruppe  fest,  da  alle 
Klammerausdrücke  mit  X-^f  und  X^f  Null  ergeben.  Die  adjungierte 
Gruppe  transformiert  die  oo^  Ebenen  des  Büschels  projectiv  und  zwar 
höchstens  zweigliedrig,  da  E^f  und  E^f  i^^e  der  Ebenen  für  sich  in- 
variant lassen.  Also  bleibt  nach  Theorem  15,  §  2  des  5  Kap.,  min- 
destens eine  der  Ebenen  in  Ruhe.  Sie  stellt  eine  invariante  Involu- 
tions-G'g  der  G^  dar. 

Diese  Überlegung  lässt  sich  sofort  verallgemeinern  und  führt 
dadurch  zu  dem 

Satz  12:  Enthält  eine  r-gliedrige  Gru^e  eine  (r — l)-gli€drige 
Involutionsgruppe,  so  entJiält  sie  sicher  eine  invariante  (r  —  l)-gliedrige 
Involutionsgruppe. 

Sie  ist  daher  auch  sicher  integrabel.  Eine  nicht  -  integrabele 
/•-gliedrige  Gruppe  enthält  also  keine  (r  —  l)-gliedrige  Involutions- 
gruppe. 

Wir  dürfen  hiernach  annehmen,  X^f,  X^f,  X^f  sei  eine  invariante 
Involutions  -  6r3  der  G^.  E^f,  E^f,  E^f  lassen  jeden  Punkt  der  zu- 
gehörigen Bildebene  e^  =  0  im  B^   in  Ruhe.     Diese  Punkte    werden 
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p    xp    x^p    q 


q   p    xq    xp-{-cyq    c4=l 


q    xq    p    xp  +  {2y  +  x^)q 


q    p    xq    xp-\-yq 


q    p     xp     yq 


Fig.  52. 
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also  nur  durch  E^f  und  zwar  prqjectiv  transformiert.  Allgemein  wird 
e^X^f -j- e^X^f -{- e^X^f  durch  einen  Punkt  dieser  Ebene  mit  den 
homogenen  Coordinaten  e^ ,  Cg  >  ^s  dargestellt.  Die  Coordinaten 
^i>  ^2;  ^3  werden  von  E^f  linear  und  homogen  transformiert,  indem 
e^X^f  -{-  e^X^f-^-  e^X^f  vermöge  X^/"  übergeht  in 

e,XJ-j-  e,XJ+e,XJ-\-  {e,XJ+  e,XJ+  e,X,f,  XJ)dL 

Durch  passende  Auswahl  der  drei  infinitesimalen  Transformationen 
Xi/)  X^f,  Xgf  aus  der  Schar  aller  e^X^f-^-  e.^X^f  -\-  e^X^f  lässt  sich 
erreichen,  dass  die  infinitesimale  lineare  homogene  Transformation  von 
Cj,  63?  ^3  ®i^6  d^r  in  §  3  des  19.  Kap.  unter  IX  aufgestellten  typischen 
Formen  annimmt.  Dabei  bleiben  in  der  Ebene  e^  =  0  gewisse  Punkte 
und  Geraden  in  Ruhe.  (Vgl.  Fig.  49,  S.  511.)  Sie  stellen  invariante 
ein-  und  zweigliedrige  Untergruppen  der  G^  dar. 

Erster  Fau.  Erstcr  Fall:  Es  bleiben  in  der  Ebene  e^  =*0  drei  Geraden  und 
Punkte  in  Ruhe.  Dieser  Fall  entspricht  der  ersten  Gruppe  unter  IX 
in  §  3  des  19.  Kap.,  die  so  geschrieben  werden  kann: 

Hier  ist  also  anzunehmen: 

(X,X,)  =  (X,X3)-(X3X0  =  O, 
(I)  Ux,X,)  =  aXJ,     {X,X,)  =  ßX,f,     {X,X,)  =  yXJ 

\  («  +  /3  +  y). 

Wäre  a  ==  ß  oder  a  =  y  oder  ß  =  y,  so  würden  mehr  als  drei  Punkte 
der  Ebene  e^  =  0  in  Ruhe  bleiben,  ein  Fall,  der  nachher  besonders 
auftritt. 

Ein  Beispiel  zur  Zusammensetzung  (I)  giebt  diese  Gruppe: 

p      q     r      axp  +  ßyu  +  y-^^« 

In  Fig.  53,  die  weiter  unten  folgt,  ist  die  Zusammensetzung 
schematisch  unter  I.  dargestellt.  Der  Fall,  dass  eine  der  Zahlen  a,  ß,y 
verschwindet,  ist  dabei  deshalb  besonders  angegeben,  weil  in  diesem 
Falle  die  erste  derivierte  Gruppe  bloss  zweigliedrig  ist. 

Zweiter  Zweiter   Fall:      Zwei    invariante    Geraden    und    zwei    invariante 

Punkte.  Letztere  seien  die  Bildpunkte  von  X^f,  X^fy  erstere  die  Ver- 
bindende beider  Punkte  sowie  die  Gerade  vom  Bildpunkt  von  X^f 
nach  dem  von  Xg/!  Der  zugehörige  Typus  unter  IX  in  §  3  des 
19.  Kap.  ist  der  zweite,  wenn  darin  1  und  2  vertauscht  werden, 
sodass  er  so  zu  schreiben  ist: 
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Es  ist  somit  anzunehmen: 

(II)    (x,zj  =  «z,/;   {x,x,)  =  ßx,f,   {x,x,)  =  xj+ßxj 

Wäre  a  =  ß,  so  würden  mehr  als  zwei  Punkte  in  Ruhe  bleiben. 
Diese  Zusammensetzung  hat  z.  B.  die  Gruppe 

p     q     r     sq  -\-  axp  -\-  ß{yq  -\-  zr). 

In  Fig.  53  ist  die  Zusammensetzung  unter  IL  dargestellt.  Die 
Fälle  a  =  0  bez.  ß  =  0,  in  denen  die  erste  derivierte  Gruppe  nur 
zweigliedrig  ist,  sind  durcb  besondere  Figuren  wiedergegeben. 

Dritter  Fall:     Eine  invariante  Gerade  und  ein  invarianter  Punkt,    ^i*"^' 

Fall. 

Letzterer  sei  der  Bildpunkt  von  X^f,  erstere  die  Gerade  von  diesem 
Punkte  zum  Bildpunkt  von  X^f.  Die  zugehörigen  Typen  unter  IX 
in  §  3  des  19.  Kap.  sind  der  dritte  und  vierte,  in  denen  aber  1  mit 
2  zu  vertauschen  ist,  also  entweder: 

oder: 

Daher  ist  entweder: 

{X,X,)  =  iX,X,)  =  iX,X,)  =  0, 
X,)  =  XJ,     iX,X,)  =  XJ+X,f,     {X,X,)  =  X,f+X,f 
oder : 

am        [        ix,x;)  =  {x,x,)  =  {x,x,)  =  o, 

"^      ^  \{X,X,)  =  0,    {X,X,)  =  XJ,    (X,X,)^X,f, 

Die  erstere  Zusammensetzung  hat  z.  B.  die  Gruppe: 

p    q     r    zq-{- yp -\- xp -\-  yq -\- zr, 

die  letztere  diese: 

p     q     r     zq  +  yp. 

Siehe  wieder  Fig.  53  unter  III. 

Vierter  Fall:     Invariante  Strahlen  eines  Büschels  und  invariante    vierter 
Punktreihe,  deren  Gerade  dem  Büschel  nicht  angehört.     Dies  ist  der 
Fall  des  fünften  Typus  unter  IX  in  §  3  des  19.  Kap.     Wenn  wir  den 
Bildpunkt  von  X^f  als  Mittelpunkt  des  Büschels,    die  Gerade    durch 
die  Bildpunkte  von  X^f  und  X^f  als  Träger  der  Punktreihe  wählen. 


^"M(x. 
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so  haben  wir  in  dem  angegebenen  Typus  1  mit  3  zu  vertauseben, 
sodass  wir  schreiben  können: 

Es  ergiebt  sich  daher: 

(  (X,X,)  =  (X,X,)  =  (X,X,)  =  0, 

(IV)       Ux,X,)  =  aXJ,     {X,X,)  =  aX,f,    {X,X,)  =  yXJ 

(«  +  y)- 

Bei  der  Annahme  a  =  y  würden  alle  Punkte  der  Ebene  e^  =  0  in 
Ruhe  bleiben. 

Hier  haben  wir  als  Beispiel  die  Gruppe: 

p     q    r     a{xp  +  yq)  +  ygr. 

Die  Annahmen  cc  =  0  bez.  y  =  0  sind  besonders  ausgezeichnet,  da 
bei  ihnen  die  erste  derivierte  Gruppe  nur  zweigliedrig  ist.  In  der 
später  zu  gebenden  Figurentafel  54  sind  unter  IV.  die  Zusammen- 
setzungen dargestellt. 

Fünfter  Füfifter  Fall:    Invariante  Strahlen  eines  Büschels  und  invariante 

Punktreihe,  deren  Gerade  dem  Büschel  angehört,  d.  h.  der  6.  und  7. 
Typus  unter  IX  in  §  3  des  19.  Kap.  Wir  wählen  als  Punktreihe  die 
Gerade,  welche  die  Bildpunkte  von  X^f  und  X^ /"  verbindet,  als  Mittel- 
punkt des  Büschels  den  Bildpunkt  von  X^f.  Alsdann  liefern  jene 
Typen: 

bez.: 

sofort  die  beiden  Zusammensetzungen: 

(X,X,)  =  (X,X,)  =  {X,X,)  =  0, 


^^^       \{X,X,)  =  XJ,    (X,X,)  =  XJ,    (X,X,)  =  XJ+XJ 

und: 

,V.s  f  (X,X,)  =  iX,X,)  =  {X,X,)  =  0, 

^    ^  \{X,X,)  =  0,    {X,X,)  =  0,    {X,X,)  =  XJ. 

Beispiele  dazu  sind  die  Gruppen: 

P     g.     f     ^q  -\-  xp  -{-  yq -\-  ßr 
und: 

P     q     r     zq. 

In  Fig.  54   sind  auch  diese  beiden  Zusammensetzungen  unter  V. 
schematisch  dargestellt. 


Zusammensetzung  der  viergliedrigen  Gr.  mit  dreigl.  Involiitionsgruppe.     589 

Sechster  Fall:     Alle  Punkte  der  Ebene  64  =  0  bleiben  in  Ruhe,  ^^^u.^' 
Hier   haben  wir    entweder  vom    letzten  Typus  unter  IX.  in  §  3    des 
19.  Kap.  auszugehen:    x^p^  +  ^aÄ  +  ^sPs   oder   aber  von    der   iden- 
tischen Transformation.    Erstere  Annahme  giebt  die  Zusammensetzung: 

\{X,X,)  =  XJ,     {X,X,)  =  X,f,     (X,X,)  =  X,f, 

letztere  diese : 

{X,X,)  =  {X,X,)  =  (X,X,)  =  0, 


^^^  ^  ■  (X,X,)  =  iX,X,)  =  (X3XJ  =  0. 

Diese  Zusammensetzungen  besitzen  z.  B.  die  Gruppen 
p    q     r    xp  -\-  yq  -{-  sr 


und 


q    xq    x^q    x^q. 


In  Fig.  54  sind  diese  Zusammensetzungen  unter  VI.  dargestellt. 

Hiermit  ist  die  Bestimmung  aller  möglichen  Zusammensetzungen 
von  viergliedrigen  Gruppen  beendet,  Dass  die  aufgestellten  Typen 
sämtlich  wesentlich  von  einander  verschieden  sind,  erhellt  ohne  weiteres. 

In  betreflF  der  Figuren  heben  wir  noch  hervor:  Auf  den  Tafeln  53      J^e- 

o  merkungen 

und  54  sind  die  invarianten  Untergruppen,  die  durch  Punkte  und  Ge-  /j^^^^ 
raden  der  Ebene  64  =  0  dargestellt  werden,  besonders  hervorgehoben,  tafoin. 
ebenso  die  ersten  derivierten  Gruppen.  Doch  sind  diejenigen  invarian- 
ten Untergruppen  nicht  markiert,  welche  die  erste  derivierte  Gruppe 
enthalten.  Letzteres  aus  dem  Grunde,  weil  ja  jede  ebene  Mannigfaltig- 
keit, welche  die  ebene  Mannigfaltigkeit  der  ersten  derivierten  Gruppe 
enthält,  eine  invariante  Untergruppe  darstellt.  Die  invarianten  Unter- 
gruppen, die  nicht  in  der  Ebene  e^  =  0  darzustellen  waren,  sind  eben- 
falls nicht  besonders  markiert,  weil  sie  evident  sind.  Sie  werden  näm- 
lich durch  die  Geraden  bez.  Ebenen  vom  Bildpunkte  von  X^f  nach 
allen  invarianten  Punkten  bez.  Geraden  der  Ebene  e^  =  0  gegeben. 
Die  graphische  Wiedergabe  dieser  invarianten  Untergruppen  würde 
die  Bilder  verwirren.  Dass  bei  der  letzten  Figur  von  diesen  Grund- 
sätzen abgewichen  wurde,  liegt  darin,  dass  hier  jeder  Punkt,  jede  Ge- 
rade und  jede  Ebene  des  i?^  eine  invariante  Untergruppe  darstellt. 
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p    q   r    axp-\-ßyq-\-yzr    a=|=|S=|=y  p    q    r  ccxp-\-ßyq    a=^ß 


p    q    r    zq-\-  axp  -\-  ß(yq  +  2r)    «  =|=  ß 


III. 


p    q    r    zq  +  yp-^xp-^-yq-^zr 


p    q    r    zq-\-yp 


Fig.  53. 
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IV.  für  a=|=0>  Y  =  ^ 


p    q    r    cc(xp  -]-  yq)  -]-  yzr    ß:=|=y 


V. 


p    q    r    zq+tt{xp-\-yq-\-zr) 


p         q         r        zq 


VI. 


p    q    r    xp-\-yq-\- zr 


q    xq    x*q    x^q 


Fig.  5-t 
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§  6.    Gleichberechtigte  endliche  und  infinitesimale  Transformationen. 

In  diesem  Paragraphen  wollen  wir  uns  mit  den  gleichberech- 
tigten Transformationen  einer  vorgelegten  Gruppe  eingehender  be- 
schäftigen. 

Angenommen,  in  n  Veränderlichen  x^  . .  Xn  liege  eine  r-gliedrige 
Gruppe  X^f..Xrf  vor;  die  adjungierte  Gruppe  in  Cj  .  .  Cr  sei  E^f..Erf. 
Jede  endliche  Transformation  S  der  gegebenen  Gruppe  kann  in  cano- 
nischer Form  (vgl.  §  1,  2  des  18.  Kap.)  mit  den  canonischen  Para- 
metern e^.  .er  gegeben  gedacht  werden.  Wir  wollen  auf  sie  eine  be- 
liebige Transformation  T  der  gegebenen  Gruppe  ausführen.  Auch  T 
darf  in  canonischer  Form  mit  den  Parametern  e^  .  .  Sr  vorgestellt  wer- 
den. Die  Transformation  S'  =  T~^ST,  die  aus  S  durch  Ausführung 
von  T  hervorgeht,  wird  dann  gewisse  canonische  Parameter  e^ . .  e/ 
haben,  für  die 

r  r 

e/=  ei  -Jr^ekEkCi  -f  ^-^  ^^6kSiEj,{Eie,)  -j 

1  1 

{i=l,2..r) 

ist.  S  und  S'  heissen  mit  einander  {innerhalb  der  gegebenen  Gruppe) 
gleichberechtigte  Transformationen  (vgl.  §  3  des  18.  Kap.). 

Deuten  wir,  wie  in  §  1  des  18.  Kap.,  S.  460,  ausgeführt  wurde, 
Ci . .  Cr  als  Cartesische  Coordinaten  eines  Raumes  Er  von  r  Dimensionen, 
so  stellt  jeder  Punkt  (e^  .  .  Cr)  dieses  Raumes  eine  endliche  Trans- 
formation 8  der  Gruppe  X^f.  .  Xrf  dar  und  umgekehrt.  Insbesondere 
der  Anfangspunkt  0  stellt  die  Identität  dar,  die  0  unendlich  benach- 
barten Punkte  (e^ . .  Cr)  bedeuten  die  injänitesimalen  Transformationen 
UciXif  der  gegebenen  Gruppe.  Die  adjungierte  Gruppe  E^f. .  Erf  ist 
alsdann  eine  Gruppe  von  Punkttransformationen  dieses  jR^,  sie  führt 
gerade  nur  solche  Punkte  in  einander  über,  die  gleichberechtigte 
Transformationen  der  gegebenen  Gruppe  darstellen. 

Denken  wir  uns  also,  wir  hätten  die  kleinste  invariante  Mannig- 
faltigkeit eines  Punktes  (ej-.er)  des  Er  gegenüber  der  Gruppe  E.^f..Erf 
schon  bestimmt  (vgl.  §  1  des  16.  Kap.),  so  hätten  wir  damit  auch 
alle  endlichen  Transformationen  der  gegebenen  Gruppe  gefunden,  die 
mit  der  gegebenen  Transformation  S  oder  {e^  .  .  e,)  gleichberechtigt 
sind.  Sie  sind  nämlich  durch  die  Punkte  dieser  kleinsten  Mannig- 
Ersteg  faltigkeit  dargestellt.  Das  Problem^  alle  Scharen  von  gleichberech- 
•Gieichber.  tigten  endlichen  Transformationen  der  gegebenen  Gruppe  zu  bestimmen, 

endl.  Transi.    "  _  .  .  . 

deckt  sich  also  mit  dem,  alle  kleinsten  invarianten  Mannigfaltigkeiten 
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gegenüber  der  adjungierten  Gruppe  Eif..ErfiTa.  Räume  Hr  von  r 
Dimensionen  zu  bestimmen.  Hierfür  aber  haben  wir  im  16.  Kap.  eine 
allgemeine  Methode  gefunden,  die  wir  nachher  anwenden  werden. 

Vorher  besprechen  wir  ein  zweites  Problem:  Da  jede  eingliedrige  ^^^lem- 
Untergruppe  der  gegebenen  Gruppe  bei  Ausführung  einer  Transforma-  ^|®'*\ied^" 
tion  der  gegebenen  Gruppe  wieder  in  eine  eingliedrige  Untergruppe  untergr. 
übergeht,  so  kann  man  auch  nach  den  {innerhalb  der  gegebenen  Gruppe) 
gleichberechtigten  eingliedrigen  Untergruppen  fragen.  Jede  solche  wird 
durch  einen  Strahl  durch  den  Anfangspunkt  0  dargestellt;  die  ad- 
jungierte  Gruppe  führt  —  als  lineare  homogene  Gruppe  —  jeden 
solchen  Strahl  wieder  in  Strahlen  durch  0  über.  Es  wird  also  unsere 
Aufgabe  sein,  die  Mannigfaltigkeit  aller  der  Strahlen  zu  bestimmen, 
in  die  ein  Strahl  durch  den  Anfangspunkt  bei  der  adjungierten  Gruppe 
übergeht.  Jede  derartige  Mannigfaltigkeit  wird  durch  ein  in  e^. .  Cr 
homogenes  bei  der  adjungierten  Gruppe  invariantes  Gleichungensystem 
dargestellt.  Man  findet  bekanntlich  diese  Mannigfaltigkeiten,  indem  man 
zu  den  infinitesimalen  Transformationen  E^f . .  Erf  der  adjungierten 
Gruppe  noch  diejenige  hinzufügt,  die  jeden  Punkt  in  der  Richtung 
seines  Radiusvectors  fortführt: 

und  sodann  bei  der  Gruppe  E^f.  .  Erf,  Ef  die  kleinsten  invarianten 
Mannigfaltigkeiten  bestimmt. 

Unser  jetziges  Problem  kann  übrigens  offenbar  auch  so  aus- 
gesprochen werden:  Allen  Scharen  von  {innerhalb  der  gegebenen  Gruppe) 
gleichberechtigten  infinitesimalen  Transformationen  zu  finden. 

Wenn  zwei  endliche  Transformationen  der  gegebenen  Gruppe  mit 
einander  gleichberechtigt  sind,  so  sind  es  auch  die  beiden  eingliedrigen 
Untergruppen,  denen  sie  angehören.  Denn  sind  p  und  p'  die  Bild- 
punkte der  beiden  endlichen  Transformationen  im  Räume  jR;.,  so  ent- 
hält die  adjungierte  Gruppe  sicher  eine  Transformation,  die  p  in  p' 
überführt,  also  auch  den  Strahl  Op  in  Op\  Diese  Strahlen  stellen 
aber  die  in  Frage  stehenden  eingliedrigen  Untergruppen  dar.  Man  er- 
sieht hieraus,  dass  unser  zweites  Problem  erledigt  ist,  sobald  man  das 
erste  gelöst  hat 

Wir  werden  also  eine  endliche  Transformation  S  der  gegebenen 
Gruppe  ins  Auge  fassen  und  die  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit 
M  ihres  Bildpunktes  p  im  Räume  Er  gegenüber  der  adjungierten 
Gruppe  aufsuchen.     Wir  wählen  auf  ihr  beliebige  Punkte  allgemeiner 

Lie,  Continnierlicho  Gruppen.  38 
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Lage  p' ,  Bildpunkte  endlicher  Transformationen  S'  der  Gruppe 
X^f..  Xrf.  Mit  S  sind  alle  S'  gleichberechtigt  und  ausser  ihnen 
keine  Transformationen.  Mit  der  eingliedrigen  Untergruppe,  der  >S^ 
angehört  und  die  durch  Op  dargestellt  wird,  sind  alle  eingliedrigen 
Untergruppen  gleichberechtigt,  denen  die  ;S"  angehören  und  die  durch 
die  Strahlen  Ojp'  dargestellt  werden,  und  ausserdem  keine  eingliedrigen 
Untergruppen.  Wenn  der  Strahl  Op  der  Mannigfaltigkeit  M  voll- 
ständig angehört,  so  gehört  ihr  auch  jeder  der  Strahlen  Op'  voll- 
ständig an,  da  p  wie  p'  von  allgemeiner  Lage  auf  M  ist  (vgl.  Satz  3,  4, 
§  1  des  16.  Kap.).  Alsdann  also  ist  jede  Transformation  der  durch 
Op  dargestellten  eingliedrigen  Untergruppe  mit  jeder  der  durch  Op' 
dargestellten  gleichberechtigt.  Wenn  dagegen  die  Mannigfaltigkeit  M 
den  Strahl  Op  nicht  enthält,  so  enthält  sie  auch  nicht  den  Strahl  Op'. 
In  diesem  Falle  ist  zwar  die  Untergruppe,  die  durch  Op  dargestellt 
wird,  mit  der  durch  Op'  dargestellten  gleichberechtigt,  nicht  aber  jede 
Transformation  der  einen  mit  jeder  der  anderen. 

Zurück-  Unsere    beiden  Probleme    kommen   hiernach    darauf  hinaus,   alle 

fuhrung  ' 

auf  oin   kleinsten  invarianten  Mannigfaltigheiten  im  Baume  Br  hei  der  adjungier- 

In  Varianten-  >/i  ^  '  j       >j 

Problem.  ^  Gruppe  ZU  bestimmen.  Unter  diesen  Mannigfaltigkeiten  haben 
dann  nach  dem  Bemerkten  diejenigen  ein  eigenes  Interesse,  die  aus 
lauter  Strahlen  durch  0  bestehen,  deren  Gleichungen  also  in  e^ . .  Cr 
homogen  sind. 

Nachdem  wir  somit  die  Probleme  auf  ein  schon  früher  erledigtes 
zurückgeführt  haben,  gehen  wir  dazu  über,  die  früher  entwickelte 
Methode  anzuwenden.  Wir  machen  dabei  von  einigen  Formeln  Ge- 
brauch, die  vorangeschickt  werden  sollen. 

Formeln  Nach  dem  Hauptsatze  bestehen  Relationen  von  der  Form 

bei  der  ■*■ 

afljungiert.  j- 

^™''"  *  {XiX,)=^sCasXJ    (i,Jc=l,2..r). 

1 

.     Nach  Theorem  33,  §  2  des  18  Kap.,  ist  nun 

r 

(19)  E,f  =  ^s^ie,,se,l{-     Qc  =  l,2..r). 
Setzen  wir  zur  Abkürzung 

r 

(20)  ^c«,e,=  f*,     (Ä;=l,  2..r), 

1 
so  ist  auch: 
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(19') 


E,f=^s 


£ks 


df 
de. 


{1=  1,  2..r). 


Wir  bilden  die  Matrix  aller  E^f.  .  Erf  and  von 


E/" 


—  .    ^f 


df 


nämlich : 


(21) 


dCi 


+  •  •  +  e. 


df 


^^'.     +  ^2  g.       II     -rg       , 


'21        *22 


frl       f/-2 


Sir 
«2r 


e>- 


Die  r- reihige  Determinante,  die  aus  der  Matrix  durch  Streichen  der 
^ten  Horizontalreihe  und  Multiplication  mit  ( —  i)'-+i— *  hervorgeht,  sei 
mit  zlk  bezeichnet,  insbondere  aber  ^r+x  kurz  mit  ^,  Es  ist  also 
z/  die  Determinante  aller  Sks.  In  §  1  dieses  Kapitels  haben  wir  in 
Formel  (10)  erkannt,  dass  /d  identisch  Null  ist: 

Z/  =  I  £,,  I  =  0. 

Es  folgt  hieraus,  dass  zwischen  E^f.  .  Erf  eine  lineare  Gleichung  iden- 
tisch besteht.     In  der  That  ist 


(22)  e,EJ  + 

denn  hierin  ist  die  linke  Seite 


erErf=0, 


r  1 . .  r 

^  €i,Ekf=^Cii,,eiCk  j^  • 

1  i,k,s  * 

Unter    dem  Summenzeichen    kommt   e,ei  -J-  zweimal,  einmal  mit  dem 

Coefficienten  Ca-,  und  dann  mit  dem  Coefficienten  c^is  vor.  Da  aber 
Ciks  +  Ckis  nach  dem  dritten  Fundamentalsatz  Null  ist,  so  ist  auch  die 
ganze  Summe  identisch  Null.  Die  Identität  (22)  hat  ihre  begriffliche 
Erklärung  darin,  dass  die  infinitesimale  Transformation  der  adjungier- 
ten  Gruppe,  die  im  homogenen  Räume  den  Bildpunkt  (e^ :  •  •  •  :  e^)  be- 
sitzt, diesen  Punkt  in  Ruhe  lässt.  Wir  haben  ja  auch  damals,  als 
vom  Verschwinden  der  Determinante  /J  die  Rede  war,  in  §  1  dieses 
Kap.,  Q  =  0  als  triviale  Wurzel  der  dortigen  Gleichung  (9)  bezeichnet, 
für  die  eben  die  damalige  Gleichung  (8)  durch  £/,.  ==  e^.  erfüllt  wird, 
wodurch  unsere  Identität  (22)  hervorgeht.  ^ 

Die  Identität  {22)  zerfällt  unmittelbar  in  die  r  einzelnen: 

Clfl,  +  CiSis  + f-  CrErs  ==  0 

(s  =  l,2..r). 

38* 
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Denken  wir  uns  zu  dieser  Gleichung  links  zum  Schluss  noch  e,  •  0  hin- 
zugefügt, so  liegt  ein  System  von  r  linearen  homogenen  Gleichungen 
hinsichtlich  der  r  -\-  \  Grössen  e^ . .  Cr,  0  vor.  Da  diese  r  -\-\  Grössen 
nicht  sämtlich  Null  sind,  so  folgt,  dass  sie  sich  zu  einander  wie  die 
»'-reihigen  ünterdeterminanten  der  Matrix  des  Systems  verhalten. 
Diese  Matrix  ist  aher  die  Matrix  (21),  nur  sind  die  Horizontalreihen 
mit  den  Verticalreihen  vertauscht.  Also  folgt  —  auch  genau  hinsicht- 
lich des  Vorzeichens  — 

(23)  •  f^  =  ^  =  ..  =  l^ 

Ak  ist  eine  homogene  ganze  Function  vom  r*°°  Grade  in  e^  . .  e^,  also 

—  eine  homogene  rationale  Function  {r —  Xf^^  Grades  in  e^.,Cr.    Es 

ist  nun  auch  klar,  dass  sie  eine  ganze  Function  ist,  denn  wäre  sie  ge- 
brochen, d.  h.  hätte   sie  den  nicht  hebbaren  Nenner  e^,  so  müsste  sie 
wegen  (23)  ebenso  die  nicht  hebbaren  Nenner  e^  .  .  e,.  haben. 
Function  /  -^^  existiert  also  eine  homogene  ganze  Function  {r  —  Vf^^  Grades 

J  von  e^.  .Cr  derart,  dass 

(24)  Ak  =  ekJ    (k  =  l,  2  ..r) 
ist. 

Ferner  schicken  wir  einen  Satz  voraus,  der  sich  auf  die  Form 
der  Invarianten  einer  linearen  homogenen  Gruppe  bezieht.  Nach 
Theorem  29,  §  4  des  16.  Kap.,  findet  man  alle  Invarianten  einer 
Gruppe  Ui^f. .  üqf  durch  Integration  des  (höchstens  g^-gliedrigen)  voll- 
ständigen Systems   Z7, /"=0,  .  .Uqf=  0.     Es  gilt  nun  der 

Satz  13 :     Besitzt  eine  lineare  homogene  Gruppe  in  e^  . .  e^  gerade  q 

Invarianten i;ow  einander  unabhängige  Invarianten,  so  besitzt  sie  auch  q  von  einander 

lin.  hom.  unabhängige  Invarianten,  die  sämtlich  homogen  in  e^ . .  e^  sind,  und  zwar 

entweder  sind  sie  sämtlich  homogen  von  nullter  Ordnung,  oder  aber  es 

sind  q  —  1  homogen  von  nullter  und  eine  homogen  von  erster  Ordnung. 

Ist  nämlich  Uif.  .  Uqf  die  vorgelegte  lineare  homogene  Gruppe 
in  e^  . .  Cr,  so  sind  ihre  Invarianten  die  Lösungen  des  vollständigen 
höchstens  g-g'liedrigen  Systems 

Angenommen,  dies  sei  ein  ^J-gliedriges  vollständiges  System  (p^q), 
sodass  gerade  r  —  p  von  einander  unabhängige  Invarianten  vorhanden 
sind.  Alsdann  bilden  die  folgenden  linearen  homogenen  partiellen 
Differentialgleichungen  in  r-f- 1  unabhängigen  Veränderlichen  e^..er,  f: 
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(25)  U,F  =  O...U,F=0,    EF-\-f-^  =  Q 

ein  vollständiges  System,  da  wegen  der  Form  von  Ef  (vgl.  S.  595) 

{u,F,EF-\-f^)  =  Q     (.•=!,  2.. g) 

ist.  Das  System  ist  gerade  (p  -\-  l)-gliedrig,  da  die  letzte  Gleichung 
offenbar  von  den  q  ersten  unabhängig  ist.  Das  System  enthält  r  -\-  1 
Veränderliche,  hat  also  r  -\-  1  —  {^p  -\-  1')  =  r  — p  von  einander  un- 
abhängige Lösungen  F{e^..er,  f).  Unter  diesen  werden  gewisse  von 
f  freie  vorhanden  sein.     Für  diese  reduciert  sich  das  System  auf 

üiF  =  0  .  . .  Ü,F  =  0,     EF=0. 

Diese  Gleichungen  bilden  ein  p-gliedriges  System  in  e^..er,  wenn  die 
letzte  Gleichung  nur  eine  Folge  der  übrigen  ist,  sonst  ein  {p  -\-  1)- 
gliedriges.  Sie  besitzen  also  im  ersten  Fall  gerade  r  —  jp,  im  zweiten 
Fall  nur  r  —  p  —  1  von  einander  unabhängige  Lösungen  F,  die  In- 
varianten der  Gruppe  und  wegen  Ei^=0  homogen  von  nullter  Ord- 
nung in  e^.. er  sind-  Ist  der  zweite  Fall  eingetreten,  so  existiert  noch 
eine  nicht  von  f  freie  Lösung  F  von  (25).  Setzen  wir  sie  gleich 
Constans : 

F{e^  . .  er,  f)  =  a, 

so  giebt  die  Auflösung  nach  f  eine  Function  /)  die  den  Gleichungen 
U^f=0...  UJ^O  und 

£/•=/• 

genügt,  d.  h.  die  Invariante  der  Gruppe  und  homogen  von  erster  Ord- 
nung ist. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  gehen  wir  an  die  rechnerische  Er- 
ledigung des  oben  begrifflich  erläuterten  Problems.  Alle  Invarianten 
der  adjungierten  Gruppe  E^f.  .  Erf  findet  man  durch  Integration  des 
vollständigen  Systems 

EJ=O...Erf=  0. 

Es  ist  höchstens  (r —  l)-gliedrig,  da  seine  Determinante  ^^0  ist, 
und  besitzt  deshalb  mindestens  eiue  Lösung.  Die  adjungierte  Gruppe 
besitzt  also  mindestens  eine  Invariante.  Nach  dem  vorhergehenden 
Satze  wissen  wir  überdies,  dass  entweder  alle  Invarianten  oder  aber 
alle  bis  auf  eine  homogen  von  nullter  Ordnung  angenommen  werden 
können,  während  im  letzteren  Falle  die  noch  fehlende  Invariante 
homogen  von  erster  Ordnung  gewählt  werden  kann. 
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Aunlhme-  ^^^^  ^^^^  Invariantm  liomogen  von  mdlter  Ordnung^  so  liefern  sie 

toi  wn  gleich  C<)Dst.  gesetzt  eine  solche  invariante  Zerlegung  des  Raumes  Mr 
Ordnung  ™^*  ^^^  gewöhnlichen  Coordinaten  e^^..ery  dass  die  einem  Punkte  all- 
gemeiner Lage  zugeordnete    kleinste   invariante  Mannigfaltigkeit   aus 
lauter  Strahlen  durch  0  besteht.    Wir  vs^erden  aber  weiter  unten  nach- 
weisen, dass  der  hier  betrachtete  Fall  gar  nicht  eintreten  Jcann. 
AifJIt^V  ^^^    ^^^^  Invariante    homogen    von    erster   Ordnung,    während    die 

hom  v^n  üb^igeii  homogen  von  nullter  Ordnung  gewählt  werden  können,  so 
erster  ordn.  gj.gjg|jt  sich,  wenu  die  Invarianten  gleich  Constans  gesetzt  werden, 
eine  solche  invariante  Zerlegung  des  Br,  dass  die  einem  Punkt  all- 
gemeiner Lage  zugeordnete  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit  nicht 
mehr  aus  Strahlen  durch  0  besteht.  Wenn  überhaupt  nur  eine  In- 
variante —  also  die  von  erster  Ordnung  —  vorhanden  wäre,  so  wür- 
den also  zwei  allgemein  gewählte  eingliedrige  Untergruppen  oder  in- 
finitesimale Transformationen  der  gegebenen  Gruppe,  für  die  ja  nur 
die  Invarianten  nullter  Ordnung  in  betracht  kommen,  stets  mit  ein- 
ander gleichberechtigt  sein.  Sind  mehr  als  eine  Invariante  vorhanden, 
so  ist  dies  nicht  mehr  der  Fall.  Aber  bei  beiden  Annahmen  sind 
nicht  mehr  die  allgemeinen  endlichen  Transformationen  zweier  gleich- 
berechtigter eingliedriger  Untergruppen  ebenfalls  gleichberechtigt.  Viel- 
mehr giebt  die  von  erster  Ordnung  homogene  Invariante  das  Kriterium 
zur  Entscheidung  der  Frage,  welche  endlichen  Transformationen  der 
zweiten  Untergruppe  mit  einer  allgemeinen  der  ersten  gleichberechtigt 
sind.  Es  sind  nämlich  diejenigen,  für  welche  die  fragliche  Invariante 
denselben  Wert  besitzt. 

Bedeutung         giuc  besoudcre  Rolle  spielt  die  oben  gefundene  Function  J. 
Function/.         Nchmcu  wir  nämlich  zunächst  an,  J  sei  identisch  Ntdl,   so    sind 

nach  (24)  ^^. .  ^r  sämtlich  wie  ^  identisch  Null.     Das  vollständige 

System 

(26)  EJ=0,     ...Erf=0,     Ef=0 

ist  somit  alsdann  höchstens  (r — l)-gliedrig  und  besitzt  daher  min- 
destens eine  Lösung,  die  wegen  E/"==  0  von  nullter  Ordnung  homogen 
ist.  Ist  J  ^  0,  so  ist  es  also  sicher,  dass  die  adjungierte  Gruppe 
mindestens  eine  Invariante  nullter  Ordnung  besitzt,  anders  ausge- 
sprochen, dass  zwei  eingliedrige  Untergruppen  oder  infinitesimale 
Transformationen  der  gegebenen  Gruppe  im  allgemeinen  nicht  gleich- 
berechtigt sind. 

Ist   andererseits    die    Function    J  nicht    identisch   Null,    so    sind 
J^  . .  Jr  nach  (24)    sämtlich  von  Null  verschieden,    sodass   das  voll- 
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ständige  System  (26)  gerade  r-gliedrig  ist.  JDann  also  giebt  es  Iceine 
Invariante  nullter  Ordnung.  Mit  anderen  Worten:  Zwei  eingliedrige 
Untergruppen  oder  infinitesimale  Transformationen  der  gegebenen 
Gruppe  sind  im  allgemeinen  gleichberechtigt.  Im  vorliegenden  Falle 
besitzt  die  adjungierte  Gruppe  sicher  nur  eine  Invariante,  die  homogen 
ist  und  homogen  vom  ersten  Grade  angenommen  werden  kann. 
Wir  werden  später  erkennen,    dass  J  selbst    eine  Invariante  ist  und 


daher  J        als   die  Invariante   erster  Ordnung  gewählt  werden  kann, 
sodass  im  Falle  J  e\=  0  die  Bestimmung  der  Invarianten  geleistet  ist. 

1.  Beispiel:     Es  liege  die  Gruppe  vor  Beispiele. 

p     xp     x^p. 
Hier  ist  die  adjungierte  Gruppe  (vgl.  §  3  des  18.  Kap.): 


EJ=-e,^-2e,§^ 


de^ 


df 


^sf—^i^e^         %g 


df 


also  die  Matrix  (20): 


0 


—  2^3      0 

0     —  e 

2e^       e 

Co       e 


daher,  wie  es  sein  muss,  J  ^0  und  ausserdem 


sodass 


4^1  ^2^3  ~r  ^2  > 


J=  Y.—~  ^^1^=5  +  ^2' 


wird.  J  =  0  stellt  einen  einzeln  invarianten  Kegel  im  Räume  B^  mit 
den  Cartesischen  Coordinaten  e^,  e^,  e^  dar.  Um  alle  Invarianten  der 
adjungierten   Gruppe  zu  finden,  haben  wir  das  vollständige  System  zu 

integrieren : 

EJ=0,    E,f^O,    EJ==0, 

das  zweigliedrig  ist.  Man  erkennt,  dass  f  =  J  eine  Lösung  des 
Systems  ist.     Insbesondere  ist  also  Ye./  —  ^ei^^  die  Invariante  erster 
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Ordnung,  j/ßg^  —  A:e^e^  =  Const.  stellt  also  eine  Schar  von  einzeln 
invarianten  Flächen  zweiter  Ordnung  dar.  Von  allen  diesen  besteht 
nur  der  Kegel  e^  —  4:6^6^  =  0  aus  lauter  Strahlen  durch  0.  Für  einen 
Punkt  allgemeiner  Lage  des  Raumes  M^  ist  die  hindurchgehende  Fläche 
ycg^  —  ^e^e^  =  Const.  die  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit.  Spe- 
cieller  Lage  sind  nur  die  Punkte  des  Kegels  J==  0.  Für  keinen 
Punkt  von  «7=0,  ausser  dem  invarianten  Anfangspunkt,  verschwinden 
alle  zweireihigen  Determinanten  von 

Ci  0 

0  2^1 

Daher  ist  der  Kegel  J  =  0  für  jeden  seiner  Punkte,  ausser  der  Spitze, 
die  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit.  Hieraus  schliessen  wir:  Bei 
der  Gruppe  p,  xp,  x^p  sind  alle  endlichen  Transformationen  (e^,  e^^  e^), 
für  die  Ye^^  —  ^ßi^s  denselben  Wert  hat,  gleichberechtigt.  Dagegen 
sind  überhaupt  alle  eingliedrigen  Untergruppen  oder,  was  dasselbe  ist, 
infinitesimalen  Transformationen  e^p  -\-  e^xp  +  e^oc^p  mit  einander 
gleichberechtigt,  mit  Ausnahme  derer,  für  die  Cg^  =  '^ßi^s  ist.  Diese 
sind  nur  unter  sich  gleichberechtigt.  Hätten  wir  e^,  e^,  e^  als  homo- 
gene Punktcoordinaten  der  Ebene  gedeutet  und  entsprechend  nur  die 
infinitesimalen  Transformationen  ins  Auge  gefasst,  so  hätte  J  =  0 
einen  invarianten  Kegelschnitt  dargestellt,  wie  in  Fig.  45,  §  3  des 
18.  Kap. 

2.  Beispiel:    Bei  der  Gruppe 

p    q    XP  +  cyq     (c  4=  0) 
lautet  die  adjungierte  Gruppe: 


de,' 


also  die  Matrix  (20) 


E,f-: 


ce, 


Hier  ist 
also 


'de. 


0     —  cco 


CCo 


EJi 


df 
'1  de, 


df 


c,  o-    +  ce^  g^^ , 


^1    =    —    CCjCg 


z/o 


CfgCg    , 


^3  = 


CCo 


J  ^  —  ^  —  cc„ 

e  ^ 


Das  vollständige  System 
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EJ=0,    EJ=0,    EJ=^0 


in  e^,  €2,  C3  ist  zweigliedrig  und  wird  durch  f  ==  J  erfüllt.  Wir 
können. 63  als  die  lineare  Invariante  wählen.  Cg  =  Const.  stellt  also 
eine  Schar  von  00^  einzeln  invarianten  Ebenen  im  M^  dar.  Specieller 
Lage  sind  nur  die  Punkte  von  e^  =  Q.  Für  diese  verschwinden  alle 
zweireihigen  Determinanten  von 


—  ^3 

0 

0 

0 

—  ce^ 

0 

e, 

ce. 

0 

nicht  aber  die  einreihigen  —  abgesehen  vom  Anfangspunkt.  Für  63  =  0 
haben  wir  also  nur  ein  eingliedriges  System  mit  der  Lösung  e^° :  e<^. 
Hieraus  folgt,  da  überdies  nur  die  Ebene  ^3  =  0  aus  lauter  Strahlen 
durch  0  besteht:  Zwei  endliche  Transformationen  {e^,  e^,  e^)  der 
gegebenen  Gruppe  sind  dann  und  nur  dann  gleichberechtigt,  wenn  e^ 
bei  beiden  denselben  von  Null  verschiedenen  Wert  hat  oder  bei  beiden 
^3  =  0  ist  und  Ci" :  Cg  gleichen  Wert  hat.  Zwei  eingliedrige  Unter- 
gruppen allgemeiner  Lage  sind  dagegen  stets  gleichberechtigt.  Nur 
die  eingliedrigen  Untergruppen  e^p -\- c^q  sind  stets  nur  unter  sich 
gleichberechtigt. 

3.  Beispiel:    Bei  der  Gruppe 

p    xp    q 
ist  die  adjungierte: 

^i^^-^^ÄT'     ^2/--^i|^,     E,f=0, 

also  -^i^^2^^3^0  und  daher /^O.  Hier  existiert  also  sicher 
eine  Invariante  nullter  Ordnung.  In  der  That  ist  das  vollständige 
System 

EJ=0,     E,f^O,     E,f=0 

nur  eingliedrig  und  besitzt  die  Lösungen  e^  und  e^,  sodass  —  die  In- 

Variante  nullter  Ordnung  ist.  Der  Raum  zerfällt  in  oo^  einzeln  in- 
variante Geraden  e^  =  Const.,  e^  =  Const.  parallel  der  ersten  Axe. 
Einziger  Punkt,  für  den  auch  alle  einreihigen  Determinanten  von  ^ 
verschwinden,  ist  der  Anfangspunkt.  Zwei  endliche  Transformationen 
(^ij  hi  ^3)  der  vorgelegten  Gruppe  sind  also  nur  dann  gleichberechtigt, 
wenn  e^  und  e^  bei  beiden  denselben  Wert  haben.  Von  den  ein- 
gliedrigen Untergruppen  e^p  +  ^^sop  -\-  e^q  sind    diejenigen   gleich- 
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berechtigt,   bei  denen  —    denselben  Wert   hat.     Nur    die    eingliedrige 

Untergruppe  p,  die  allein  durch  einen  invarianten  Strahl  durch  0  dar- 
gestellt wird,  besitzt  keine  gleichberechtigte.  — 

Wir  wollen  nun  ein  anderes  früher,  in  §  1,  betrachtetes  Problem 
wieder  aufnehmen,  weil  es  mit  unseren  jetzigen  Fragen  in  engem  Zu- 
sammenhang steht. 
^tf^°'deneT  Liegt  uämlich  eine  bestimmte  infinitesimale  Transformation  UeiXif 
a^ebört.  ^®^  Gruppe  X^f. .  Xrf  vor,  so  findet  man  alle  zweigliedrigen  Involu- 
^»ows-Untergruppen,  denen  sie  angehört,  indem  man  zunächst  e^.  .  Br  so 
bestimmt,  dass  identisch 


^ßiXif,      ^k£j,Xkf 


'-  ^  ßi  £k  Ciks  Xsf=  Q^s  £,  Xs  f 
s,  i,  k  1 


wird.     Dies  giebt  für  q  nach  §  1  die  Bedingung 

^eiCai  —  Q    ^leiCin  •    ■      yj  e.- 


^(q)  = 


Chi 

Cir2 


^CiCilr         ^  ^ißj 


Ci2r 


^\  Ci  Cirr 


=  0. 


Man  hat  alsdann  nur  die  Wurzeln  q  =  0  dieser  Gleichung  r^^'^  Grades 
zu  berücksichtigen.  Durch  Nullsetzen  von  q  aber  geht  aus  ^{q)  die 
identisch  verschwindende  Determinante  z/  hervor: 


z/(0) 


2 


i  ßi^ika 


^ks 


0. 


Wenn  nun  zwar  alle  (r  —  m)-reihigen,  nicht  aber  alle  (r  —  m  —  1)- 
reihigen  Unterdeterminanten  von  z/  verschwinden,  so  ist  q  =  0  be- 
kanntlich eine  mindestens  (m-f- 1)  fache  Wurzel  der  Gleichung  z/ (9)=  0. 
Für  diese  Wurzel  reducieren  sich  die  Bestimmungsgleichungeu  für 
s^  . .  Sr  (Gleichungen  (8)  in  §  1)  auf  gerade  r  —  m  —  1  von  einander 
unabhängige,  sodass  sie  00"»+^  Wertsysteme  von  £i..£r,  also  nur  00"* 
Wertsysteme  der  Verhältnisse  «^ :  •  • :  £,•  bestimmen.  Unter  diesen  ist 
das  System  e^:  •  •  ■  :  e,.  vorhanden,  das  auszuschliessen  ist.  Die  Wert- 
systeme s^:  ■  ■  •  :  £r  und  e^^  -\-  Xe^:  •  •  •  :  s,.-\-  Xßr  liefern  dieselbe  Gruppe 
UßiXif,  ZiSiXif.  Es  giebt  daher  nur  00'"-^  Wertsysteme,  die  als 
wesentlich  verschieden  in  betracht  kommen.  Die  vorgelegte  infinitesi- 
male Transformation  EciXtf  gehört  somit  gerade  00"* -^  zweigliedrigen 
Involutions-Uutergruppen  an. 
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Andererseits  hat  bei  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  alle 
(r  —  m)- reihigen,  nicht  aber  alle  (r  —  m  —  1)- reihigen  Unterdeter- 
minanten von  ^(q)  für  Q  =  0  verschwinden,  die  adjungierte  Gruppe 

r 

1  * 

nach  Theorem  29,  §  4  des  16.  Kap.,  gerade  m  -\-  1  von  einander  un- 
abhängige Invarianten. 

Satz  14:  In  einer  r-gliedrigen  Gruppe  X^f..  Xrf  gehört  eine  all- 
gemein gewählte  infinitesimale  Transformation  dann  und  nur  dann  gerade 
Q^m— 1  ijerschiedenen  zweigliedrigen  Involittions-Untergruppen  an,  wenn  die 
adjungierte  Gruppe  E^f. .  Erf  der  Gruppe  X^f. .  Xrf  gerade  m  -\-  1  von 
einander  unabhängige  Invarianten  besitzt. 

Wenn  die  adjungierte  Gruppe  nur  eine  Invariante  besitzt,  so 
ist  die  Zahl  jener  In volutions -Untergruppen  gleich  Null,  wenn  sie 
gerade  zwei  Invarianten  besitzt,  so  ist  diese  Zahl  Eins,  wie  man 
ohne  Mühe  einsieht,  wenn  man  die  obige  Betrachtung  für  diese 
besonderen  Fälle  durchführt.  Es  ist  daher  in  unserem  Satze  für 
n  =  —  1  die  Grösse  oo'*  gleich  Null,  für  w  =  0  aber  gleich  Eins  zu 
setzen. 

Im  Fall  unseres  Satzes  ist  die  kleinste  invariante  Mannigfaltig- 
keit, welche  die  adjungierte  Gruppe  einem  Funkte  (e^ .  .  er)  allgemeiner 
Lage  im  r-fach  ausgedehnten  Räume  Br  mit  den  gewöhnlichen  Punkt- 
coordinaten  e^  .  .  er  zuordnet,  gerade  (r  —  m  —  l)fach  ausgedehnt. 

Wir  werden  den  Satz  nachher  anwenden,  um  zu  beweisen,  dass 
die  adjungierte  Gruppe  sicher  eine  Invariante  besitzt,  die  nicht  von 
nullter  Ordnung  homogen  ist. 

Um  diese  Anwendung  machen  zu  können,  fassen  wir  noch  ein  an- 
deres ebenfalls  in  §  1  schon  besprochenes  Problem  abermals  ins  Auge: 

Eine    vorgelegte    infinitesimale  Transformation   UeiXtf   der    ge- inf.  Tränst, 

°        °  .  °       die  2eXf 

gebenen  Gruppe  bleibt  bei  einer  anderen  ZekXkfin  Ruhe,  d.  h.  der  in  Ruhe 

.         .  .  lassen. 

Strahl,  welcher  die  eingliedrige  Untergruppe  UCiXif  im  Rr  darstellt, 
bleibt  bei  der  infinitesimalen  Transformation  EskXkf  der  adjungierten 
Gruppe  in  Ruhe,  wenn 

{SeiXif  ZsuX,f)  =  6EeiXif 

ist,  nach  Satz  2,  §  3  des  18.  Kap.  Die  Frage  nach  den  I^s^X^f,  die 
dieser  Bedingung  genügen,  wurde  nun  schon  in  §  1  besprochen.  Siehe 
Gleichung  (6)  des  §  1.     Wir  bemerkten  schon  damals,    dass    es   vor- 
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kommen  kann,  dass  kein  Wertsystem  fj  . .  f^  existiert,  das  unserer 
Forderung  bei  nicht  versehwindendem  6  genügt. 

Jetzt  aber  werden  wir  zeigen,  dass  in  der  That,  sobald  ei..er  all- 
gemein gewählt  werden,  nur  solche  unsere  Forderung  erfüllende  Wert- 
systeme £| . .  £^  existieren  können,  für  die  der  Factor  ö  =  0  ist.  Mit 
anderen  Worten,  wir  werden  beweisen,  dass  in  einer  vorgelegten 
Gruppe  nicht  jede  allgemein  gewählte  eingliedrige  Untergruppe  einer 
zweigliedrigen  Untergruppe  als  invariante  Untergruppe  angehören  kann, 
es  sei  denn,  dass  die  zweigliedrige  eine  Involutionsgruppe  ist. 

Wir  nehmen  —  entgegen  dem,  was  wir  beweisen  wollen  —  an, 
dass  sich  s^.  .  Sr  so  bestimmen  lassen,  dass 

{UeiXif,  Us,X,f)~6UeiXif    (ö  +  0) 

ist,  wenn  UeiXif  eine  allgemein  gewählte  infinitesimale  Transforma- 
tion der  gegebenen  Gruppe  bedeutet.  Bei  dieser  Annahme  enthält  die 
Gruppe  X^f..Xrf  mindestens  oo**"^  zweigliedrige  Untergruppen  G^2 
mit  nicht  vertauschbaren  Transformationen,  da  jede  der  oo''~^  infini- 
tesimalen Transformationen  UeiXif  in  mindestens  einer  als  invariante 
Untergruppe  enthalten  ist.  Wir  wollen  uns  ein  anschauliches  Bild 
davon  machen,  indem  wir  auf  die  geometrische  Deutung  zurückgehen, 
die  wir  früher  häufig  benutzten.  Wir  deuten  e^  .  .  er  als  homogene 
Punktcoordinaten  in  einem  Räume  Rr—t  von  nur  r  —  1  Dimensionen, 
der  durch  die  adjungierte  Gruppe  E^f..Erfm  sich  transformiert  wird. 
In  diesem  Räume  werden  jene  (rg  durch  oo^~'^  Geraden  dargestellt, 
sodass  durch  jeden  Punkt  mindestens  eine  Gerade  hindurchgeht. 
Nehmen  wir  an,  durch  einen  Punkt  allgemeiner  Lage  gehen  gerade 
cx)^  dieser  Geraden.  Da  es  insgesamt  oo'— ^  Punkte  giebt  und  je  oo^ 
Punkte  auf  einer  Geraden  liegen,  so  sind  dann  oop+(''— ^)— ^  Geraden 
vorhanden.     Es  sollen  aber  mindestens  oo'"~^  sein.     Daher  ist: 

p  -\-r  —  2  ^  r  —  1, 
also 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  (e^ :  •  •  •  :  er)  gehen  also  mindestens  oo^ 
solche  Geraden,  darunter  mindestens  eine,  die  eine  G^  darstellt,  in  der 
gerade  EeiXif  selbst  invariant  ist. 

Es  ist  sicher,  dass  EeiXif  nicht  in  allen  den  G.^  invariant  ist,  die 
durch  jene  oop  Geraden  dargestellt  werden.  Denn  durch  jeden  anderen 
Punkt  (f^  :  •  •  • :  e,)  geht  ja  auch  mindestens  eine  Gerade,  die  eine  G^ 
darstellt,  in  der  UskXkf  invariant  ist.  Von  allen  diesen  oo'— ^  Ge- 
raden gehen,  wie  wir  sahen,  sicher  oo^  durch  den  Punkt  (e^:  ■  •  -  :  er). 
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Und  diese  oo^  Geraden  stellen  somit  G^  dar,  die  nicht  EeiXif  als  in- 
variant enthalten. 

Also  werden  unter  den  oop  G<^,  die  nicht  Involutionsgrappen  sind 
und  die  EeiXif  enthalten,  sicher  mindestens  oo^  solche  vorhanden  sein, 
die  EciXif  nicht  als  invariant  enthalten.  Wir  fassen  alle  diese  G,^ 
ins  Auge.  Sie  werden  durch  gewisse  oo?  Geraden  durch  den  Punkt 
(gj  :  •  •  •  :  e,)  dargestellt,  und  zwar  ist  q  mindestens  gleich  Eins.  Auf 
jeder  dieser  Geraden  liegt  ein  Punkt  (fj  :  •  •  •  :  £r)  derart,  dass 
(27)  {SCiXif,  Us.Xkf)  =  Qi:£iX,f 

ist.     Diese  Punkte  («^ :  •  •  •  :  Sr)  bilden  eine  g-fach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeit Mg.    Diese  Mannigfaltigkeit  ist  natürlich  continuierlich,  wenn 
wir    die    beschränkende  Annahme    p  H=  0   nicht    machen.     Ihr   gehört 
dann  offenbar  auch  der  Punkt  (e^ :  •  •  •  :  ßr)  selbst  an,  da 
{UciXif,  ZeiXif)  =  0  '■  ZßiXif 

ist.  Führt  man  nun  die  infinitesimale  Transformation  UeiEif  der  ad- 
jungierten  Gruppe  aus,  so  bleibt  nach  (27)  und  nach  Satz  2,  §  3  des 
18.  Kap.  jeder  Punkt  (s^  :  -  •  •  :  Sr)  dieser  Mq  in  Ruhe.  Ist  die  min- 
destens einfach  ausgedehnte  Mq  nicht  selbst  eben,  so  liegt  sie  doch 
in  einer  kleinsten  ebenen  Mannigfaltigkeit  M,  die  also  auch  mindestens 
einfach  ausgedehnt  ist.  Sie  wird  erzeugt  von  allen  Geraden,  welche 
die  Mq  schneiden.  Da  die  adjungierte  Gruppe  Geraden  in  Geraden 
überführt,  so  lässt  also  die  infinitesimale  Transformation  UßiEif  jede 
Gerade  in  M  in  Ruhe,  also  auch  jeden  Punkt.  Somit  bleibt  also  auch 
jeder  Punkt  der  Geraden,  die  den  Punkt  {e^:- ■-:€,)  mit  irgend  einem 
jener  Punkte  («^  :  •  •  •  :  f,)  verbindet,  für  die  (27)  gilt,  bei  Ausführung 
von    SCiEif   in    Ruhe.     Hieraus    folgt,    dass,    wie    auch    l    gewählt 

ist,  stets 

{ECiXif,  EsAf  +  ISCiXif) 
die  Form 

Const.  (2;e,X,/"-f  lEciXif) 

haben  muss.  Aber  dies  ist  offenbar  falsch.  Somit  ist  unsere  Voraus- 
setzung falsch. 

Wählt  man  also  eine  allgemeine  infinitesimale  Transformation  q^^  in  der 
EeiXif  emex  vorgelegten  Gruppe  Xyf..Xrf,  so  existiert  heine  infini-  Tnv^nu* 
tesimale  Transformation  Es^X^cf  derart,  dass 

{EeiXif,  EskX,f)  =  öECiXif 
und  dabei  6  =\=0  wird. 

Unser  Ergebnis  kann  auch  so   ausgesprochen   werden:    Es  giebt 
gerade  soviele  infinitesimale  Transformationen  der  adjungierten  Gruppe, 
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die  den  Punkt  allgemeiner  Lage  (e^r-'-rCr)  des  JRr— i  in  Ruhe  lassen, 
als  es  infinitesimale  Transformationen  UskXkf  giebt,  die  mit  UeiXif 
vertauschbar  sind. 

In  der  Betrachtung,  die  zum  Satz  14  führte,  nahmen  wir  an,  dass 
es  überhaupt  00"*+^  infinitesimale  Transformationen  UskX^f  giebt,  die 
mit  der  allgemein  gewählten  infinitesimalen  Transformation  UeiXif  ver- 
tauschbar sind,  also  nur  00'"— ^  zweigliedrige  Involutions-Untergruppen, 
denen  ZlCiXif  angehört.  Es  giebt  dann  nach  unserem  jetzigen  Er- 
gebnis gerade  00"*+^  infinitesimale  Transformationen  der  adjungier- 
ten  Gruppe,  die  den  Punkt  (e^  :  •  •  •  :  er)  des  Rr—i  invariant  lassen. 
Dieser  Punkt  erhält  daher  bei  der  adjungierten  Gruppe  durch  alle 
HskEkf  genau  r  —  m  —  1  von  einander  unabhängige  Fortschreitungs- 
richtungen.  Also  ist  die  allgemeine  eingliedrige  Untergruppe  HCiXif 
der  Gruppe  X^f.  .  Xrf  mit  genau  oo*"—™"^  eingliedrigen  Untergruppen 
gleichberechtigt.  Der  Rr—i  besitzt  also  bei  der  adjungierten  Gruppe 
eine  solche  invariante  Zerlegung,  dass  die  einem  Punkte  allgemeiner 
Lage  zugeordnete  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit  gerade  (r — m— 1)- 
fach  ausgedehnt  ist.  Da  der  jRr— 1  gerade  (r — l)fach  ausgedehnt  ist, 
so  wird  diese  invariante  Zerlegung  durch  gerade  r — 1  —  (r — m  —  l)  =  ni 
von  einander  unabhängige  Invarianten  der  adjungierten  Gruppe  ver- 
mittelt. Aber  wie  wir  wissen,  kommen  hierbei  nur  die  Invarianten 
nullter  Ordnung  der  adjungierten  Gruppe  in  betracht.  Somit  folgt: 
Die  adjungierte  Gruppe  besitzt  genau  m  von  einander  unabhängige 
Invarianten  von  nullter  Ordnung.  Da  sie  nach  Satz  14  überhaupt 
gerade  m  -{-  1  von  einander  unabhängige  Invarianten  besitzt,  so  er- 
giebt  sich,  dass  eine  Invariante  vorhanden  ist,  die  nicht  nullter  Ord- 
nung ist,  die  also,  wie  wir  sahen,  homogen  von  erster  Ordnung  an- 
genommen werden  kann. 
Existenz  Satz  15:     Die    adjungierte    Gruppe    E,f..Erf  einer    r-gliedrigen 

einer  Inv.  ./       «^  j-  i  x/  v 

erster  oidn.G-ruppe  X^f.  .  Xrf  hesitst  stets  eine  Invariante,  die  homogen  von  erster 
Gruppe.    Ordnung  in  e^-.er  ist.     Die  übrigen  etwa  noch  vorhandenen  Invarianten 
können  sämtlich  homogen  von  nullter  Ordnung  gewählt  werden. 

Hiermit  ist  eine  früher  aufgestellte  Behauptung  bewiesen,  und 
wir  können  weiterhin  sagen: 

Satz  16:  Es  giebt  keine  Gruppe,  in  der  eine  allgemein  ausgewählte 
endliche  Transformation  mit  allen  endlichen  Transformationen  ihrer  ein- 
gliedrigen Untergruppe  gleichberechtigt  wäre. 

Da  die  von  nullter  Ordnung  homogenen  Invarianten  das  voll- 
ständige System 

EJ'=0  .  .  Erf=0,    Ef=0 
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befriedigen,  aber  die  Invariante  erster  Ordnung  die  Gleichung  Ef=0 
nicht  erfüllt,  so  können  wir  den  Satz  15  auch  so  aussprechen: 

Satz  17:  Die  adjungierte  Gruppe  E^f..Erf  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  X^f.-Xrf  enthält  niemals  die  infinitesimale  Transformation 

Es  bleibt  uns  jetzt  nur  noch  übrig,  eine  andere  früher  aufgestellte 
Behauptung  nachzuweisen.     Wir    müssen    zeigen,    dass    die    oben    be- 
trachtete Function  J,  sobald  sie  nicht  identisch  verschwindet,  eine  ^w-invirilnte 
Variante  der  adjungierten  Gruppe  ist.  Gruppe. 

Wir  sahen  früher,  dass,  wenn  J^\eO  ist,  bei  der  adjungierten 
Gruppe  keine  Invariante  nullter  Ordnung  vorhanden  ist,  d.  h.  dass  die 
oben  auftretende  Zahl  m  =  0  ist.  Es  giebt  also  hier  nach  Satz  14 
keine  zweigliedrige  Involutions-Untergruppe,  der  27e,X,/"  angehört.  Man 
könnte  dies  auch  directer  einsehen,  worauf  wir  aber  nicht  eingehen 
wollen.  Wir  schliessen  weiter:  Wenn  J~^^  0  ist,  ist  es  also  unmög- 
lich, die  Forderung 

{EeiXif,  2J£,X,f)  =  0 

durch  ein  anderes  Wertsystem  e^..Sr  zu  erfüllen  als  durch  das  System 
Xei  . .  ker,  d.  h.  unter  den  Ausdrücken  (UeiXif,  X^f)  für  Je  =  1,  2 ..r 
sind  gerade  r  —  1  von  einander  unabhängige.  Daher  ist  die  erste 
derivierte  Gruppe  der  Gruppe  X^jT.  .  X^/"  mindestens  (r — l)-gliedrig. 

Die  Function  J  ist  also  hei  solchen  r-gliedrigen  Gruppen  X^f-.Xrf, 
deren  erste  derivierte  Gruppe  weniger  als  (r — i)-gliedrig  ist,  sicher 
identisch  Null. 

Ferner  wissen  wir,  dass,  sobald  J  eJe  0  ist,  die  Gleichung : 

J=0 

bei  der  adjungierten  Gruppe  E^f. .  Erf  invariant  ist.  Also  sind  E^J. .  ErJ 
sämtlich  Null  in  Folge  von  J  =  0.  Nun  aber  ist  J  eine  ganze  homo- 
gene Function  {r  —  l)*®**  Grades  in  e^  . .  er,  also  auch  E^J .  .  ErJ. 
Daher  kann  EiJ  nur  dann  vermöge  J=0  verschwinden,  wenn  EiJ 
die  Form  Const.  •  J  hat.     Also  ist  allgemein : 

EiJ  =  CiJ     (i=  1,  2..r). 

Es  handelt  sich  darum,  nachzuweisen,  dass  die  r  Coustanten  c,-  sämt- 
lich Null  sind. 

Es  ist  offenbar 

Ei{E,J)  —  Ek{EiJ)  EE  CiCkJ  —  CkCiJ  =  0. 
Mithin  lassen  alle  [EiEj^  die  Function  J  invariant.    Die  erste  derivierte 
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Gruppe  der  adjungierten  Gruppe  lässt  also  J  invariant.     Wenn  also 
pelfec\°n'  ^^^  adjungierte   Gruppe  —  oder,    was    auf   dasselbe  hinauskommt  — 
Gruppe,  (jjg  Gruppe  X^f.  .  Xrf  ihre   eigene  erste   derivierte   Gruppe  ist,   wenn 
also  diese  Gruppen  perfect  sind  (vgl.  §  5  des  19.  Kap.),  so  ist  die  In- 
varianz von  J  bei  der  ganzen  adjungierten  Gruppe  bewiesen. 

Fau  einer  gg    bleibt    als    nur   noch    übrig,    die  Invarianz    von    J  bei    einer 

Gf.  mit  "' 

(r-p-giiedr.solchen  Gruppe  X^f.  .  Xrf  zu  beweisen,  deren  erste  derivierte  Gruppe 
Gruppe,  gerade  {r —  l)-gliedrig  ist.  In  einem  solchen  Falle  sei  X^f-.Xr—if 
die  erste  derivierte  Gruppe.  Alsdann  sind  auch  E^f..Er—if\meBX 
aus  den  (EiEjc)  ableitbar.  Da  diese  Klamraerausdrücke  J  invariant 
lassen,  wie  wir  soeben  sahen,  so  bleibt  also  nur  zu  beweisen,  dass 
auch  ErJ^O  ist.     Aus 


{EiEu)=^CiuE,f 


ersieht  man,  dass  bei  den  gemachten  Annahmen  alle  Cns,  in  denen 
s  =  r  ist.  Null  werden.  Also  sind  von  den  oben  unter  (20)  eingeführ- 
ten Grössen  Sks  auch  alle  die,  in  denen  s  =  r  ist,  gleich  Null.  Die 
Matrix  (21)  lautet  daher  jetzt: 


sodass 


^r^ 


«u 

'       • 

£l,  r—l 

0 

Sri       •       • 

Er,  r  —  l 

0 

1 

e,      ■     ' 

Cr-t 

er 

«11 

fl,  r—l 

-Cr 

• 

fr-1, 

1       •       • 

€r- 

1,  r—l 

wird.     Da  J ^=—  ist,  so  kommt: 


J  = 


^1,  r  —  l 


=  -I), 


*r— 1,  1       •       •       £r— 1,  r  —  l 

wenn  D  die  vorstehende  (r  —  1)- reihige  Determinante  bedeutet.  Wir 
werden  nun  direct  beweisen,  dass  ErJ^O  ist.  Das  Increment  näm- 
lich, das  J  bei  Erf  erfährt,  ist  dieses: 

r—l 


dJ=_2;^*^d.„. 


Es  ist  aber  nach  (19) 
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r— 1 


df 

s  trs 

1 


^"  de. 


1 
und  also 

r  r — l"  r  —  1  r 

,   d£rt  ^^'  <7Vt<J«i  "^^  ^•''*  ^'■•'■'^^  "^  ^  (^J'k^  CirjCidt, 
1  1  11 

sodass 

l..r  — 1      r 

dJ=  —  ^   2  ^j-  CjikCirjeidt 

i,  k,  j  1 

wird.      Nun    besteht    nach    dem    dritten    Fundamentalsatz,    §    4    des 
15.  Kap.,  die  Relation: 

r  —  l  r  — 1  r  — 1 

•        ^  Cjik  Cirj  =  ^  Crij  Cjik  ^  Cuj  Cjrk, 

1  11 

sodass  kommt: 

l..r— 1  /  r  r  \ 

dJ  =  ^  jj-  l  Crij^ca-jei  -j-  Cjrk^Cujei  \8i- 
»,  *,y      '    \       1  1  / 

Da   nach   dem   dritten  Fundamentalsatz   c,u  =  —  Cijk  und  Cuj  =  —  Cuj 
ist,  so  lässt  sich  dies  auch  so  schreiben: 

1  ..r—l 
dJ=—  ^    ^j-  {Crij  Sjk  +  Cjrk  £y)  St. 

Verstehen  wir  für  den  Augenblick  unter  (ij)  die  Zahl  1  oder  0,  je  nach- 
dem i=j  oder  =^j  ist,  so  gelten  bekanntlich  die  Determinantensätze: 

r  —  l  r  —  l 


I 

sodass  kommt: 


2  hr,  '^'  =  ^'^^^>    2  h^k "'  ^  ^^^^  ^' 


(1    ■r—  l  1  ..r  —  1  \ 


dt 


n. 


Da  aber  Crjj  -\-  Cjrj   nach    dem    dritten  Fundamentalsatz    Null    ist,    so 

kommt  in  der  That: 

^^=0*). 

*)  Während   des  Druckes   bemerkt  Herr  Engel,   dass   aus  JE^J  =  c^J  nnd 
(22)  unmittelbar  c.  =  0  folgt. 

liio,  Continuierliche  Gruppen.  39 
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Satz  18:  Ist  E^f..Erf  die  adjungierte  Gruppe  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  X^f..Xrf  und  verschwinden  nicht  alle  r- reihigen  Determinanten 
der  Matrix  von  E^f..Erf  und 

df_.         dl,  ,         d£ 

so  unterscheiden  sich  die  r  Determinanten,  die  durch  Streichen  einer  der 
r  ersten  Horizontalreihen  der  Matrix  hervorgehen,  nur  um  die  hez. 
Factoren  e-^. .  Cr  und  eventuell  durch  das  Vorzeichen  von  einer  nicht  ver- 
schwindenden Function  J,  die  ganz  und  homogen  von  r  —  1*®""  Ordnung 
in  e^  .  .  Cr  ist.     J  ist  alsdann  Invariante  der  adjungierten   Gruppe,  und 

jede  Invariante  der  adjungierten  Gruppe  ist  eine  Fundion  von  J  allein. 

1 

r  —  1 

Unsere  Betrachtungen  lehren  also,  dass  J  die  Invariante  erster 
Ordnung  der  adjungierten  Gruppe  ist.  Übrigens  haben  wir  auch  ge- 
sehen, dass  «7  nur  bei  solchen  r-gliedrigen  Gruppen  als  nicht  identisch 
verschwindend  auftreten  kann,  deren  erste  derivierte  Gruppen  entweder 
auch  r-gliedrig  oder  aber  (r — l)-gliedrig  sind.  Für  beide  Fälle 
haben  wir  früher  Beispiele  angegeben. 

Wenn  man  diese  Theorien  verwertet,  so  kann  man  die  in  den 
§§  3,  4  gegebene  Bestimmung  aller  viergliedrigen  Zusammensetzungen 
erheblich  abkürzen.     Wir  gehen  aber  hierauf  nicht  weiter  ein. 


Kapitel  21. 
Höhere  complexe  Zahlensysteme. 

Die  Theorie  der  höheren  complexen  Zahlensysteme  bildet  ein  be- 
sonderes Kapitel  der  Gruppentheorie.  Als  eine  interessante  Anwendung 
der  letzteren  wollen  wir  daher  die  Elemente  dieser  Theorie  an  dieser 
Stelle  entwickeln. 

Zunächst  wird  es  unsere  Aufgabe  sein,  den  Begriff:  höheres  com- 
plexes  Zahlensystem  zu  erklären.  Dabei  erscheint  es  uns  angebracht, 
eine  knappe  Übersicht  über  den  Entwickelungsgang  dieses  Begriffs 
einzuflechten.  Zugleich  geben  wir  die  wichtigsten  Sätze  über  Zahlen- 
systeme, sowie  schliesslich  eine  Beihe  von  Beispielen. 

§  1.     Begriff  tind  ältere  Geschichte  der  Zahlensysteme. 

Geben  wir  zunächst  die  allgemeinen  Definitionen: 
Einheiten.  Es  sollen  6,  .  .  e„  n  Grösscu  —  wir  nennen  sie  Einheiten  —  be- 
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deuten,  die  nicht  mit  einander  vergleichbar  sind  und  von  denen  wir 
vorerst  nichts  darüber  voraussetzen,  ob  und  in  wie  weit  sie  den  ge- 
wöhnliehen Rechenregeln  folgen.  Demgegenüber  verstehen  wir  unter 
einer  gewöhnlichen  Zahl  immer  eine  solche,  die  den  gewöhnlichen 
Regeln  der  Arithmetik  Folge  leistet,  also  eine  Zahl  von  der  allgemeinen 
Form  a  -\-  ßi,  in  der  a  und  ß  reelle  Zahlen  sind  und  i  =]/ —  1  ist. 
Wir  wollen  übereinkommen,  dass,  wenn  a  eine  gewöhnliche  Zahl"  ist, 
das  Product  ae*  mit  e^a  gleichbedeutend  sein  soll. 

Sind    Xy^..Xn    irgend    welche    gewöhnliche    Zahlen,    so    soll    der 
Ausdruck 

eine  allgemeine  complexe  Zahl  heissen.    Wir  bezeichnen  sie  kurz  mit  x.  compiexe 
Das  Pluszeichen  steht  hier  nur,  um  überhaupt  eine  Verknüpfung  her- 
zustellen *). 

Setzen  wir  nun  Rechenregeln  für  diese  Zahlen  fest.    Addition  und^-*;d<iition, 
Suhtraction  sollen  die  Operationen  heissen,  vermöge  deren  aus 

X  =  X-^  e^  — j-  •  •  -j-  Xn  e^i , 
die  beiden  Zahlen  folgen: 

(^1  +  yi)^i  +  (^2  +  y^)^  H \-  {^n±  yn)en, 

wenn  hier  die  Zeichen  +  in  den  Klammern  die  gewöhnliche  Addition 
und  Subtraction  andeuten.  Das  Ergebnis,  die  Summe  bez.  Differenz 
von  X  und  y,  bezeichnen  wir  wie  gewöhnlich  mit  x  -}-  y  und  x  —  y. 
Bekanntlich  bestehen  für  die  gewöhnliche  Addition  drei  Funda- 
mentalgesetze, nämlich  erstens  das  a^sociative  Gesetze  der 

Addition. 

{a  +  l)  +  c  =  a  +  {l  +  c), 

zweitens  das  commutative 

a  -\-  h  =  h  -\-  a, 

drittens  giebt  es  eine  Zahl  Null,  sodass 

a-\-0  =  0-\-a  =  a 

ist.     Alle  drei  Gesetze  werden  von  unseren  höheren  complexen  Zahlen 


*)  Eigentlich  müssten  wir  statt  des  Pluszeichens  ein  anderes  Zeichen  ge- 
brauchen, um  Verwechselungen  mit  dem  sogleich  einzuführenden  Zeichen  der 
Addition  vorzubeugen.  Wir  sehen  davon  ab,  da  schliesslich  beide  Verknüpfungen 
doch  dieselben  Gesetze  erfüllen. 

39* 


612  Kapitel  21,  §  1. 

offenbar    auch    erfüllt*).      Die    Zahl   Null   wird    von  x^ßi  +  •  •  +  Xne„ 

dann  und  nur  dann  dargestellt,   wenn  x^  .  .  Xn   sämtlich  verschwinden. 

Denn  wegen  der  ünvergleichbarkeit  der  Einheiten  e^ .  .  e„  mit  einander 

^"^'1"°^''^- oder ,   wie  man   sagt,    wegen   ihrer  Irreducibilität  soll  zwischen  ihnen 

litat  der  '  c    7  o 

Einheiten,  keine  lineare  homogene  Relation  mit  gewöhnlichen  nicht  sämtlich  ver- 
schwindenden Coefficienten  bestehen. 

^'^tion"*'*"         U^  einen  MuUvplicationsprocess  zu  definieren,  knüpfen  wir  an  die 
Addition  an:    Wie    bei  den  gewöhnlichen    Zahlen    beide  Operationen 
P^^}^'    durch  das  distributive  Gesetz 

Dutives 

(a  -\-  h)  (c  -j-  d)  =  ac  -\-  hc  -{-  ad  -{-  bd 

verknüpft  sind,   so  wollen  wir  auch  hier   das  distributive  Gesetz   auf- 
recht erhalten.     Danach  ist  das  Prodiict  xy  zweier  höherer  Zahlen 

n  n 

1  1 

zunächst  von  der  Form 

n 

(1)  xy  =^i^  Xiykeißk . 


Gesetz. 


Hier  treten  nun  noch  n^  Producte  eißk  auf.  Wie  wir  diese  definieren 
wollen,  steht  völlig  dahin.  Auch  braucht  z.  B.  eißk  nicht  gleich  e^ei 
zu  sein.  Wir  wollen  aber  verlangen,  dass  jedes  Product  zweier  höherer 
complexer  Zahlen  wieder  eine  höhere  complexe  Zahl  ist,  dass  also  ins- 
besondere jedes  Product  eiek  eine  solche  Zahl  ist: 


*)  Man  kann  allgemein  nach  den  Operationen 

<•  ==  fi  (^1  ■  -^n'  Vi-  •  Vn)     (*■  =  1,  2  .  .  n) 
fragen,  welche  die  Grundgesetze 

fMx,y)z)=f,ix,f{y,z)), 

fi{x,  y)  =  fi{y,  x) 

erfüllen  und  bei  denen  eine  Wertereihe  a-,  .  .  a„  existiert,  für  die 

1  Jt  T 

f^{x,  a)  =  f.{a,  x)  =  o;. 

ist.  Die  Lie'schen  Theoreme  der  Gruppentheorie  zeigen  ohne  weiteres,  dass  man 
stets  solche  neue  Veränderliche  j, .  .  g^^,  ^i  •  •  ^„  durch  cogrediente  Transforma- 
tionen einführen  kann,  dass  für  diese  Veränderlichen  die  Operation  lautet : 

Schur  hat  dies  in  den  Math.  Ann.  33  (1888),  S.  49—60,  nochmals  entwickelt, 
sowie  die  entsprechende  Frage  für  den  Multiplicationsprocess  daselbst  behandelt. 
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n 

(2)  eiek  =^yikses     (i,  Je  =  1,  2  .  .n). 

1 

Die  Coefficienten  yucs  können  wir  —  vorbehaltlich  späterer  Ein- 
schränkungen —  irgendwie  als  gewöhnliche  Zahlen  auswählen.  Nun 
wird  das  Produet  (1): 

l..n 

(3)  .  ocy  =^y,t,Xiyke,, 

(,  k,  s 

also  ebenfalls  eine  complexe  Zahl,  nämlich 
wenn  «*,  die  gewöhnliche  Zahl 

n 

(4)  Us  =^2  ^''^*^'^*     (s  =  1,  2  . .  n) 

bedeutet. 

Ferner  setzen  wir  voraus,  dass  die  zur  MuUiplication  inverse  Opera-  Division. 
tion,  die  Division,  im  allgemeinen  ausführbar  sei,  d.  h.  dass  sich  y  aus 
xy  =  u  im  allgemeinen  bei  gegebenem  x  und  u  und  andererseits  y 
auch  aus  yx  =  v  im  allgemeinen  bei  gegebenen  x  und  v  bestimmen 
lasse.  Dies  führt  nach  (4)  zu  der  Voraussetzung,  dass  die  leiden 
Determinanten 


^.= 


^TiksSOi     ,         ^/=       ^yiks 


,xk 


nicht  identisch  verschwinden   sollen.     Man   bemerkt,    dass   es    im    all- 
gemeinen zwei  Arten  der  Division  giebt. 

Endlich  setzen  wir  noch  voraus,  dass  die  MuUiplication  das'asso-*^s«P"a*i^e8 

ciative  Gesetz 

(ah)c  =  a(hc) 

erfülle*).     Dies  führt  zu  Bedingungen  für  die  Coefficienten  y,its  in  (2). 


*)  Auf  ganz   andere    und   wegen   ihrer    Bedeutung   für    die   Gruppentheorie 
wichtigere   Zahlensysteme  wird  man  geführt,   wenn   man   statt  des  associativen 

Gesetzes  die  beiden  Gesetze 

(ab)  +  {ba)  =  0 
und 

i(ab)c)  +  i{bc)a)  +  ((ca)6)  =  0 

zu  Grunde  legt.  Denn  diese  Systeme  stellen  die  Zusammensetzungen  der  Gruppen 
dar.  Es  ist  interessant  zu  bemerken,  dass  ausser  diesen  Systemen  auch  die  im 
Texte  besprochenen  in  inniger  Beziehung  zur  Gruppentheorie  stehen,  wie  in  den 
späteren  Paragraphen  ausgeführt  werden  wird. 
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Es  ist  nämlich  zunächst  allgemein  {xy)z  =  x{yz),  sobald  nur  die  Ein- 
heiten das  associative  Gesetz  erfüllen.     Aber  die  Forderung 

{eiek)ei  =  6,(6*6;) 
schreibt  sich  nach  (2)  so: 

n ra 

1  1 

zerfällt  also,  da  e^ .  .  e„  irreducibel  sind,  in  die  einzelnen  Bedingungen: 

n 

(5)  ^(jiksYslt  —  VklsVist)  =  0 

1 

(i,  li,  l,  t  =  1,  2  .  .  n). 

Die  Constanten  yiks,  die  gewöhnliche  Zahlen  sind,  sollen  also  — 
um  es  zusammenzufassen  —  einerseits  diese  Bedingungen  (5)  erfüllen 
und  andererseits  so  gewählt  sein,  dass  weder  ^^  noch  ^J  identisch 
Null  ist. 

Hiermit  sind  alle  Voraussetzungen  erschöpft,  die  wir  an  ein 
softem  Zahlensystem  stellen.  Wir  schreiben  also,  um  es  ausdrücklich  hervor- 
zuheben, der  Multiplication  nur  vor,  dass  sie  erstens  mit  der  Addition 
distributiv  verknüpft  sei,  dass  sie  zweitens  die  inversen  Operationen 
zulasse,  und  dass  sie  drittens  dem  associativen  Gesetze  folge.  Das 
commutative  Gesetz  ah  =  ha  schreiben  wir  dagegen  der  Multiplication 
nicht  vor. 

Aus  den  gemachten  Annahmen  folgt,  dass  es  eine  Zahl,  wir 
nennen  sie 

in  unserem  Systeme  geben  muss,  für  die  stets 

JO  c   ' '  ■  ■  c  uU    -— ^  *X/ 

ist.  In  der  That:  Sei  u  =  UiC^  -{-  ■  ■  -\-  UnCn  eine  bestimmte  Zahl,  für 
die  weder  z/^  noch  z/„'  Null  ist.  Alsdann  lassen  sich  aus  der 
Forderung 

UE  =  M, 

die  ja  in  n  einzelne  lineare  Gleichungen  für  «j  .  .  s«  mit  der  Deter- 
minante ^„  =1=  0  zerfällt : 

^*  Vik>  Ui  Ek  =  u,      (s  =  1,  2  . .  n) , 


die  Unbekannten    «i .  .  «n    vollständig   bestimmen.     Ganz  ebenso   lässt 
sich,    da   ^J  =[=  0    ist,    einsehen,    dass    es    bei    heliehig  gegebener  Zahl 
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X  =  x^ßj^  -\-  •  •  -\-  XnCn  stets  mögUch  ist;  eine  Zahl  2  =  0^ei  -| \-  2„e„ 

so  zu  berechnen,  dass 

zu  =  X 

wird.     Das  associative  Gesetz  giebt  nun 

xs  =  (zu)s  =  z(u£)  =  ZU  =  X, 

also  X£  =  X  bei  beliebigem  x. 

Um  zu  beweisen,  dass  auch  ex  ==  x  ist,  schicken  wir  voraus,  dass 
aus  einer  Relation 

uy  =  0 

sofort  ^j  =  0,  .  .  2/»  ==  0,  also  y  =  0  folgen  würde,  da  diese  Be- 
dingung in  n  lineare  homogene  Gleichungen  für  y^  .  .  yn  mit  nicht  ver- 
schwindender Determinante  ^^  zerfällt.  Es  ist  nun  aber  nach  dem 
assoeiativen  Gesetze  und  wegen  us  =  u'. 

u{ex)  =  (u£)x  =  ux 
oder 

U{£X)  —  UX  =  0 

oder,  nach  dem  distributiven  Gesetze: 

U(£X  x)  =  0, 

sodass  £X  —  X  die  Rolle  des  eben  benutzten  y  spielt.  Hieraus  folgt^ 
dass  bei  beliebigem  x  auch  €X  =  x  ist. 

Die  Zahl  s  reproduciert  also  jede  Zahl  bei  der  Multiplication,  sie 
hat  daher  die  wesentlichen  Eigenschaften  der  Zahl  Eins.  Wir  nennen 
sie   den  Modul  des   Zahlensystems.     Man   kann  sofort  einsehen,    dass  ^""^"^  ^^^ 

•'  '  Systems. 

die  Voraussetzung  der  Existenz  eines  Moduls  umgekehrt  nach  sich 
zieht,  dass  z/a,  und  ^J  nicht  identisch  Null  sind.  Auch  giebt  es  offen- 
bar nur  einen  Modul  im  System. 

Hätten  wir  überall,  wo  bisher  von  gewöhnlichen  Zahlen,  also  von  Beispiel. 
Zahlen  von   der  Form   cc  -\-  ßi    die   Rede   war,   reelle   Zahlen    gesetzt, 
n  =  2  gewählt   und  y^i  =  y^^.^  =  y^,^  =  1,  j/^ai  =  —  1,   die   übrigen 
yiks  gleich  Null  angenommen,  also 

gesetzt,  so  hätten  wir  die  Productregel 

(^i«i  +  ^2^2)  iVi^i  +  2/2^2)  =  {xiVi  —  x^y^)e^  +  {x^y^  +  x^y^je^ 

erhalten,  die  sich  völlig  deckt  mit  der  Productregel  der  gewöhnlichen 
Zahlen 

{x^  +  x^i)  (y^  +  y.J)  =  (x^y^^  —  x^y^)  -f  {x^y^  -j-  x^y^)i. 
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Die  gewöhnlichen  Zahlen  bilden  also  einen  Specialfall  des  allgemeinen 
Zahlensystems,  mit  der  Beschränkung,  dass  bei  ihnen  iCj,  a?2,  ^i,  y^ 
reell  sind.  Das  hier  betrachtete  System  (e^,  e.^  besitzt  alle  von  uns 
verlangten  Eigenschaften. 

aes^Mchte  ^^^  Begriff  des  allgemeinen  Zahlensystems  hat  sich  geschichtlich 

der  Zahlen- (jyj,ß]^  zweckmässige  Verallgemeinerungen  und  Fallenlassen  unwesent- 

systeme.  od  o 

lieber    Beschränkungen    aus    dem    Systeme    der    gewöhnlichen    Zahlen 
a  -{-  ßi  gebildet.     Seine  Geschichte  geht  also  zurück  bis  auf  die  Ein- 
fuhrung der  Imaginären  in  die  Mathematik. 
^°in^d°er'^  Die    Auflösuug    der    algebraischen    Gleichungen    zweiten    Grades 

Algebra,  fß^rte  zucrst  auf  imaginäre  Zahlen.  Die  Ausdrücke  „reell"  und  „ima- 
ginär" sind  allerdings  erst  von  Descartes  1637  eingeführt  worden. 
Man  wusste  aber  schon  im  16.  Jahrhundert,  dass  jede  algebraische 
Gleichung  zweiten,  dritten  und  vierten  Grades  reelle  oder  imaginäre 
Wurzeln  besitzt.  Man  hat  seitdem  die  imaginären  Zahlen  vielfach  in 
der  Analysis  verwendet.  So  zeigte  namentlich  Euler  1746  ihren 
Nutzen  bei  vielen  Rechmingen. 
Imaginäre  Auch   in   die   Gcometrie   wurden   die  Imaginären  eingeführt.     Sie 

in  der  O  O 

Geometrie,  finden  sich  jedenfalls  bei  vielen  Geometern  des  vorigen  Jahrhunderts, 
so  z.  B.  bei  Monge  1784  in  der  Theorie  der  Minimalflächen  und  bei 
Lagrange  1779  im  Problem  der  conformen  Abbildung.  Lambert 
spricht  1766  sogar  über  die  Geometrie  auf  einer  imaginären  Kugel*). 

Fundamen-  Gauss    gab    uach    früheren    Beweisversuchen    von    d'Alembert 

talsatz  der  o 

Algebra.  ^1746)  u.  A.  im  Jahre  1799  in  seiner  Dissertation  den  ersten  strengen 

Beweis  für  den  Fundamentalsatz  der  Algebra,  dass  jede   algebraische 

Gleichung  Wurzeln  a  -^  ßi  besitzt,  und  benutzte  in  dieser  Arbeit  die 

^^^^idung  später  so  berühmt  gewordene  Ahhildung  der  complexen  Zahlen  x  -\-  yi 

compiexen  ^^yg/j  ^j^  PunJctß  der  Ebene  mit  den  cartesischen  Goordinaten  x,  y.   Wenn 

Zahlen  m  . 

der  Ebene.  q[q,\^  daher  dicse  Abbildung  nicht  bei  früheren  Autoren  nachweisen 
lässt,  so  gehört  sie  Gauss  und  nicht  Argand,  wie  namentlich  Hanke  1 
in  seiner  Theorie  der  complexen  Zahlensysteme  (1867)  und  nach  ihm 
so  viele  andere  behauptet  haben.  Es  haben  erst  nach  Gauss  Argand 
(1806),  Fran9ais,  Servois,  Mourey  (1828),  Warren  (1828)  u.  A. 
diese  Abbildung  im  Einzelnen  untersucht  und  Gauss  selbst  kam  1831 
ausführlicher  darauf  zurück,   machte  aber  damals  ausdrücklich  darauf 


*)  Kürzlich  lenkte  Herr  Stäckel  gesprächsweise  die  Aufmerksamkeit  auf 
L amber t's  höchst  merkwürdige  Untersuchungen  über  das  Parallelenaxiom.  Lam- 
bert spricht  unter  anderem  über  die  Winkelsumme  im  Dreieck  auf  der  imagi- 
nären Kugel. 
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aufmerksam,  dass  er  die  grundlegenden  Ideen  schon  1799  in  seiner 
Dissertation  gegeben  habe.  Ferner  vervollständigte  Gauss  unter  an- 
derem die  von  Lagrange  gegebene  Lösung  des  Problems  der  comformen 
Abbildung. 

Eine  neue  Epoche  für  die  Theorie    der   complexen  Zahlen    hebt ^°*f ^5^*^^" 

*•  -t  und  Potenz- 

erst  mit  Cauchy's  Untersuchungen  über  die  Integrale  mit  imaginären  '^^^^Tm^n 
Grenzen  seit  1821  sowie  über  imaginäre  Potenzreihen  an.  Diese  Unter-  ^^^'^®- 
suchungen  sowie  Abel's  Untersuchungen  über  Potenzreihen  (1826) 
führten  zu  dem  Begriff  des  Convergenzbereiches  und  lieferten  über- 
haupt die  Grundlage  für  die  jetzige  Theorie  der  analytischen  Func- 
tionen. Ganz  besonders  trugen  Abel's  Umkehrung  der  von  Legendre 
betrachteten  elliptischen  Integrale  und  sein  Nachweis  der  doppelten 
Periodicität  dieser  inversen  Functionen  zur  Entwickelung  und  Aus- 
breitung dieser  Lehre  bei*). 

Darauf  baute  sich  alsdann  Riemann's  grosse  Theorie  der  mehr- 
deutigen Functionen  und  ihrer  Darstellung  auf  mehrblättrigen  Flächen 
auf.  Andererseits  vervollständigte  Weierstrass  durch  rein  analytische 
Betrachtungen  die  Theorien  Cauchy's,  Abel's  und  Riemann's  in 
wesentlichen  Punkten.  Hier  können  wir  natürlich  nicht  auf  die  vielen 
wichtigen  Beiträge  eingehen,  die  von  Zeitgenossen  und  Späteren 
zu  der  grossen  Theorie  der  analytischen  Functionen  hinzugefügt 
wurden. 

Was  die  Imaginären  in   der  Geometrie  betrifft,    so    ist   zunächst    Geome- 

_  '  trische  Deu- 

Poncelet  s  Einführung  der  Imaginären  in   die    proiective   Geometrie  tun g  der 

"  °  j.       i>  Imaginären. 

(1822)  zu  nennen,  wenn  gleich  Cauchy's  Einwände  dagegen  formell 
berechtigt  waren.  Von  fundamentaler  Bedeutung  war  seine  Ent- 
deckung der  imaginären  Kreispunkte  in  der  Ebene,  -die  später  im 
Räume  zum  imaginären  Kugelkreis  führte. 

Durch  Plücker's  aus  den  Jahren  1830 — 40  herrührende  Auf- 
fassung der  Geometrie  als  eines  (teilweis  unvollkommenen)  Bildes 
einer  rein  analytischen  Wissenschaft  wurden  alle  Einwände  gegen  die 
Berechtigung  der  Anwendung  der  Imaginären  zum  Schweigen  ge- 
bracht. V.  Staudt  gab  1856  eine  berühmte  Deutung  der  Imaginären 
in  der  Geometrie,  die  vom  Coordinatensystem  unabhängig  ist. 

Unter  denjenigen,  welche   die  Imaginären  für  die  Geometrie  be- 


*)  Kurze  Andeutungen  in  Gauss'  Arbeiten  um  1800  herum  machen  es  un- 
zweifelhaft, dass  Gauss  sich  schon  zu  dieser  Zeit  mit  der  Theorie  der  analy- 
tischen Functionen  beschäftisrt  hatte. 
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sonders  nutzbringend  verwerteten,  nennen  wir  noch  Bellavitis,  sowie 
Chasles,  Möbius,  Laguerre  und  Darboux*). 

iiTeiu^eron  Verschiedene  Rücksichten  drängten  zu  Verallgemeinerungen  des  Be- 

com7eK6n  9^'^ff^^^  ^^  (^omplexen  Zahlen.  Einmal  ist  die  Verallgemeinerung  der 
Zahlen,  geometrischen  Deutung  der  Imaginären  in  der  Ebene  auf  den  Raum 
u.  s.  w.  überaus  naheliegend,  sodass  sich  die  schon  von  Gauss  1831 
aufgeworfene  Frage  erhebt,  „warum  die  Relationen  zwischen  Dingen, 
die  eine  Mannigfaltigkeit  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  darbieten, 
nicht  noch  andere  in  der  allgemeinen  Arithmetik  zulässige  Arten  von 
Grössen  liefern  können"**),  eine  Frage,  die  neuerdings  vielfach  be- 
sprochen wurde.  Ferner  vermag  die  Benutzung  höherer  Zahlensysteme 
umständliche  Formeln  zu  vereinfachen  und  schliesslich  hat  man,  wie 
kürzlich  noch  Dedekind  betont  hat,  auch  stillschweigend  häufig  von 
höheren  Zahlen  Gebrauch  gemacht,  wenn  man  im  Verlauf  von  Rech- 
nungen gewisse  Symbole  einführte  und  mit  diesen  operierte. 

Der  erste,  der  zu  einem  wirklich  neuen  Zahlensystem  gelangte, 
das  zugleich  neben  dem  gewöhnlichen  complexen  System  das  in  meh- 
reren Hinsichten  wichtigste  Zahlensystem  ist,  und  das  interessante 
Hamüton's ^ji-^endungen  zuliess,  war  Hamilton,  der  1843  das  System  der  aus 
nionen.  yicr  Einheiten  hesteheiiden  Quaternionen  aufstellte.  Alsdann  hat  Grass- 
^'^^srnwaßiann  1844  gewisse  complexe  Zahlensysteme  betrachtet,  aber  in  etwas 
anderer  Form:  In  seinen  Ausdehnungslehren  von  1844  und  1862  be- 
trachtet er  zwar  Zahlen  von  der  Form  iCiej  +  iCg^a  "f" — h^nC«,  nimmt 
auch  für  die  Multiplication  das  distributive  Gesetz  an,  setzt  aber  nicht 
voraus,  dass  die  Producte  ei-e^t  wieder  dem  System  angehören.  Sie 
stellen  vielmehr  neue  Zahlen  dar,  für  die  wieder  neue  Productregeln 
gelten  u.  s.  w.  Andererseits  schreibt  er  der  Multiplication  nur  gewisse 
specielle  Gesetze  vor.  Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  auf  die  Deutungen 
der  Grassmann'schen  Systeme  einzugehen,  wir  haben  es  hier  viel- 
mehr nur  mit  ihrer  formalen  Seite  zu  thun  und  müssen  da  bemerken, 
dass  Grassmann  den  allgemeinen  modernen  Begriff  eines  Zahlensystems 
nicht  besitzt. 

Englische  Mathematiker,  wie  Cayley  und  Sylvester,  haben  sich 
öfters  mit  der  Aufstellung  specieller  Zahlensysteme  beschäftigt.     Aus- 


*)  Im  Jahre  1869  veröffentlichte  I>ie  in  der  Gesells.  d.  Wiss.  zu  Christiania 
eine  andere  Interpretation  der  Imaginären,  die  den  Ausgangspunkt  fü«:  seine 
Untersuchungen  über  Berührungstransformationen ,  Differentialgleichungen  und 
Tranßformationsgruppen  bildete. 

**)  Gauss'  Werke  Bd.  II,  S.  178. 
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drücklich  wird  der  allgemeine  Begriff  eines  geschlossenen  complexen  ^^^^^-^s^- 
Zdhlensystems,  eines  solchen  also,  in  dem  die  Producte  immer  wieder  """^lll^^ 
dem  System  angehören,  wohl  erst  durch  Hanke  1  1867  in  seinem 
schon  genannten  Werke  definiert.  Er  nimmt  übrigens  das  Bestehen 
des  associativen  Gesetzes  der  Multiplication  nicht  von  vornherein  an, 
sondern  verlangt  nur  das  Bestehen  des  distributiven  Gesetzes,  indem 
er  sich  die  Producte  eiSu  in  beliebiger  Weise  als  lineare  homogene 
Functionen  der  Einheiten  ßj .  .  e„  definiert  denkt.  Hankel  giebt  viele 
geschichtliche  Nachweise,  sie  sind  aber  nicht  immer  zutreffend. 

Das  associative  Gesetz  der  Multiplication  tritt  nun  in  der  Folge- ^^^^^^.^^^^^^ 
zeit  immer  deutlicher  hervor  und  zwar  hat  dies  seinen  Grund  in   der 
Beziehung,  in   die  man  die  complexen  Zahlen  zu  den  linearen  Trans-  r^l'^^^fj^^ 
formationen   brachte.     Dies   wollen   wir   im   nächsten   Paragraphen  er- 
läutern und  alsdann  auch  geschichtlich  weiter  verfolgen. 


§  2.     Auffassung  der  Zahlensysteme  als  Gruppen  und  Folgerungen 
aus  dieser  Auffassung. 

Wir  bemerken,  dass  die  Forderung 

X  =  xy 

in  unserem  in  §  1  definierten  Systeme  (e^ . .  e„)  äquivalent  ist  mit  den 
n  in  x^.  .  Xn  und  y^.  .yn  bilinearen  Gleichungen : 

n 

(6)  Xs  =^^'yiksSCiyk      (s  ==  1,  2  . .  w). 

Fassen  wir  hierin  Xi  .  .  Xn  als  Veränderliche ,  y^  .  .  yn.  als  Parameter, 
x^ . ,  Xn  als  neue  Veränderliche  auf,  so  stellen  diese  n  Gleichungen 
eine  lineare  homogene  Transformation  der  n  Veränderlichen  x.  .  .  Xn  in    wneare 

,  ,  -««■•••  homogene 

die  n  Veränderlichen  x-^^  . .  Xn   dar.     Jede  Multiplication  kann  also  als  Transform. 
eine  lineare  homogene  Transformation  aufgefasst  werden. 

Wir  lassen  es  dahingestellt,  wer  zuerst  ausdrücklich  bemerkt  hat, 
dass  in  dieser  Weise  im  gewöhnlich  complexen  System  (1,  i)  jede 
Multiplication  mit  einer  Zahl  als  eine  Ähnlichkeitstransformation  der 
ganzen  Ebene  aufgefasst  werden  kann,  wenn  wir  auch  vermuten,  dass 
diese  äusserst  wichtige  Auffassung  schon  bei  Bellavitis  vorkommt. 
Die  entsprechende  Auffassung  der  Multiplicationen  in  einem  Zahlen- 
systiem  {e^.  .  e„)  als  Transformationen  tritt  in  den  Arbeiten  von  Cayley, 
Laguerre,  Clifford,  Sylvester,  Frobenius  und  Anderen  immer 
mehr  in  den  Vorderc^rund. 
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Die  vorausgesetzte  Eigenschaft  der  Associativität  der  Multiplica- 
tion  führt  nun  auch  zu  einer  besonderen  Eigenschaft  jener  Schar  von 
linearen   homogenen  Transformationen,    die    mit    einem  Zahlensystem 
''l* stem'ils  (^1  •  *  ^»)  verknüpft  sind.     Jene  Schar  ist  nämlich  eine  Gruppe. 
Gruppe.  Denn  wenn  man  zuerst  die  allgemeine  Zahl  x  mit  y,  das  Ergeb- 

nis dann  mit  y    multipliciert,  also  setzt 

r  rr  t     f 

so  ist  das  Endergebnis 

x"={xy)y  =  x{yy'), 

also  dasselbe,  als  ob  x  direct  mit  der  Zahl  multiplicirt  worden  wäre, 
die  das  Product  yy  darstellt.  Also:  die  successive  Ausführung  der 
linearen  Transformation 


(6)                      xl  =  2^  ^  yiksXiyk  {s=l,2..n) 

mit  den  Parametern  y^.  .yn  und  der  linearen  Transformation 

n 

Xt"  =  '^  ^ yikt x( yk  {t  =  l,  2  .^  n) 


1 

mit  den  Parametern  y^.  .  y„'  ist  äquivalent  mit  der  directen  Ausführung 
der  linearen  Transformation 


xi'-=  ^^yiktXiyk'     {t=l,  2  ..n) 

1 

mit  den  Parametern  y^'.  .  y»',  die  definiert  sind  durch  die  Formeln ; 

n 

(7)  y:  =  5/  y^TüsViVk      (s  =  1,  2  . .  w). 


1 
Die  linearen  homogenen  Transformationen  (6)  bilden  also  in  der  That 
eine  Gruppe.     Diese  Gruppe  hat  nun  eine  besondere  Eigenschaft: 

Die  Parameter  y^".  .  y^'  der  ersetzenden  Transformation  drücken  sich 
durch  die  Parameter  yi..yn,  yi  •  •  yü  der  beiden  ursprünglichen  Trans- 
formationen vermöge  (7)  genau  so  aus,  wie  die  neuen  Veränderlichen 
Xi  . .  Xn  durch  die  ursprünglichen  Veränderlichen  x^. .  x„  und  die  Para- 
meter y^. .  y»  vermöge  (6). 

Diese  Bemerkung  ist  in  der  Folge  für  uns  von  besonderer  Be- 
deutung. 

Der  erste,  der  die  Zahlensysteme  ausdrücklich  als  Gruppen  auf- 
fasste,  war  Poincare*).  Er  deutete  darüber  1884  ein  Theorem  an, 
das  wir  so  formulieren  wollen: 

*)  Sur  les  nombres  complexes.    Comptes  Rendus  T.  99  (1884),  S.  740—742. 
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Theorem  38:     Zu  jedem   Zahlensystem  gehört  eine   einfach  ^^^^^^^^ 
transitive  Gruppe  von  linearen  homogenen   Transformationen, 
in    deren    endlichen    Gleichungen    die    Parameter    linear    und 
homogen  auftreten,  und  timgekehrt  gehört  zu  jeder  derartigen 
Gruppe  ein  Zahlensystem. 

Von  diesem  Theorem  wenden  wir  bis  auf  weiteres  nur  die  erste, 
soeben  bewiesene  Hälfte  an.  Die  zweite  Hälfte  beweisen  wir  weiter 
unten. 

Dieses  Theorem,  das  übrigens  von  Poincare  weder  ganz  präcis 
gefasst*),  noch  von  ihm  bewiesen  wurde,  begründete  einen  grossen 
Fortschritt  in  der  Theorie  der  complexen  Zahlen.  Denn  nun  gingen 
aus  der  Lie'schen  Gruppentheorie  unmittelbar  eine  Reihe  von  Sätzen 
über  complexe  Zahlen  hervor.  Im  Folgenden  geben  wir  einige  dieser 
Sätze  mit  selbständiger  Begründung**). 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  Gleichungen  (6),  wenn  y^ .  .  yn  als^'^^^se^^^gen 
Parameter   betrachtet   werden,   eine   lineare   homogene   Gruppe   mit  der  q^^^^^^. 
oben  ausgesprochenen  besonderen  Eigenschaft  darstellen.     Da  sie  gleich    ^■^^orie. 
viele    Veränderliche    x^^.  .  Xn    wie    Parameter   y^.  .yn    enthält    und    die 
Determinante  ^j;  des   §  1   nicht  identisch  Null  ist,  so   sind   die  Glei- 
chungen (6)  nach  y^ .  .Vn  auflösbar,   sodass   sie    wirklich   eine   einfach  Einfach 

*=*  ^    ^  ^^        ^  '  '  transitive 

transitive  Gruppe  bilden.     (Vgl.  §  2  des  17.  Kap.)  Gruppe. 

Die  Gruppe  enthält  die  identische  Transformation,  denn  für  y  ==  s 
oder  also 

wobei  £^.  .  £„  die  in  §  1  gefundenen  gewöhnlichen  Zahlen  bedeuten, 
also  £  den  Modul  des  Systems  vorstellt,  giebt  x'=  xy  die  identische 
Transformation  x=x.  Auch  enthält  die  Gruppe  paarweis  inverse 
Transformationen.  Denn  es  sei  y  eine  complexe  Zahl,  für  die  ^y=^0 
ist.     Alsdann  lässt  sich  aus  der  Forderung 

yy  =  E 
nach  §  1  eine  gewisse  Zahl  y  =  y^Ci  -\-  •  -  -\-  ynCn  ableiten.     Ist  nun 


*)  Es  fehlt  in  der  Note  von  Poincar^  der  allerdings  wesentliche  Zusatz 
„einfach  transitiv".  Femer  spricht  der  Verfasser  von  Zahlensystemen  „analog 
den  Quaternionen".  Wir  müssen  annehmen,  dass  er  hiermit  die  Systeme  mit 
associativer  Multiplication  gemeint  hat,  wie  wir  sie  in  §  1  definiert  haben, 

**)  Der  Beweis  des  Theorems  38  wurde  erst  von  Study  gegeben.  Die 
schönen  Untersuchungen  Study's  werden  wir  nachher,  in  §  3,  ausführlich  be- 
sprechen und  hierbei  seinen  Beweis  vollständig  wiedergeben. 
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x'=xy, 
so  ist 

x'y  =  {xy)y  =  x{yy)  =  xs  =  x. 
Also  giebt 

x'  =  xy 
als  Auflösung 

X  =  x'y, 

d.  h.  zur  Transformation  mit  den  Parametern  y^.  .yn  ist  die  mit  den 
Parametern  ^^ . .  ^„  invers. 

Die  hierbei  gemachte  Voraussetzung  z/j,  =|=  0  schliesst  nur  gewisse 
Parametersysteme  specieller  Art  aus.  Jedenfalls  aber  sind  sicher  oo" 
Transformationen  der  Gruppe  paarweis  zu  einander  invers. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  die  Parameter  «//'.  .  y^  der  Trans- 
formation, die  der  Aufeinanderfolge  der  Transformationen  mit  den 
Parametern  yi-.yn  und  «//.  .  2/«'  äquivalent  ist,  sich  in  der  Form  (7) 
ausdrücken.  Wir  erinnern  nun  an  eine  früher  in  einer  Note  gemachte 
Bemerkung  (in  §  1  des  18.  Kap.,  S.  449): 

Transforma-  Sind 

tion  der 

"""eL^r  (8)  x/=  U{x,  ..x^,y,..  yr)      (*•  =  1,  2  . .  n) 

Gruppe. 

die  Gleichungen  einer  Gruppe  mit  den  Parametern  y^.  .yr  und  ist  die 
Aufeinanderfolge  dieser  Transformation  und  der  Transformation  der 
Gruppe 

X{'=  fiix^.  .  Xn,    «/i'.  .  yr)       (*  =  1,    2  .  .  W) 

mit  den  Parametern  y^.  .  yr    derjenigen  Transformation  der  Gruppe 

xl'=  fiix^  ..Xn,  yl'. .  yr')     («  =  1 ,  2  . .  w) 

äquivalent,  welche  die  Parameter  y".  .  yn  besitzt,  so  sind  y^'. .  y/'  ge- 
wisse Functionen  -von  y^ .  .  yr,  y^  . .  yr': 

(9)  yk"=  (Pk{yi . .  yr,  2//.  • «//)    (ä  =  1,  2  . .  r). 

Bezeichnen  wir  die  Transformation  der  Gruppe,  die  zu  den  Parametern 
Vx'-Vr  gehört,  mit  Ty,  so  ist: 

J-y  -Ly  J.y     . 

Nun  ist  aber  stets 

{Tan)T,  =  Ta{T,Tc), 
also  auch: 

{TyTy-)Ty      =      Ty{TyTy). 

Aber  wenn 

rp     /TT        ^_^     /TT  /TT       ^n_    ___^     /TT 

■^y    y'  —  -^y";      ■^y'-'-y  —  •^«" 
ist,  so  kommt: 
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(10)  Ty"Ty^TyT,' 


und 

yk'=  (fkiyi 


=  9k{yi-'yr,  yx-.yr),\  i    o    -.^ 

=  9k{yi-'yr,  yi-^yr)  ] 


T^'Ty  ist  nun  der  Transformation  mit  den  Parametern  (Piiy" ,y) ••fprdy" ,y) 
äquivalent,  andererseits  TyTz"  der  mit  den  Parametern  <p^{y,z")..q)r(y,0"). 
Hierbei  haben  wir  je  r  Argumente  kurz  durch  einen  Buchstaben  an- 
gedeutet. Die  Relation  (10)  ergiebt  also,  dass  die  Functionen  (p  die 
Functionalgleichungen  erfüllen: 

(11)        <Pki<p(y,  y),  y)  =  cpk{y,  <p(y,  y))    (^  =  1,2..  r). 

Die  Gleichungen  (9)  stellen  also,  wenn  man  darin  yi- .  yr  als  ursprüng- 
liche, y^".  .  yr"  als  neue  Veränderliche  und  2//  •  •  y/  als  Parameter  auf- 
fasst,  eine  Gruppe  dar.  Wie  schon  an  der  angegebenen  früheren 
Stelle  bemerkt  wurde,  heisst  sie  die  Parametergruppe  der  gegebenen ^^J^^J^^*^®'" 
Gruppe  (8).  Sie  zeigt,  wie  sich  die  Parameter  der  Transformation 
der  Gruppe  (8),  die  der  Aufeinanderfolge  zweier  Transformationen  der 
Gruppe  (8)  äquivalent  ist,  durch  die  Parameter  dieser  beiden  Trans- 
formationen ausdrücken. 

Diese  Bemerkungen  gelten,  wenn  wir  von  einer  beliebigen 
Gruppe  (8)  ausgehen.  Gehen  wir  von  der  Gruppe  (6)  unseres  Zahlen- 
systems aus,  so  finden  wir  ihre  Parametergruppe  in  der  Form  (7). 
Da  diese  Form  mit  (6)  übereinstimmt,  so  sehen  wir,  da^s  die  Ghruppe 
des  Zahlensystems  mit  ihrer  Farametergruppe  identisch  ist. 

In    der    Lie'schen    Gruppentheorie    wird    nun    ferner   bewiesen  *),  p^^^"®,. 
dass  die  obigen  Gleichungen  (9)  auch  dann  eine  Gruppe,  die  man  die    »"^pp^- 
zweite   Parametergruppe    nennen    kann,    darstellen,    wenü    man    darin 
y^ .  .  yr    als    die    ursprünglichen   Veränderlichen   und    y^  .  .  yr    als   die 
Parameter  auffasst.     Dies  führt  zur  einer  analogen  Bemerkung  für  den 
speciellen  Fall  der  Parametergruppe  (7).    Da  diese  mit  der  Gruppe  (6) 
des  Zahlensystems  identisch  ist,  so  folgt,  dass  mit  unserem  Zahlensystem    ^^^^l^ 
eine  zweite  einfach  transitive  Gruppe  verknüpft  ist.  *Grappr 

In   der  That   sehen   wir    die  Existenz   dieser  Gruppe  auch    direct  ^^^^  ^^*^®'^" 
sofort    ein:    Wir    wurden    bei    der    Productbildung   x  ==  xy   auf   eine 
Gruppe  geführt,  indem  wir  x,  also  den  ersten  Factor,  als  variabel  an- 
sahen.    Indem  wir  nun  aber  den  zweiten  Factor  als  veränderlich  auf- 


*)  Siehe  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.   Erster  Abschnitt,  bearb. 
unter  Mitw.  von  Engel,  1888.     S.  428. 
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fassen  wollen,  was  wir  dadurch  hervorheben,  dass  wir  jetzt  den  zweiten 
mit  x^  den  ersten  mit  y  bezeichnen: 

x'=yx, 
gelangen  wir  ganz  analog  zu  einer  zweiten  einfach  transitiven  Gruppe 

n 

Xs  =^^kykisXiyk     (s  =  1,  2  .  .n) 

X 

mit  den  Parametern  y^..yn,  denn  die  Aufeinanderfolge  der  beiden  durch 

X  —  yXj     X  —  y  X 

dargestellten  Transformationen  von  x^.  .  Xn  in  x^.  .  x^  bez.  rr/. .  x^  in 
xl' .  .  Xn    ist  der  durch 

dargestellten  Transformation  von  x^.  .  Xn  in  x^\  .  Xn'  äquivalent.  Die 
Parameter  y^'.  .  yn'  dieser  Transformation 

X  =  y  X 

setzen  sich  aus  den  Parametern  y^ .  .  y»  und  t//  •  •  yn  in  der  Weise  zu- 
sammen, dass 

ist,  also  genau  so,  wie  die  neuen  Veränderlichen  ans  den  ursprünglichen 
und  aus  den  Parametern  einer  allgemeinen  Transformation  unserer  jetzigen 
Gruppe  hervorgehen. 

Die  jetzige  Gruppe  hat  also  eine  analoge  besondere  Eigenschaft 
wie  die  erstere.  übrigens  ist  sie  offenbar  wie  diese  einfach  transitiv, 
linear  homogen  und  besitzt  die  identische  sowie  paarweis  inverse 
Tr  an  s  f or  mationen . 

Vertausch-  Engel  hat  nun  allgemein  bewiesen*),  dass  die  beiden  einer   be- 

barkeit  ^  »  -" 

beider  Hebigcn  Gruppe  (8)  zugehörigen  Parametergruppen  (9)  mit  einander 
vertauschhar  sind.  Dementsprechend  sind  es  auch  die  beiden  Gruppen, 
die  unserem  Zahlensystem  zugehören.  In  der  That  können  wir  auch 
dies  direct  nachweisen:    Führen  wir  zuerst  die  Transformation 

x  =  xy 

der  ersten  mit  den  Parametern  y^ . .  yn,  alsdann  auf  a:/. .  Xn  die  Trans- 
formation 

x  =  zx 

der  zweiten  mit  den  Parametern  Z-^.  .  Zn  aus,  so  ergiebt  sich  als  der 
Aufeinanderfolge  äquivalent  die  Transformation: 


*)  Siehe  Lie,  a.  a.  0.  S.  429. 


Auffassang  der  Zahlensysteme  als  Gruppen  u.  Folgerungen  aus  d.  Auffassung.    625 

x"=  2{xy), 

die  wir  auch  ohne  die  Klammer  sehreiben  können,  da  infolge  des 
associativen  Gesetzes  0(xy)  =  {sx)y  ist,  also  der  Ausdruck  zxy  einen 
ganz  bestimmten  Sinn  hat: 

x"=zxy. 

Es  ergiebt  sich,  wenn  wir  die  Reihenfolge  der  beiden  Transforma- 
tionen ändern,  genau  dasselbe,  denn  setzen  wir: 

x  =  sx, 

indem  wir  zuerst  die  Transformation  der  zweiten  Gruppe  mit  den 
Parametern  0^..Zn  ausüben,  und  femer: 

X  =xy^ 

indem  wir  alsdann  die  Transformation  der  ersten  Gruppe  mit  den 
Parametern  y^. .  yn  bewirken,  so  kpmmt  als  Endergebnis : 

x"  =  (zx)y 
oder  also 

x"==  zxy, 
wie  vorher. 

Da  unsere  beiden  mit  einander  vertauschbaren  einfach  transitiven 
Gruppen  paarweis  inverse  Transformationen  besitzen,  so  besitzen  sie 
auch  je  oo""^  infinitesimale  Transformationen,  von  denen  sie  erzeugt 
werden.  Nun  haben  wir  gesehen  —  vgl.  Theorem  31 ,  §  3  des 
17.  Kap.  — ,  dass  alle  Transformationen,  die  mit  denen  einer  vor- 
gelegten einfach  transitiven  Gruppe  vertauschbar  sind,  eine  zweite  ein- 
fach transitive  Gruppe,  die  zur  ersteren  reciproJce,  bilden.  Also  ergiebt  Bfciprok» 
sich  als  Ausfluss  aus  unserer  allgemeinen  Gruppentheorie  das 

Theorem  39:     Mit  jedem  complexen  Zahlensystem  in  n  Ein-  Theorem 
heiten  ist  ein  Paar  zu  einander  reciproker  einfach  transitiver  ™^*  «"»e™ 

System 

linearer  homogener  Gruppen  in  n  Veränderlichen  vericnüpft,  unterbundenen 

.  X-  #     7  Gruppen. 

sofern,  als  die  Multiplication  z  =  xy  eine  Transformation  der 
einen  oder  anderen  Gruppe  darstellt,  je  nachdem  man  x^. .  Xn 
hez.  yi-.yn  cils  die  ursprünglichen  Veränderlichen,  dabei  y^-yn 
bez.  Xi..x„  als  die  Parameter  und  beide  Male  Zi..z„  als  die 
neuen  Veränderlichen  auffasst. 

Beide  Gruppen  haben  die  Eigenschaft,  dass  die  Parameter 
der  Transformation,  die  der  Aufeinanderfolge  zweier  Trans- 
formationen einer  der  Gruppen  äquivalent  ist,  sich  genau  so 
aus  den  Parametern  der  beiden  ursprünglichen  Transforma- 
tionen zusammensetzen,  wie  bei  einer  allgemeinen  Transforma- 

Lie,  Continuierliche  Gruppen.  40 
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tion  der  betreffenden  Gruppe  die  neuen  Veränderlichen  aus  den 
alten  Veränderlichen  und  den  Parametern. 

Nachdem  Poincare  den  Zusammenhang  zwischen  Zahlensystemen 
'^^ysteme'*^'^*^  Gruppen  angekündigt  hatte,  liess  Weierstrass  einen  von  ihm 
au  Schwarz  gerichteten  Brief*)  veröffentlichen,  in  dem  er  sich  mit 
den  complexen  Zahlensystemen  beschäftigt,  über  die  er  schon  früher 
in  Vorlesungen  öfters  gesprochen  hat.  Bei  Weierstrass  kommt  die 
Auffassung  der  Multiplication  als  Transformation  nicht  vor,  dagegen 
wird  der  arithmetische  Charakter  der  Zahlensysteme  scharf  betont. 
Ferner  verlangt  er  von  vornherein  die  Commütativität  der  Multiplica- 
tion, d.  h.  er  setzt  voraus,  dass  stets  y.vt«  =  ykis  sei.  Er  sucht  nun  das 
Gebiet  der  Zahlen  so  einzuschränken,  dass  eine  algebraische  Gleichung 
n^^^  Grades  im  allgemeinen  in  dem  Zahlensysteme  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Wurzeln  hat.  Dies  nötigt  ihn  zu  einigen  Bedingungen, 
denen  er  die  Coefficienten  yucs  unterwerfen  muss.  Es  darf  nämlich 
eine  gewisse  Gleichung  w*®^  Grades  weder  gleiche  noch  verschwindende 
Wurzeln  besitzen.  Bei  diesen  Specialforderungen  ist  es  erklärlich,  dass 
die  von  Weierstrass  behandelten  Systeme,  wie  grosses  Interesse  sie 
auch  von  anderen  Gesichtspunkten  aus  betrachtet  besitzen  mögen,  vom 
Standpunkt  der  Transformationstheorie  aus  geradezu  als  trivial  er- 
^Antwo^rT'^^^^^^^^'  WeicTstrass  meint,  dass  die  von  Gauss  aufgeworfene, 
auf  Gauss' Qijen   crwähutc  Frage,   warum    in    der   Arithmetik   kein   Bedürfnis   zu 

Frage.  o    7 

höheren  complexen  Zahlensystemen  vorhanden  ist,  darin  liegt,  dass  die 
betreffenden  Systeme  überflüssig  seien,  glaubt  aber,  dass  Gauss  die 
Antwort  darin  gefunden  zu  haben  meinte,  dass  in  einem  solchen 
System  ein  Product  Null  sein  kann,  ohne  dass  einer  der  Factoren 
Ant^o^rt*  Null  ist.  Wir  bemerken,  dass  schon  lange  vorher  (1867)  Hankel**) 
eine  Antwort  auf  die  Gauss'sche  Frage  in  ähnlichem  Sinne,  wie  es 
Dedekind's  •yyrgjgj.g^j.g^sg  jjei  Gauss  vermutet,  gegeben  hat.    Nun  machte  Dede- 

Auffassung.  »  7    o    d  ^^^ 

kind***)  1885  darauf  aufmerksam,  dass  die  durch  die  Weierstrass'schen 
speciellen  Systeme  definierten  Grössen  geradezu  identisch  seien  mit  ge- 
wissen in  der  Algebra  eingebürgerten  mehrwertigen  Grössen.  Auch 
er  macht,  indem  er  zur  Bestimmung  aller  Systeme  einen  anderen  Weg 
einsehlägt,  jene  beschränkenden  Voraussetzungen,  die  Weierstrass 
aufstellte,   wenn  er  sie  auch  in  anderer  Weise   ausdrückt.     Derselben 


*)  Zur    Theorie    der    aus    n   Haupteinheiten    gebildeten    complexen   Glossen. 
Göttinger  Nachrichten  1884,  S.  395—419. 

**)  Theorie  der  complexen  Zahlensysteme.     1867,  S.  108. 
***)  Zur   Theorie    der    aus    n   Haupteinheiten   gebildeten   complexen   Grössen. 
Göttinger  Nachr.  1885,  S.  141—159.    Erläuterungen  dazu,  ebenda  1887,  S.  1—7. 
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arithmetischen  Richtung  schliessen  sich  Holder  (1886)  und  Petersen 
(1887)  an.  Auch  Kronecker*)  beschäftigte  sich  1888  mit  speciellen, 
nämlich  ebenfalls  commutativen  Systemen.  Seine  Untersuchungen,  die 
wir  nicht  genauer  kennen,  gehen  gewiss  wesentlich  weiter. 

Demgegenüber  hat  die  Auffassung  der  Zahlensysteme  als  Aus- 
druck gewisser  Gruben  von  Transformationen  zu  fruchtbaren  neuen 
Ergebnissen  geführt. 

Wir  haben  schon  bemerkt,  dass  Study  1889  den  ersten  Beweis 
für  das  Theorem  38  gab**).  Noch  wichtiger  ist  es  aber,  dass  es  ihm 
gelang,  das  früher  aus  der  allgemeinen  Gruppentheorie  übernommene 
Theorem  39  umzukehren.  Study  zeigte  nämlich,  dass  zu  jedem  Paar 
zu  einander  reciproker  einfach  transitiver  linearer  homogener  Gruppen 
eine  einfach  transitive  lineare  homogene  Gruppe  gehört,  in  der  auch 
die  Parameter  linear  und  homogen  auftreten,  und  dass  deshalb  zu 
ihnen  ein  Zahlensystem  gehört. 

Wir  beabsichtigen  nun,  dieses  Theorem  von  Study  zu  beweisen. 
Der  Gang,  den  wir  einschlagen,  ist  im  wesentlichen  von  Study  selbst 
angegeben  worden.  Wir  geben  aber  im  Gegensatz  zu  ihm  eine  rein 
gruppentheoretische  Entwickelung. 


§  3.    Study's  Satz  über  reciproke  einfach  transitive  lineare 
homogene  Gruppen***). 

Wir  machen  zunächst  eine  wichtige  Vorbemerkung: 

Betrachten  wir  zwei  infinitesimale  lineare  homogene  Transforma-     vor- 

bemerkuBg. 

tionen  in  n  Veränderlichen  x^.  .  Xn  mit  den  Symbolen : 

n 


1 
Sie  sind  mit  einander  vertaiischbar,   d.  h.  es   ist    (XT)  ^0,   sobald, 


*)  Zur  Theorie  der  allgemeinen  complexen  Zahlen  und  der  Modulsysteme. 
Sitzungsber.  der  Akad.  d.  Wiss.  zu  Berlin  1888,  1.  Bd.,  S.  429  ff. 

**)  Complexe  Zahlen  und  Transformationsgruppen.  Leipziger  Berichte  1889, 
S.  177—228.  Wiederabdruck  in  den  Monatsheften  für  Math.  u.  Phys.  I,  S.  283 
bis  355.     Wir  eitleren  im  Folgenden  di»  Leipziger  Berichte. 

***)  Die  in  diesem  Paragraphen  enthaltene  rein  gruppentheoretische  Dar- 
stellung der  Study'schen  Betrachtungen  röhrt  von  S cheffers  her. 

40* 


628  Kapitel  21,  §  3. 

wie  die  Ausrechnung  des  Klammerausdruckes  zeigt,  die  Constanten  a 
und  ß  die  Relationen  erfüllen: 

n 

(12)  ^{aaß^i  —  cc^ißik)  =0     (Ä,  /i  =  1.,  2  .  .  w). 


1 
Ist  ferner 


^f^^^^'^rt'jXjPM 


eine    ebenfalls   mit  Xf  vertauschbare  infinitesimale  lineare   homogene 
Transformation,  so  ist  analog 

n 

(13)  ^{'^ihYt,i  —  ccf^i^ik)  =  0     Qc,  (1  =  1,  2  .  .n). 

Bilden  wir  nun  die  infinitesimale  lineare  homogene  Transforma- 
tion, bei  der  X/^.  den  Zuwachs 

dXf,  =  Y{Zx^)dt     (ft  =  1,  2  •  •  n) 
erfährt.     Es  ist 

ZXf,=^yf,jXj 
1 
und  daher 

n 

Y{Zx,)=^jy,jYxj. 
Da  nun  andererseits 

n 

Txj=^ßjiX[ 
ist,  so  folgt: 

n 

Y(ZXf:)  =^^iy^jßjiXi. 
1 

Die  zu  bildende  infinitesimale  Transformation  hat  daher  das  Symbol: 

n  1 . .  n 

üf=2!'  Y{Zx,)  ^  =^Y^ßj^x,p, 
oder  kürzer: 


wenn  zur  Abkürzung  allgemein 

n 

(14)  ^Yt'jßji  =  u^i 
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gesetzt  wird.  Diese  infinitesimale  Transformation  Uf,  die  in  eigen- 
tümlicher Weise  aus  Yf  und  Zf  gebildet  ist,  ist  wie  diese  beiden 
linear  und  homogen. 

Yf  und  Zf  sind,  setzen  wir  voraus,  mit  X/"  vertauschbar,  d.  h.  es 
bestehen  die  Relationen  (12)  und  (13).  Wir  werden  nun  sehen,  dass 
alsdann  auch  Uf  mit  X/"  vertauschbar  ist.  Zu  diesem  Zwecke  müssen 
wir  zeigen,    dass  analog  (12)  und  (13)  auch  die  Relationen  bestiehen: 

n 

^{cCikUji  —  ccjiUik)  =  0     (j,  Ä;  =  1,  2  .  .  w), 

1 

sobald  (12)  und  (13)  erfüllt  sind.  Nach  (14)  ist  die  links  stehende 
Summe  gleich: 

1 

Da  aber  nach  (12) 

n  n 

^,'  CCikß/ui  =^'  "^Mißi^ 
1  1 

und  nach  (13) 

n  n 

1  1 

ist,  so  ist  die  Summe  auch  gleich: 

^'  («,«.-  ßik  yj^i  —  «,>  ßfik  yji)' 


Wenn  man  nun  im  zweiten  Gliede  die  Indices  i  und  (i,  über  die  sum- 
miert wird,  mit  einander  vertauscht,  was  erlaubt  ist,  so  wird  es  gleich 
dem  ersten  Gliede,  die  Summe  ist  also  in  der  That  gleich  Null. 

Wir  formulieren  daher  einen  Hülfssatz,  den  wir  nachher  ge- 
brauchen werden,  in  dieser  Weise: 

Satz  1  *) :  Ist  eine  infinitesimale  lineare  homogene  Transformation 
Xf  in  den  Veränderlichen  x^.  .x„  mit  zwei  anderen  infinitesimalen  linearen 
homogenen  Transformationen  Yf  und  Zf  in  denselben  Veränderlichen  ver- 
tauschbar, so  ist  sie  auch  mit  der  infinitesimalen  linearen  homogenen 
Transformation  vertauschbar,  bei  der  Xi  das  Increment  Y{Zxi)dt  erfährt, 
die  also  das  Symbol  besitzt: 


üf^^Y{Zxdl^^ 


*)  Bei  Study  kommt  dieser  Satz  nicht  vor.    Er  ist  von  Scheffers  aus- 
gesprochen worden. 
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Inf.  lin.  j]g    möge   nuDmehr   eine   r-gliedrige    lineare    homogene    Gruppe 


Transf.,  die 
mit  denen 
einer  lin. 
G 
vertaus 


J^if ..  Xrf  in  den  n  Veränderlichen  Xi  . .  x„  vorliegen.     Alsdann  wird 
ruppo    gg  jm  allgemeinen  eine  Schar  von  infinitesimalen  linearen  homogenen 

■tausch-  ~  " 

bar  sind.  Transformationen  in  ic^ .  .  Xn  geben,  die  mit  allen  X^f.  .  Xrf  vertausch- 
bar sind.  Sind  zwei  infinitesimale  Transformationen  mit  X^f.  .  Xrf 
vertauschbar,  so  ist  es  auch  jede  aus  den  beiden  linear  ableitbare. 
Alle  mit  Xj/".  .X^/"  vertauschbaren  infinitesimalen  linearen  homogenen 
Transformationen  bilden  demnach  eine  lineare  Schar,  d.  h.  sie  sind 
der  Inbegriff  aller  infinitesimalen  Transformationen,  die  aus  gewissen 
von  einander  unabhängigen  Y^f .  .  Y^f  linear  ableitbar  sind.  Wir 
nehmen  also  an,  jede  infinitesimale  lineare  homogene  Transformation 
in  iCj  . .  x„,  die  mit  allen  Xif.  .  Xrf  vertauschbar  ist,  habe  die  Form 
2;Con8t.  Yf 

Insbesondere  sei: 


(15)  Y^f=2J2i^mXiPi     (Ä;  =  1,  2  .  .  s). 

1 

Es  ist  auch  jeder  Klammerausdruck  {YiYi)  mit  X^f.  .  Xrf  ver- 
tauschbar, denn  in  der  Identität 

i{Y,Y,)X,)  +  i{Y,X,)Y^  +  ((x,r,)r.)  =  0 

verschwinden  die  beiden  letzten  Glieder,  da  nach  Voraussetzung 
(YkXi)^0,  {XiYi)^0  ist.  Jede  infinitesimale  Transformation  (r,!*) 
ist  folglich,  weil  sie  überdies  linear  homogen  ist,  aus  Y^f.  .  I^/"  linear 
ableitbar.  Nach  dem  Hauptsatze  erzeugen  somit  Y^f.  .  Ysf  eine 
s-gliedrige  Gruppe. 

Die  endlichen  Transformationen  dieser  Gruppe  lassen  sich  in  Form 
von  Reihenentwickelungen  bekanntlich  (vgl.  §  5  des  15.  Kap.)  so  dar- 
stellen : 

s  s 

(16)  Xi'=  Xi  -\-^eT,Yi,Xi  -f  YTi ^^^e^eiYkiYiXi)  -f  •  •  • 

(«  =  1,  2  ..n). 

Nach  unserem  Satze  1  aber  ist  die  infinitesimale  lineare  homo- 
gene Transformation  Uf,  bei  der 

dxi  =  Yk(YiXi)dt    (^•  =  1,  2  .  .  n) 

ist,  ebenfalls  mit  X^f.  .Xr/" vertauschbar,  d.  h.  von  der  Form  ZJConst.Yf. 
Wir  haben  daher: 

(17)  Y,{YcX,)  =2  Const.  YyXi 
(«•=  1,  2..n,      k,  1=  1,  2..s). 
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Es  muss  Yjf  ausgeführt  auf  die  eine  und  die  andere  Seite  dieser  Iden- 
tität dasselbe  ergeben,  d.  h.  es  ist  auch 


Yj{Y,{Y,x;))  =^r  Const.  Yj{Y.x,). 


Nach  (17)  hat  hierin  die  rechte  Seite  die  Form  27  Const.  Y^Xi.  Wir 
können  diesen  Schluss  wiederholen,  indem  wir  beiderseits  Y;.f  aus- 
üben, u.  s.  w.     So  ergeben  sich  Formeln  von  dieser  Art: 


Y]c(YiXi)  ^E  ^y  Const.  YvXi, 
1 

s 

YjiY,(YiXi))  =^v  Const.  Y.x^, 


In  den  Reihenentwickelungen  (16)  treten  nun  rechts  gerade  lauter 
Glieder  von  dieser  Art  auf.  Mithin  hat  in  diesen  Reihenentwicke- 
lungen jeder  Term  die  Form  27  Const.  Ya;,-.  Daher  lassen  sich  diese 
Entwickelungen  so  zusammenziehen: 

s 

xl  =  Xi  -\-^qi,YT,Xi     («  =  1,  2  .  .  w). 
1 

Q^.  .  Qs  bedeuten  dabei  gewisse  Constanten,  abhängig  von  den  in  (16) 
auftretenden  Parametern  e^.  .  ßg.  Wegen  der  angenommenen  Form  (15) 
der  Yf  sehen  wir  also:  Die  endlichen  Gleichungen  der  von  Y^f. .  Y^f 
erzeugten  Gruppe  haben  die  Form: 

(18)  Xi'=  Xi  '+^^QkßkiiXi     (*  =  1,  2  . .  w), 

1      1 

in  denen  Q^. .  Qs  Functionen  der  s  Parameter  der  Gruppe  sind.  Natür- 
lich sind  diese  s  Functionen  notwendig  von  einander  unabhängig,  da 
die  Gruppe  Yif.  .  Ygf  gerade  s-gliedrig  ist.  Wir  können  deshalb  direct 
Qi.  .  Qs  als  die  Parameter  der  Gruppe  auffassen. 

Wir  wollen  aber  die  endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  in  den 
Parametern  homogen  schreiben.  Dazu  bemerken  wir,  dass  die  Gruppe 
Y^f.  .  Ysf  sicher  die  infinitesimale  Transformation 

.  ^iPl  +  ^2i^2  H h  ^nPn 

enthält,  denn  diese  ist  ja  mit  jeder  infinitesimalen  linearen  homogenen 
Transformation,  daher  insbesondere  mit  X^f.  .  Xrf,  vertauschbar.  Wir 
dürfen  demnach  auch  z.  B. 
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annehmen,  sodass  nach  (15)  jedes  /Si«  gleich  1  oder  0  ist,  je  nachdem 
ix=l  oder  i=^l  ist.  In  (18)  tritt  dann  q^  nur  mit  Xi  multipliciert 
auf,  sodass  wir  das  rechts  alleinstehende  Xi  mit  diesem  zusammen- 
fassen können,  indem  wir  ()j  +  1  nunmehr  mit  q^^  bezeichnen. 

Wir  können  also  in  den  Gleichungen  (18)  jedenfalls  ohne  Beein- 
trächtigung der  Richtigkeit  das  rechts  alleinstehende  Xi  streichen, 
sodass  die  endlichen  Gleichungen  der  von  Y^f .  .  T",/"  erzeugten  Gruppe 
so  lauten: 


(19)  xl  =_2!l^  ^*  '^*"  ^'     (i=\,2  ..n) 

1     1 
oder  auch 

s 

(19')  xl=^Q,YkXi    {i=l,2..n). 

1 

Dabei  sind,   wie  gesagt,   q^-.Qs  sämtlich   wesentliche  Parameter    der 

Gruppe.     Also: 

Gruppe  Satz  2*):     Der  Inhegriff  aller  infinitesimalen  linearen   Jiomogenen 

die  mit    Transformationen  Y^f..Ysf  in  n  Veränderlichen  Xi..Xn,   die   mit  den 

Gruppe    infinitesimalen    Transformationen   X^f..Xrf  einer    vorgelegten    linearen 

bar  sind.  Jiomogefien  Gruppe  in  x^.  .Xn  vertauscJibar  sind,  erzeugt  eine  Gruppe  mit 

endlichen  Gleichungen  von  der  Form: 

s         n 

Xi  =^2 Qk ßkii  Xi    (i  =  1 ,  2  . .  w), 
1     1 

in  der  die  s  Parameter  der  Gruppe  q^.  .  Qs  linear  und  homogen  auftreten. 
Eeciproke  \Yir  beginnen  nun  eine  neue  Betrachtung,    indem  wir   uns   eine 

einf.  trangit.  ■  o  o? 

lin.  hom.  solche  cinfach  transitive  lineare  homogene  Gruppe  G^  in  x^. .  Xn  vor- 
gelegt denken,  deren  reciproice  Gruppe  G^  ebenfalls  linear  homogen  ist. 
Dabei  erinnern  wir.  an  die  in  §  3  des  17.  Kap.  gegebene  Definition 
der  Reciprocität. 

Lassen  wir  G^  an  die  Stelle  der  Gruppe  'X^f. .  Xrf  des  letzten 
Satzes  treten,  so  ist  G^  die  daselbst  mit  Yif.  .  Y,f  bezeichnete  Gruppe, 
also  r  =  s  =  w.  In  der  That,  es  enthält  ja  die  zu  G^  reciproke 
Gruppe  alle  infinitesimalen  Transformationen,  die  mit  denen  von  G^ 
vertauschbar  sind.  Da  wir  voraussetzen,  dass  die  reciproke  Gruppe 
G2  auch  linear  homogen  ist,  so  enthält  sie  also  alle  infinitesimalen 
linearen  homogenen  Transformationen  in  x^. .  x»,  die  mit  denen  von 


*)  Study,  a.  a.  0.  S.  201. 
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Gl  vertauschbar  sind,  und  wird  von  ihnen  erzeugt.  Der  letzte  Satz 
sagt  daher  aus: 

In  den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  G.2  treten  die  n  Para- 
meter der  Gruppe  auf  den  rechten  Seiten  linear  und  homogen  auf, 
oder  exacter.  ausgesprochen:  Man  kann  die  endlichen  Gleichungen  der 
(rg  so  schreiben,  dass  die  Parameter  in  dieser  Weise  auftreten. 

Aber  umgekehrt  wird  ganz  entsprechend  auch  die  Gruppe  G^  von 
allen  infinitesimalen  linearen  homogenen  Transformationen  in  Xi.  .  Xn 
erzeugt,  die  mit  denen  von  G^  vertauschbar  sind.  Wir  können  also 
denselben  Schluss  für  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  G^ 
machen. 

Die  endlichen  Gleichungen  beider  Gruppen  lassen  sich  also,  wenn 
jedesmal  2/1  ••  y«  <JiG  w  Parameter  bedeuten,  in  den  Formen  schreiben : 


(20) 


G^ :     xl  =2j  ^  ^'*'  ^*  y^ ' 
1 

n 


■  (*  =  1 ,  2  . .  w) 


Wir  wollen  dies  Ergebnis  als  Satz  formulieren: 

Satz  3*):  Die  endlichen  Gleichungen  zweier  zu  einander  reciproker 
einfach  transitiver  Gruppen  von  linearen  homogenen  Transformationen  in 
n  Veränderlichen  x^. .  x„  lassen  sich  stets  in  einer  solchen  Form  schreiben, 
dass  die  transformierten  VeränderlicJien  hilineare  homogene  Functionen  der 
n  ursprünglichen  Veränderlichen  und  der  n  Gruppenparameter  werden. 

Wir  werden  nunmehr  die  beiden  zu  einander  reciproken  Gruppen  Neue  ver- 

--/  T     y-Y  .  .  7.      änderliche 

G,  und  Cr»  dadurch  auf  noch  einfachere.  Formen  bringen,  dass  wir  invermöge  na. 
beide  durch  ein  und  dieselbe  passend  gewählte  lineare  homogene 
Transformation  neue  Veränderliche  einführen.  Allerdings  verfahren 
wir  dabei  so,  dass  wir  zunächst  nur  in  die  Gruppe  (r^  die  neuen  Ver- 
änderlichen einführen'  wodurch  sie  eine  gewisse  neue  Form  ©^  an- 
nimmt. Dieselbe  Transformation  wird  gleichzeitig  G^  in  eine  neue 
Gruppe  @2  überführen,  und  zwar  ist  @2  ^i®  ^^  ®i  reciproke  Gruppe. 
Wir  werden  im  Folgenden  von  G^  nur  die  in  den  ersten  Gleichungen 
(20)  ausgedrückten  Eigenschaften  gebrauchen,  nämlich  die,  dass  G^ 
eine  einfach  transitive  Gruppe  von  linearen  homogenen  Transformationen 
ist,  in  deren  endlichen  Gleichungen  die  Parameter  ebenfalls  linear  und 
homogen  auftreten.     Es  wird  uns  gelingen,  diese  Gruppe  G^  direet  in 
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eine  Gruppe  &i  überzuführen,  die  zu  einem  Zahlensystem  gehört.  Als- 
dann aber  ist  es  augenscheinlich,  dass  zu  ©^  die  ebenfalls  lineare 
homogene  reeiproke  Gruppe  ®2  gehört.  Die  früher  gemachte  Voraus- 
setzung, dass  die  zu  ©^  reeiproke  Gruppe  auch  linear  und  homogen 
sei,  wird  also  nicht  benutzt.  Daher  gehen  die  Betrachtungen  von  jetzt 
ab  auch  den  Beweis  der  zweiten  Hälfte  des  Theorems  38. 

Zur  Abkürzung  seien  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  G^ 
für  die  nächsten  Betrachrtungen  einfach  so  geschrieben: 

(21)  x;=fi{x,y)      (i  =  l,  2..W). 

Dabei  bedeuten  die  fi,  wie  wir  wissen,  bilineare  homogene  Functionen 
der  Variabein  x^  .  .  Xn  und  der  Parameter  y^.  .yn-  Wir  machen  nun 
eine  kleine  Einschaltung: 

Führen  wir  zwei  Transformationen  der  Gruppe  Gy  nach  einander 
aus,  die  mit  den  Parametern  y^. .  yn  und  die  mit  den  Parametern 
Vx'Vny  indem  wir  setzen: 

(22)  xl=  fi{x,  y),     x{'=  fi{x',  y)     («=1,2..  w). 

Die  Aufeinanderfolge  ist  einer  einzigen  Transformation  der  (tj  mit  ge- 
wissen Parametern  «//'.  .  t/„"  äquivalent : 

(23)  xr=fi{x,*y")     (*=1,  2..n). 

Dabei  sind  y^'..yn  gewisse  Functionen  von  y^ .  .  ?/„  und  yi-.yn,  die 
wir  so  bezeichnen: 

(24)  yr=<Pi(y,y)   (i  =  i,  2..n). 

Da  in  (22)  die  y  und  y  linear  und  homogen  auf  den  rechten  Seiten 
auftreten,  so  ist  es  klar,  dass  die  y"  in  den  durch  Elimination  von 
Xy. .  Xn  aus  (22)  hervorgehenden  Gleichungen  (23)  bilineare  homogene 
Functionen  q)^.  .  tpa  von  y^. .  y»  und  y^' .  .  i/„'  sind.  Sicher  bestehen  nun 
die  Functionalgleichungen: 

(25)  fiif(x,  y),  y)  =  fi{x,  cp(y,  y'))     («=»1,2..  w), 

die  eben  jene  Elimination  von  a?/. .  Xn  aus  (22)  zum  Ausdruck  bringen. 

Es  bedeute  nun  x^ .  .Xn  ein  bestimmt,  aber  allgemein  gewähltes 
Wertsystem  der  Veränderlichen  x-^-.Xn.  Alsdann  führen  wir  in  G^ 
als  neue  Veränderliche  die  n  Grössen  Ji . .  J»  ein,  die  durch  die  n 
Gleichungen  definiert  werden: 

(2a)  Xi^fi(x\i)     (1  =  1,  2..  w) 

oder  alao  nach  (20)  durch  die  n  Gleichungen: 
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7t 

(26')  Xi  =  yiyi  aai  XiP  j^     (^■  =  1 ,  2  .  .  w) . 


1 


In  der  That  bestimmen  diese  Gleichungen  fj .  .  Jn  als  von  einander 
unabhängige  Functionen  von  x^  .  .  x„.  Denn  wir  wählen  das  Wert- 
system Xi^.  .  a;/  so,  dass  die  Determinante 


*«.«^/  '  +  0 


2 

1 

ist.  Dies  ist  möglich,  da  sie  nicht  identisch  Null  ist  für  alle  Wert- 
systeme ä;,°.  .  xj*,  weil  die  Gleichungen  (20)  der  einfach  transitiven 
Gruppe  Gl  nach  den  n  Parametern  y^.  .yn  auflösbar  sind.  Ji . .  J« 
sind  also  naAi  (26')  von  einander  unabhängige  lineare  homogene  Func- 
tionen der  ursprünglichen  Veränderlichen  a^i . .  a;„. 

Um'  die  neuen  Veränderlichen  r, .  .  r„  in  G,  einzuführen,  brauchen^,®^*™"*''"« 

''i         '^'*  1  /  der  neuen 

wir  nun  die  Gleichungen  (26)  oder  (26')  gar  nicht  erst  nach  Ji .  .  J«  ^°'°^  ^^^ 
aufzulösen.     Wir  haben  nämlich,   wenn  wir  die  neuen  Veränderlichen   c^ruppe. 
in  alle  unsere  Gleichungen  von  (22)  an  einführen  wollen,  statt  Xi..Xn 
Xi'. .  Xn\  x^'. .  Xn'  in  cogredieutcr  Weise  l^.  -In,  £i'.  •  In,  Ei".  .  In    ein- 
zuführen vermöge  d"er  Gleichungen: 

^i^fiix^i),  x;^f,{x\^),  xr=f,{x',f) 

(«  =  1,  2..w). 

Die  Transformation  (21)  lässt  sich  daher  in  den  neuen  Veränderlichen 
so  schreiben: 

fiiA  E')  =  Mfi^',  E),  y)      (i  =  l,2..  n). 

Hierfür  aber  können  wir  infolge  der  Functionalgleichungen  (25)  auch 
schreiben : 

fi{^',  ?')  =  fi{x',  <p{h  y))      (i  =  1,  2  . .  n). 

Es  sind  dies  n  Gleichungen,  deren  linke  Seiten  in  £/•  •  In,  deren  rechte 
Seiten  in  (px{%,  y)  .  .  (pn(j^,  y)  linear  und  homogen  sind.  Da  die  Deter- 
minante der  linken  Seite  hinsichtlich  Ei- •  E«'  nach  dem  Obigen  nicht 
Null  ist,  lassen  sich  die  Gleichungen  in  nur  eindeutiger  Weise  nach . 
El'.  .  In  auflösen.  Man  sieht  aber  aus  ihrer  Form  unmittelbar,  dass 
sie  die  Auflösung  besitzen: 

(27)  E/=9.(E,  2/)      (i  =  l,  2..W). 

Die  cpi  sind  hierbei,  wie   wir  wissen,   bilineare  homogene  Functionen  • 
von  El  •  •  En  uiid  yi.  .yn-    Dies  ist  also  die  Form  ©j,  die  unsere  Gruppe 
Gl  durch  Einführung  der  Veränderlichen  Ei  •  •  E»  vermöge  der  durch  (26) 
oder  (26')  gegebenen  linearen  homogenen  Transformation  annimmt. 
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Nach  wie  vor  ist  die  Aufeinanderfolge  der  Transformationen  der 
Gruppe,  die  zu  den  Parametern  «/i--^»  und  yl..y%  gehören,  äquiva- 
lent derjenigen  Transformation,  die  zu  den  Parametern  «//'. .  «/„"  ge- 
hört, wobei  2/i"-  •  Vn  die  Functionen  ^pj . .  g?«  von  y^.  .yn  und  y^ .  .  y» 
in  der  früheren  Weise  sind.  Die  Aufeinanderfolge  der  beiden  Trans- 
formationen 

h'=<Pi(i^,  y)    («■=  1,  2..w) 

und 

?."=  ?'.•(?',  y)     0"  =  1,  2..n) 

der  Gruppe  @j  ist  also  äquivalent  der  Transformation 

der  Gruppe  @i,  wenn 

yl'=^i{y,  1/)     («  =  1,  2..w) 
ist. 

Die  lineare  homogene  einfach  transitive  Gruppe  %^  hat  also  die 
^i^^^^f^p^p« Eigentümlichkeit,  dass  die  Parameter  y^'..y^'  derjenigen  ihrer  Trans- 
parimeter  /<^*wa^^onew,  die  der  Aufeinanderfolge  ihrer  beiden  Transformationen  mit 
gruppe.   ^ßYi  Parametern  y^.  .y»  &e^-  yi  -  •  yn   äquivalent  ist,  sich  durch  «/i  •  •  ^n 
und  yl . .  y„'  genau  so  ausdrücken,  wie  hei  einer  allgemeinen  Transforma- 
tion  der   Gruppe  die   transformierten  Veränderlichen   j/. .  j„'   durch   die 
ursprünglichen  Veränderlichen  Ji . .  J„  und  die  Parameter  y^. .  yn.     Die 
Gruppe  @j    ist    also,    wie    aus    den   Bemerkungen   des    vorigen   Para- 
graphen hervorgeht,  ihre  eigene  Parametergruppe. 

Bei  der  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  .gi..Jn  vermöge  (26) 
traten  n  unter  einer  gewissen  Beschränkung  ganz  beliebig  wählbare 
Constanten  x^^.  .  Xn  auf.  Hieraus  folgt,  dass  die  Gruppe  G^  nicht  nur 
auf  eine  Weise  auf  die  Form  @i,  die  ihre  eigene  Parametergruppe 
ist,  sondern  auf  unendlich  viele  Weisen  in  diese  neue  Form  über- 
führbar ist. 

Wir  wollen  nun  die  Gruppe  (rj  in  der  zuletzt  gefundenen  Form 
@i  dargestellt  denken  und  der  Bequemlichkeit  halber  die  jetzigen  Ver- 
änderlichen Ji . .  Jn  mit  x^.  .Xn  bezeichnen. 

Die  vorgelegte  Gruppe  ist  also  durch  Einführung  neuer  Veränder- 
licher vermöge  einer  passenden  linearen  homogenen  Transformation 
auf  eine  solche  Form  G^: 

n 

(28)  Xs=^i^^Yik,Xiyk     (s  =  l,  2..w) 

1 
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mit  den  Parametern  y^.  ..yn  gebracht  worden,  dass  sie  mit  ihrer  Para- 
metergruppe 

n 

(29)  ys"=^^nisyky{    (s  =  i,  2 . .  w) 

identisch  wird. 

Aus  dieser  Eigenschaft  folgen   gewisse  Beziehungen  zwisclien  t^en^eziehungen 
Constanten   Vijc^.     Setzt   man   nämlich   ausser   (28)   die  Transformation^    ^^^ 

'  ^       ■'  Constanten. 

von   G^    mit    den   Parametern   y^  . .  y„'   an,    die   x^' .  .  Xn    weiterhin    in 
x^'.  .  Xn'  überführt: 

n ' 

a;/'=  ^  ^v,iiXs  yi     (t=l,  2  ..n) 


und    eliminiert    aus    diesen  Gleichungen   und   (28)   die  x^  .  .  x^,   so  er- 
giebt  sich : 


(30) 


l..n 

xf  =2 ^'** ^*" ^iV^yi      (^  =  1 ,  2  .  .  w) . 

s,i,k,  l 


Diese  Transformation  ist  aber,  wissen  wir,  mit  derjenigen  Transfor- 
mation der  Gruppe  (28)  identisch,  in  der  die  Parameter  die  Werte 
y\'--yn'  besitzen  und  die  sich  so  schreiben  lässt: 


a:/'=  2I  ^'YütXiy,"     {t=l,2  ..n) 


oder  wegen  (29)  so: 


l..n 


Xt' 


=  ^.YkisyistXiykyi     (t=l,  2  ..n). 


Der  Vergleich  mit  (28)  giebt  demnach  für  die  y^s  die  Relationen: 

n 

(31)  ^{yiksYsu  —  YkuYüt)  =r=  0 

1 

{ij  k,  l,  t  =  1,  2  •  •  n). 

(Es  sind  dies  wieder  die  Relationen  (5)  des  §  1.) 

Da  die  Gruppe  (28)  einfach  transitiv  ist,  so  sind  ihre  rechten 
Seiten  sowohl  hinsichtlich  Xi.  .  Xn  als  auch  hinsichtlich  y^.  .yn  von 
einander  unabhängig,  d.  h.  es  ist  keine  der  Determinanten: 


^.= 


identisch  Null. 


Xf  ViksXt 


^y  = 


^Yik»yk 
1 
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Form  d*e^r  "^^  ^^^  ^^^  leiclit,    die  zui'  Gruppe   Gl    reciproke   Gruppe    direet 

'om'^e    tiiiizuschreibeii.     Sie    geht   nämlich    aus   (28)   einfach   dadurch  hervor, 
dass  jedes  yi^s  durch  y/cu  ersetzt  wird: 

n 

(32)  Xs=^'^YkuXiyk     (s  =  1,  2  . .  w). 

1 

In  der  That,  diese  Gleichungen  (32)  stellen  zunächst  oo"  ver- 
schiedene lineare  homogene  Transformationen  von  Xi..Xn  in  Xy  .  .  Xn 
dar,  da  Zly  EJs  0  und  /l^  =]=  0  ist.  Ferner  bilden  sie  eine  Gruppe,  denn 
führt  man  nach  der  Transformation  (32)  die  mit  den  Parametern 
y^ .  .  yn  aus,  so  geht  als  der  Aufeinanderfolge  äquivalent  augenschein- 
lich diejenige  Transformation  hervor,  die  aus  (30)  entsteht,  wenn  man 
darin  y^s  durch  y^,  und  fsu  durch  yi^t  ersetzt.  Wenn  wir  aber  in  (31) 
die  Indices  i  und  l  vertauschen,  so  folgt,  dass 

n  n 

xf  3^*'«  yist  =  xf  y"'^  y^'t    * 
1  1 

ist,  sodass  die  äquivalente  Transformation  so  geschrieben  werden  kann: 

l..n 

Xf"  =2 yiks Ysit Xi yi^y'i      {t=  1,  2  .:n). 

s,i,k,l 

Dies  ist  aber  nichts  anderes  als  eine*  Transformation 


^t"^^  ^  ysitXiZs"   (^  =  1,  2 . .  w) 

1 
aus  der  Schar  aller  Transformationen  (32)  und  zwar  ist  dabei: 

n 

^/'  =22  ^'**  ^*  ^''     (^  =  1 7  2  . .  w) . 
1 

Also  bilden  alle  Transformationen  (32)  eine  einfach  transitive  lineare 
homogene  Gruppe.  Dabei  ist  die  Aufeinanderfolge  der  Transforma.- 
tionen  der  Gruppe  mit  den  Parametern  i/j .  . «/«  bez.  y^' .  .  y„'  äquivalent 
einer  Transformation  der  Gruppe  mit  solchen  Parametern  z^".  .  Zn\ 
dass  sich  die  z". .  0»"  durch  yi.  .yn  und  «//. .  y»  genau  so  ausdrücken 
wie  bei  einer  allgemeinen  Transformation  der  Gruppe  (32)  die  neuen 
Veränderlichen  x^ . .  Xn  durch  die  alten  iCj . .  a;„  und  die  Parameter 
2/i . .  yn'  Also  hat  auch  diese  Gruppe  (32)  jene  besondere  Eigentüm- 
lichkeit, die  der  Gruppe  G^  in  der  Form  (28)  zukam.  D.  h.  auch  die 
Gruppe  (32)  ist.i^re  eigene  Parametergruppe. 
barkeit  Noch    bleibt    übrig    zu    zeigen,    dass    jede    Transformation    der 

Gruppen.  Gruppc  (32)    mit  jeder  Transformation   der   Gruppe  (28)  vertauschbar 
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ist.  Zu  dem  Zweck  üben  wir  zuerst  nacheinander  die  Transformation 
der  Gruppe  (28)  mit  den  Parametern  «/i  •  •  2/n  und  die  der  Gruppe  (32) 
mit  den  Parametern  0^..0„  ans,  indem  wir  also  setzen: 

n 

Xs  =  5/  ^"  V^T^^^iVk      (s  =  1 ,  2  . .  w), 


Elimination  der  Zwischenwerte  x^ .  .  Xn  liefert  als  äquivalente  Trans- 
formation: 

l..n 

(33)  Xt'=^yiHYmXiykZi      {t  =  1,  2  . .  w), 

s,  1, k,  l 

die  im  allgemeinen  weder  der  Gruppe  (28)  noch  der  Gruppe  (32)  an- 
gehört. Wenn  wir  die  Reihenfolge  vertauschen,  also  nacheinander 
setzen : 

n 

Xs  =  ^  yfykisXi^k     (s  =  1,  2  . .  w), 


Xt"=yf^iysitxjyi     {t=  l,  2  .  .  n), 


1 


so  kommt  als  äquivalente  Transformation 


l..n 


(34)  Xt"  =  ^ykisysitXi0kyi      G  =  1,  2  . .  w). 

Sie  ist  mit  (33)  identisch,  denn  in  (33)  hat  Xtyk^i  den  Coefficienten 

n 

^'Yiksyist, 
1 
in  (34)  diesen 

n 

^^yiisyskf 
1 

Beide  Werte  sind  aber  infolge  der  Relationen  (31)  einander  gleich. 

Damit  ist  denn  vollständig  bewiesen,  dass  (32)  die  zur  Gruppe 
(tj  r^ciproke  Gruppe  G^  darstellt.  Hiernach  sind  wir  zu  dem  folgen- 
den Satz  gelangt: 

Satz  4 :    Ein  Paar  zu  einander  reciproker  einfach  transitiver  Gruppen  fuiLung 
von  linearen  homogenen  Transformationen  in  n  Veränderlichen  kann  da-  Truppen' 
durch,  dass  man  in  beide  Gruppen  vermöge  derselben  linearen  homogenen^\omen.  ' 
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• 


Transformation  neue  Veränderliche  x^. .  Xn  einführt,  auf  eine  solche  Form 
gebracht  werden,  dass  die  Gleichungen 

71 

■  x>  ^'^^yiksXiifk    (s  =  1,  2  . .  w) 

vi 

die  eine,  die  Gleichungen 

n 

xj  =^  ^ky^isXiyk    (s  =  1,  2  . .  w) 

die  andere  Gruppe  darstellen,  wenn  jedesmal  y^. .  Pn  die  Parameter  be- 
deuten.   Jede  der  beiden  Gruppen  ist  alsdann  ihre  eigene  Parametergruppe. 

Unendlich  T^^ir  heben  noch   ausdrücklich    hervor,   dass   wir    augenscheinlich 

viele  '  " 

Beductt^n  ^^^  vorgelcgtes  Paar  zu  einander  reciproker  einfach  transitiver  linearer 
homogener  Gruppen  in  n  Veränderlichen  auf  unendlich  viele  Weisen 
auf  ein  Gruppenpaar,  wie  es  in  dem  Satze  angegeben  ist,  durch  Ein- 
führung neuer  Veränderlicher  vermöge  einer  linearen  homogenen  Trans- 
formation zurückführen  können.  Wir  erkennen  aber:  Ist  die  einfach 
transitive  Gruppe  G^  oder: 


x/  =^^yiksXiyk    (s  =  1,  2  . .  w) 
1 

ihre  eigene  Parametergruppe,  und  führen  wir  neue  Veränderliche  x^..Xn- 
vermöge  einer  linearen  homogenen  Transformation 

.  Xi  =  aaXi  +  •  •  +  ainXn     (^  =  1,  ,2  . .  n) 

ein,  so  ist  sie  nicht  mehr  ihre  eigene  Parametergruppe,  sobald  sie 
dabei  überhaupt  ihre  Gestalt  ändert,  denn  die  Parameter  setzen  sich 
ja  wie  vorher  zu  neuen  Parametern  zusammen,  Soll  also  auch  die 
neue  Gruppe  G-^  ihre  eigene  Parametergruppe  sein,  so  muss  man 
gleichzeitig  neue  Parameter  y^-^yn  in  cogredienter  Weise,  d.  h.  durch 
dieselbe  lineare  homogene  Transformation 

Vi  =  aayi  +  •  •  -f  ainVn     (J  =  1,  2  . .  w) 
einführen. 

Das  zu  den  Es  ist  nuumchr  leicht  zu  beweisen,  dass  zu  jedem  Pa^r  reciproker 

Gruppen       .  ^ 

gehörige  cinfttch   transitivcr   linearer   homogener  Gruppen   G^   und  G^  in  rr  Ver- 
System,    ändcrlichcn  ein  Zahlensystem  in  bestimmter  Weise  zugeordnet  ist. 

Wir  haben  ja  gesehen,    dass   wir  in    die    beiden   Gruppen  durch 

dieselbe  lineare  homogene   Transformation  solche  neue  Veränderliche 

Xj^.  .  Xn  einführen  können,  dass  sie  die  Formen 


(35) 
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n 

i 

n 

G^ :     a?/  =  ^  ^  ykü  Xi  yt 


(s=  1,  2..  w) 


annehmen  und  dabei  ihre  eigenen  Parametergruppen  sind. 

Schreiben  wir  die  allgemeine  Transformation  der  Gruppe  G^  ein- 
mal abgekürzt  so: 

x'=  {xy), 

indem  diese  symbolische  Gleichung  die  n  ersten  Gleichungen  (35) 
repräsentieren  soll,  so  drückt  sich  die  Eigenschaft  der  Gruppe,  ihre 
eigene  Parametergruppe  zu  sein,  so  aus:  Die  Aufeinanderfolge  der 
beiden  Transformationen 

x'==  (xy),     x"^  (xy) 

ist  der  Transformation 

X  ={xy  ) 
äquivalent,  wenn 

y"=  (yy) 

ist,  oder  also  es  ist  in  unserer  symbolischen  Schreibweise 

{{xy)y)  =  {x{yy)). 

Diese  Verknüpfungen  (xy)  zweier  Grössenreihen  x^ .  .  a:«,  yi  •  •  yn  be- 
folgen also  das  associative  Gesetz. 

Wir  -setzen  daher  zwischen  n  irreducibelen  Einheiten  e, .  .  e^  die 
Multiplicationsregeln  fest: 

n 

eiCk  =  yf}'ikses     (i,  k  =  l,  2  . .  w). 
Alsdann  stellt  sich  die  Multiplication  der  Zahleji 

X  X^  Cj   ~f~  X^  e^  — |—   •  •  -p  Xn  Cn  f 

!/   =  2/l  ^1  +  ^2^2  H h  y^^n, 

also,  wenn  wir  die  in  §  1  eingeführten  Begriffsbestimmungen  benutzen, 
die  Operation 


X  —  X^  Cj  -f-  •  •  -|-  Xn  Cn  —  Xy 


rechnerisch  so  dar: 


ocs  =  ;^i  y'}  yiks  Xi  yk, 


also  genau  in  der  Form  der  ersten  n  Gleichungen  (35).    Wir  können 
demnach  dem  obigen  Verknüpfungssymbol  (xy)   direct  die  Bedeutung 
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der  Multiplication  xy  in   dem  System  (ßj . .  e„)   unterlegen  und  haben 
für  diese  Multiplication  die  Regel: 

{xy)y  =  x{yy), 

d.  h.  das  associative  Gesetz. 

Ferner  ist  die  Multiplication  umkehrbar,  da  die  ersten  n  Glei- 
chungen (35)  nach  x^. .  Xn  wie  nach  y^-  .  yn  auflösbar  sind.  Die 
Gruppe  (tj  stellt  folglich  die  Multiplication  in  einem  gewissen  Zahlen- 
system von  eben  der  Art  dar,  wie  wir  es  in  §  1  allgemein  definiert 
haben.  Zu  jedem  solchen  Zahlensystem  gehört  nach  §  1  eine  zweite 
zu  (tj  reciproke  einfach  transitive  Gruppe,  die  sich  symbolisch  ao 
darstellt: 

x'==yx.  ' 

Dass  dies  gerade  die  obige  Gruppe  G^  ist,  bedarf  keiner  weiteren  Er- 
läuterung. 
TheOTem  Hiermit  sind  wir  zu  dem  Study 'sehen  Theorem*)  gelangt: 

Theorem  40:  Zu  jedem  Paar  reciproher  einfach  transitiver 
Gruppen  von  linearen  homogenen  Transformationen  gehört  ein 
complexes  Zahlensystem  derart,  dass  die  beiden  Gruppen  durch 
Einführung  derselben  Veränderlichen  vermöge  einer  geeigneten 
linearen  homogenen  Transformation  in  die  eu  einem  Zahlen- 
system gehörigen  beiden  Parametergruppen  übergehen. 

Hiermit  ist  dann  auch  nach  dem  früher  Gesagten  das  Theorem  38 
vollständig  bewiesen. 

Ein  vorgelegtes  Zahlensystem  (e^ .  .  e„)  kann  seine  äussere  Gestalt 
dadurch  erheblich  ändern,  dass  man  statt  e^..en  irgend  welche  n  andere 
Zahlen  des  Systems  als  Einheiten  benutzt,  zwischen  denen  keine  lineare 
homogene  Relation  besteht,  indem  man  also  etwa 


ej==^ajie,      0'=  1,  2  . .  n) 


setzt,  sobald  man  nur  die  Constanten  «^  so  wählt,  dass  ihre  Deter- 
minante nicht  verschwindet.  Wählt  man  diese  n  von  einander  linear 
unabhängigen  Zahlen  e^.  .€„  des  Systems  als  Einheiten,  so  ändern  sich 
natürlich  die  Multiplicationsregeln  der  Einheiten.  Aber  wir  werden 
das  System  (e^ . .  e„)  trotzdem  nicht  als  wesentlich  verschieden  vom 
System  (e^ . .  e„)  betrachten.  Vielmehr  rechnen  wir  zwei  Zahlensysteme, 
die  aus  einander  durch -andere  Auswahl  der  Einheiten  hervorgehen,  zu 


*)  Study  a.  a.  0.  S.  202. 
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demselben  Tyjms.     Kennt  man  ein  System  des  Typus,  so  kennt  man^ypus  eines 
ja  sofort  alle  Systeme  desselben. 

Für  die  mit  dem  Systeme  verbundenen  Gruppen  Gj^  und  G^  kommt 
die  Einführung  neuer  Einheiten  darauf  hinaus,  dass  statt  der  Ver- 
änderlichen und  Parameter  der  Gruppe  durch  eine  gewisse  lineare 
homogene  Transformation  gleichzeitig  neue  Veränderliche  und  Para- 
meter eingeführt  werden,  wodurch,  wie  wir  wissen,  wieder  zu  einander 
reciproke  Gruppen  hervorgehen,  die  ihre  eigenen  Parametergruppen 
sind.  Da  nun  zwei  lineare  homogene  Gruppen  mit  einander  (inner- 
halb der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe)  gleichberechtigt  sind, 
wenn  sie  durch  lineare  homogene  Transformation  in  einander  über- 
gehen, so  rechnen  wir  sie  zu  demselben  Typus.  Daher  gehören  zu 
Zahlensystemen  desselben  Typus  offenbar  auch  Gruppen  desselben 
Typus. 

Wenn  wir  ferner  das  Zahlensystem  dadurch  abändern,  dass  wir 
in  der  Multiplicationsregel 


"yikses    (i,  Je  =  1,  2  . .  w) 
1 ' 

d  und  Bk  links  vertauschen,  so  kommt  das  darauf  hinaus,  dass  wir 
allgemein  als  Product  zweier  Zahlen  x,  y  des  Systems  nicht  das  frühere 
Product  xy,  sondern  das  Product  yx  betrachten.  Nach  wie  vor  gilt 
dann  das  associative  Gesetz.  Denn  multiplicieren  wir  in  dem  neuen 
Sinne  yx  ferner  mit  0,  so  kommt  z(^yx),  und  dies  ist  gleich  {ßy)x. 
Die  Abänderung  kann  auch  so  ausgesprochen  werden:  Wir  ersetzen 
jedes  yiks  durch  das  entsprechende  y^,,  d.  h.  wir  vertauschen  die 
Gruppen  G^  und  G^  mit  einander.  Das  so  hervorgehende  Zahlen- 
system heisse  das  zum  ursprünglichen  reciproke  System.  Da  es  keine 
wesentlichen  Verschiedenheiten  von  jenem  darbietet,  so  rechnen  wir 
es  zu  demselben  Typus  wie  das  ursprüngliche  System.  Es  folgt 
also  noch 

Satz  5 :     Zu  je  zwei  Zahlensystemen  desselben  Typus  gehören  zwei  ^ez.  zw. 
Paare  reciproJcer  einfach  transitiver  Gruppen,  die  durch  eine  lineare  homo-  Systemen 

m  /•  •  •  •  und 

gene  Transformatton  tn  einander  übergehen,  011  je  zwei  Systemen  verschie-  oruppen- 
dener  Typen  aber  zwei  Gruppenpaare,  die  nicht  durch  eine  lineare  homo- 
gene Transformation  in  einander  überführbar  sind. 

§  4.    Beispiele  von  Zahlensystemen. 

Lie  hatte  schon  lange  allgemeine  Methoden  zur  Aufstellung  aller twetfaciie 
Untergruppen  einer  gegebenen  Gruppe  entwickelt.    Diese  Bestimmungtw'syJt'emJ! 

41* 
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hatte  er  u.  A.  vollständig  durchgeführt  für  die  allgemeine  lineare 
homogene  Gruppe  in  zwei  und  drei  Veränderlichen,  ferner  hatte  er 
ausführliche  Andeutungen  für  den  Fall  von  vier  Veränderlichen  ge- 
geben. Es  war  also  von  vornherein  klar,  dass  die  Bestimmung  der 
Zahlensysteme  in  zwei  und  drei  Einheiten  keinerlei  und  der  in  vier 
Einheiten  nur  geringe  Schwierigkeiten  bieten  konnte.  Es  handelte 
sich  ja  nur  darum,  unter  den  eben  erwähnten  Untergruppen  der 
linearen  homogenen  Gruppen  diejenigen  einfach  transitiven  heraus- 
zugreifen, in  deren  Gleichungen  auch  die  Parameter  linear  auftreten. 
Diese  auf  Zahlensysteme  zurückzuführen,  machte  dann  keine  Mühe. 
Die  Rechnung  wurde  durch  die  aus  der  Form  der  Gruppen  des  Zahlen- 
systems unmittelbar  entspringende  Bemerkung  von  Lie  erleichtert, 
dass  es  sich  um  die  einfach  transitiven   linearen   homogenen  Gruppen 

Xa/'=  ^klPi  H h  ^knPn        (^  ==  1,    2  .  .  W) 

handelt,  deren  endliche  Transformationen  die  Form  besitzen: 

Xi'=  yi^ii  +  •  •  +  yn^ni     (*  =  1,  2  . .  n), 

unter  y^.  .y»  die  Parameter  verstanden.  Fragt  es  sich,  ob  eine  ein- 
fach transitive  Gruppe 

n 


zu  einem  Zahlensystem  gehört,  so  hat  man  also  nur  zu  untersuchen, 
ob  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  diese  sind: 

n  /      n  \ 

Xi  =2  2^*  (  ^«*y^>  )      («  =  1 ,  2  . .  w) , 

unter  y^.  .  y»  die  Parameter  verstafiden.  Ist  dies  der  Fall,  so  gehört 
nämlich  infolge  des  Theorems  38  zu  der  betreffenden  Gruppe  ein 
Zahlensystem.  Durch  Einführung  passender  linearer  homogener  Func- 
tionen der  Xi  .  .  x„  als  neuer  x^  .  .  Xn  bringt  man  sie  dann  auf  die 
nötige  Form  der  Gruppe  X^f.  .  Xnf  eines  Systems. 

Es  ist  also  klar,  dass  implicite  durch  Lie 's  Arbeiten  das  Problem 
der  Bestimmung   aller   Zahlensysteme .  in   2   und  3  Einheiten   erledigt 
und  für  die  Systeme  in  4  Einheiten  wenigstens  in  hohem  Masse  vor- 
bereitet worden  war. 
Andere  Man  kann  aber  auch  darauf  ausgehen,  direct  die  Systeme  zu  be- 

Techunnga- stimmen,  ohne  die  Beziehungen  zur  Gruppentheorie  zu  verwerten,  indem 

methoden.  .  , 

man  den  eigentümlichen  Algorithmus  der  Systeme  benutzt.  In  der 
That  sind  von  verschiedenen  Autoren  verschiedene  Wege  bei  der  Be- 
stimmung der  Systeme  eingeschlagen  worden. 
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Die  Systeme  in  gwei  Einheiten  scheinen  zuerst  und  zwar  vor  1880  ^^ic^g***" 
von  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  über  Functionentheorie  auf- ^'^^^^j^^^^®^ 
gestellt    worden    zu    sein.     Unabhängig    davon    berechnete    Cayley  *y'''^y^*^'"®- 
1883  ebenfalls  diese.     Die  Systeme  in  drei  und  vier  Einheiten  wurden 
zum   ersten  Male   von  Study**)    1889   aufgestellt.     Er   bediente   sich 
dabei  einer  directen  Methode  durch  Benutzung  der   charakteristischen 
Gleichung    eines  Systems,    von    der  wir  unten  sprechen  werden.     Un- 
abhängig   davon   berechnete   Scheffers***)   noch  einmal  die  Systeme 
in  drei  Einheiten,  indem  er  von  der  Lie'schen  Aufstellung  aller  linearen 
homogenen    Gruppen    in    drei  Veränderlichen    ausging.      Alsdann    be- 
stimmte Scheffers f)   auf  einem  zwar  auf  gruppentheoretische  Sätze 
sich  stützenden,  aber  von  der  Lie'schen  Aufstellung  der  linearen  homo- 
genen  Gruppen   unabhängigen  Wege  1889   nochmals   die  .  Systeme   in 
vier  Einheiten  und  stellte  zugleich  alle  Zahlensysteme  in  fünf  Einheiten 
auf.     Weiter  ist  man  bis  heute  nicht  gegangen. 

Es  giebt  aber  gewisse  Classen  von  Zahlensystemen,  deren  allge- 
meine Form  man  in  beliebig  vielen  Veränderlichen  untersucht  hat. 
Um  diese  Classen  zu  charakterisieren,  müssen  hier  noch  einige  Be- 
griffe erklärt  werden: 

Wählt  man  in  einem  Systeme  (e^ .  .  e«)  eine  allgemeine  Zahl 
X  =  x-^^e^  -j-  x^e^  ~f~  •  ■  "7"  Xnen 

und  bildet  die  Producte  xx,  xxx...  oder  kürzer  geschrieben  x^,  x^..., 
so  wird,  da  das  System  nur  n  Einheiten  besitzt,  also  zwischen  höch- 
stens w  -f-  1  Zahlen  des  Systems  stets  eine  lineare  Gleichung  mit  ge- 
wöhnlichen Coefficienten  besteht,  mindestens  die  w*®  Potenz  af*  sich 
linear  durch  den  Modul  b,  sowie  durch  x,  x?  •  •  x^~^  in  der  Form  aus- 
drücken lassen: 

in   der  ^j,  i^g  . .  i/>„   gewöhnliche  Coefficienten   sind,   nämlich   offenbar 
gewisse    ganze    Functionen    von    x^.  .Xn.     Aber   es    kann    schon   eine 
frühere  Potenz,    sagen  wir  die  1^,   a^,  von  den  vorhergehenden   und 
dem  Modul  £  abhängig  sein: 
(36)  a;*  =  9)ia:*-i  +  9)2a:*-2 -I 1_  ^^^^ 

Hierin  sind  dann  tp^,  qog  •  •  9*   wieder  gewisse  ganze  Functionen   der 

*)  On  double  algebra.    Proceed.  of  the  Lond.  Math.  Soc.  XV,  S.  185—197. 
**)  Über  Systeme  von  complexen  Zahlen.     Gott.  Nachr.  1889,  S.  237—268. 
***)  Zur  Theorie  der  aus  n  Haupteinheiten  ableitbaren  höheren  complexen  Zahlen. 
Leipz.  Ber.  1889,  S.  290—307. 

t)  Über  die  Berechnung  von  Zahlensystemen.    Leipz.  Ber.  1889,  S.  400—457. 
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gewöhnlichen  Zahlen  rri..a;„.     Ist  dies   die  niedrigste  Potenz,  so  ist 

cpk  =1^  0,  da  sonst  durch  Division  mit  x  eine  niedere  Gleichung  hervor- 

Grad  des  nringe.     Die  Zahl  Je  heisst  nun   der  Grad  des  Systems.     Er  ist  an  die 

Systems.    =      o  ^ 

Grenzen  gebunden 
me'c*^r  ^^®  Gleichung  (36)   heisst   die    (reducierte)   charakteristische   Gleichung 

des  Systems.^    SystcmS. 

In  ihr  treten  als  nicht  gewöhnliche,  sondern  höhere  Zahlen  nur 
die  Potenzen  x^,  x^~^ . .  .  x  auf,  denen  sich  als  „nullte"  Potenz  der 
Modul  af^  =  E  zuordnen  lässt.  Fassen  wir  also  für  den  Augenblick 
einmal  x  auch  als  eine  gewöhnliche  Zahl  u  auf,  so  liegt  eine  Gleichung 
Ä;*«''  Grades 

?/  =  g),  M*~^  -f-  (p^u^~^  +  •  •  +  9^* 

vor,  die  Tc  Wurzeln  u^. .  Uk  im  gewöhnlichen  Zahlengebiet  besitzt.  Es 
ist  alsdann 

Wi  +  ^2  H f-  w*  =  <30i, 

Ml  Mg  +  WjMg  +  •  •  +  Uk-iUk  =  —  fpi 

u.  s.  w.  Deshalb  kann  die  charakteristische  Gleichung  (36)  auch  so 
geschrieben  werden: 

(37)  (X  Mj  s)  (X  1*2«)  ■  '  (X  UjcS)  =  0. 

Man  darf  aber  hieraus  nicht  schliessen,  dass  a?  =  Mjf  oder  u^s  u.  s.w. 
ist.  X  ist  ja  eine  allgemeine  Zahl  des  Systems,  während  Wj,  Wg  •  •  ^*t 
gewöhnliche  Functionen  der  gewöhnlichen  Zahlen  x^  .  .  Xn  sind.  Mau 
sieht  also,  dass  in  jedem  Zahlensystem  ein  Product  Null  sein  kann, 
ohne  dass  einer  der  Pactoren  Null  ist.  Diese  Bemerkung  sieht 
Hankel*)  als  die  Antwort  auf  die  Gauss'sche  oben  erwähnte 
Frage  an. 

Der  Grad  7i  des  Systems  hat  übrigens,  wie  Study**)  hervorhob, 
noch  eine  besondere  Bedeutung:  Es  ist  7c  die  Stufenzahl,  also  k —  1 
die  Dimensionenzahl  des  kleinsten  ebenen  Raumes,  in  dem  die  Bahn- 
curve  eines  Punktes  (aj^  . .  Xn)  bei  einer  allgemeinen  eingliedrigen 
Untergruppe  einer  der  Gruppen  des  Zahlensystems  enthalten  ist,  vor- 
ausgesetzt, dass  man  ic,  .  .  a?„  als  cartesische  Punktcoordinaten  deutet. 

Wir  können  nunmehr  die  Problemstellung  in   mehreren  neueren 
Arbeiten  genauer  angeben: 
Systeme**         lu  scincm   citiertcu  Briefe   (1884)  beschränkt  sich  Weierstrass 


*)  Hankel,  a.  a.  0.  S.  108. 
**)  Leipz.  Ber.  a.  a.  0.  S.  194. 
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auf  die  Systeme,  die  erstens  commutativ  sind,  zweitens  den  Grad  k  =  n 
besitzen  und  bei  denen  drittens  die  h  =  n  Wurzeln  ^l^ .  .  u„  sämtlich 
von  einander  verschieden  sind.  Er  hätte  übrigens  die  erste  Annahme 
nicht  zu  machen  brauchen,  da  sie  eine  Folge  der  beiden  andern  ist. 
Die  Systeme  Weierstrass'  lassen  sich  sämtlich  durch  Einführung  passen- 
der Einheiten  e-^..e„  auf  die  allgemeine  Form  bringen,  dass  jedes 
Ci^  =  Ci,  aber  6,6^  =  0  für  i  =^Jc  ist. 

Study*)    hat    1889   alle  Zahlensysteme   bestimmt,   deren  Grad  Je  ^^^^^ 
gleich  der  Anzahl  n  der  Einheiten  ist,  unter  denen  also  als  Specialfälle 
die    Weierstrass'schen    Systeme    vorhanden    sind.      Ferner    bestimmte 
Scheffers**)    1891  alle  Zahlensysteme ^  deren  Grad  Je  um  Eins  Jcleiner ^.^J^^J^'^^^ 
als  die  Anzahl  n  de>'  Einheiten  ist,  und  führte  das  entsprechende  Pro- 
blem für  Je  =  n  —  2  soweit  durch,  dass  nur  noch  unwesentliche  klei- ,  ^y**^'"^^ 
nere  Rechnungen   übrig   blieben.     Ebenso    bestimmte    er***)    die    all- 
gemeine Form  der  Systeme,  deren  Grad  Je  =  2  ist.  ^/=T* 

Man  kann  endlich  gewisse  allgemeine  Sätze  über  die  Structur  der 
Zahlensysteme  aufstellen.  In  dieser  Richtung  sind  die  Arbeiten  von 
Scheffers  (1889)  und  Molien  (1892) f)  zu  nennen.  Auf  diese  Unter- 
suchungen kommen  wir  im  nächsten  Paragraphen  zurück. 

Wir  haben  in  diesem  Werke  alle  linearen  homogenen  Gruppen  in 
2  und  3  Veränderlichen  bestimmt  und  wollen  sie  nunmehr  benutzen, 
um  alle  Zahlensysteme  in  2  und  3  Einheiten  daraus  abzuleiten.  Diese 
Berechnung  kommt,  wie  wir  wissen,  im  Wesentlichen  darauf  zurück, 
vermöge  einer  passenden  linearen  homogenen  Transformation  neue 
Veränderliche  in  die  betreffenden  Gruppen  einzuführen. 

Zunächst  bestimmen  wir  die  Systeme  in  zwei  Einheiten.  Systeme 

•^  m  zwei 

Wir  haben  aus  der  Schar  aller  Typen  von  linearen  homogenen  Einheiten. 
Gruppen  in  zwei  Veränderlichen  x^,  x^  die  einfach  transitiven  heraus- 
zugreifen. In  Theorem  16,  §  4  des  5.  Kap.,  sind  alle  jene  Typen  auf- 
gestellt. Da  wir  wissen,  dass  die  in  Frage  kommenden  Gruppen  in 
iCj,  x^  (wegen  der  Existenz  des  Moduls  s  im  Systeme)  die  infinitesi- 
male Transformation  Xf^p^  +  ^21^2  enthalten  müssen,  so  kommen  von 
jenen  Typen  nur  die  dort  mit  4)  und  5)  bezeichneten  in  betracht: 

I)  x^p^     x^p^  +  x^p.„ 
11)  x^p^  x^p^. 

*)  Gott.  Nachr.  a.  a.  0.  S.  262. 

**)  Zurückfuhrtmg    complexer    Zahlensysteme    auf   typische    Formen.      Math. 
Ann.  39,  S.  335  ff. 

***)  Ebenda  S.  342  ff. 
f)  Über  Systeme  höherer  complexer  Zahlen.    Math.  Ann.  41,  S.  83 — 156. 
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Es  treten  in  den  endlichen  Gleichungen  beider  Gruppen  die  Para- 
meter linear  auf.  Um  dies  zu  sehen,  haben  wir  nur  nach  der  an  die 
Spitze  dieses  Paragraphen  gestellten  Bemerkung  von  Lie  die  end- 
lichen Gleichungen  zu  bilden.  Sie  würden,  wenn  «/i  und  y^  die  Para- 
meter bedeuten,  bei  der  Gruppe  I)  diese  sein  müssen: 

^/=  a^i«/2>      ^2'=  ^iVi  +  ^2^2. 

Man  verificiert  sofort,  dass  dies  die  endlichen  Gleichungen  von  I)  sind. 
Entsprechend  sind  • 

Xi  =  x^  y^ ,     X2  ==■  X2  2/2 

die  von  II).  Zu  I)  und  II)  gehören  daher  wirklich  Zahlensysteme 
und  zwar,  da  beide  Gruppen  aus  vertauschbaren  Transformationen  be- 
stehen, also  die  reciproken  Gruppen  mit  ihnen  selbst  zusammenfallen, 
Systeme,  in  denen  die  Multiplication  insbesondere  commutativ  ist. 

Um  die  Systeme  selbst  zu  erhalten,    führen  wir  vermöge    einer 

•linearen  homogenen  Transformation  neue  Veränderliche  j^,  J2   ^^^  ^^ 

der  Art,  wie  es  in  §  3  in  Formel  (26)  oder  (26')  geschah.     Wir  ver- 

Erster    stehen  also  unter  x-,^,  x^  zwei  Constanten  und  setzen  bei   der  ersten 

Gruppe 

•*'l  '*'l    t2>        •*'2   •*'l    Cl   T^   '^'2    C2' 

Insbesondere  können  wir,  ohne  die  Auflösbarkeit  dieser  Gleichungen 
zu  zerstören,  x^  =  1,  x^  =  0  wählen.     Dann  aber  kommt  einfach 

^1   =  £2»       «^2  ^^  ?!• 

Die  Gruppe  lautet  in  den  neuen  Veränderlichen,  wenn  wir  diese  wieder 
statt  mit  Ji,  J2  ™i^  ^u  ^2  bezeichnen: 

Xi  —  ^2^1  "T"  "^iVi}      "^i  —  -^^yi- 

Aus  unserer  allgemeinen  Theorie  folgt,  dass  diese  Gruppe  mit  den 
Parametern  y^,  y^  ihre  eigene  Parametergruppe  ist.  Wir  überlassen 
dem  Leser,  dies  durch  successive  Ausführung  zweier  Transformationen 
der  Gruppe  zu  verificieren.  Die  Multiplicationsregeln  des  zugehörigen 
Zahlensystems  ergeben  sich  nun,  wie  zum  Schluss  des  §  3  auseinander- 
gesetzt wurde:  Der  Wert  von  eiek  geht  danach  hervor,  wenn  wir  den 
Coefficienten  von  Xiyic  in  der  ersten  Gleichung  mit  e^,  in  der  zweiten 
mit  62  multiplicieren  und  sie  dann  addieren.  So  erhalten  wir  un- 
mittelbar: 

Man  kann  verificieren,  dass  dies  System  dem  associativen  Gesetz 
{eiBkjef  =  ei{ekej)  genüge  leistet.     Z.  B.  ist: 
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also    (6,62)62  =  ^1(^2  62). 

Die  allgemeine  Multiplicationsregel  ist  hier  diese : 

{x^e^  +  0^262)  («/iCi  +  2/2^2)  ==  (^2«/i  +  ^1^/2)  «1  +  ^2«/2e2. 
Die  Coefficienten  von  e,  und  e^   sind,    wie   es   sein   muss,    die  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  der  Gruppe  in  ihrer  letzten  Form. 

Um  das  System  in  übersichtlicher  Form  zu  schreiben,  wenden 
wir  eine  Tafel  an,  in  die  wir  das  Product  6,6^  im  Schnitt  der  i*®'^  Reihe 
mit  der  Ä;*®"*  Zeile  eintragen: 


(I) 


Wir  kommen  zur  zweiten  Gruppe: 

Xi  =  Xj^l/i,       X2  =  ^2?/2- 

Diese  ist  schon  von  vornherein    ihre    eigene   Parametergruppe,    denn 
setzen  wir  noch 

ir ff  II /       / 

x^  =  x^y^,    X2  =  X2  ^2  7 
so  giebt  die  Elimination  von  x^',  x^  sofort: 


1 

2 

1 

0 

^1 

2 

^1 

^2 

Zweiter 
Fall. 


oder 


wo 


x^  —  ^xVi  )    ^2  —  ^2^/2  > 

yi'^yiVi,  y^'= 


ist.  Daher  ist  die  Gruppe  schon  die  eines  Zahlensystems  e,,  62-  Das 
Product  eißk  ergiebt  sich  nach  der  oben  ausgesprocheneji  Regel.  Wir 
finden : 

61  6|  =  ßj,       6,62  ^^^  ^)       ^2^1  ^^'^^  ^ }       ^2^2  ^^^  ^2 

oder  in  Tafelform: 


(11) 


Hiermit  sind  alle  Zahlensysteme  in  zwei  Einheiten  bestimmt. 
Das  System  (II)  geht  durch  Einführung  von  6,+  e^  und  i{e^ — e^ 
als  Einheiten  e,  und  e^  über  in  das  System: 


1     2 

1 

e,     0 

2 

0     63 

1 

2 

1 

^1 

>2 

2 

^2 

—  «1 

in  drei 
Einheiten 
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Dieses  System  hat  dieselben  Multiplicationsregeln  wie  das  System  der 
gewöhnlich  complexen  Zahlen  a -\- ßi,  wenn  man  in  ihnen  1  und  * 
als  Einheiten  auffasst.     (Vgl.  das  Beispiel  in  §  1.) 

1^"*/™^  ^^^   kommen   zur   Bestimmung   aller  Zahlensysteme  in  drei  Ein- 

heiten. 

In  §  3  des  19.  Kap.  sind  alle  linearen  homogenen  Gruppen  in 
drei  Veränderlichen  aufgestellt  worden.  Von  diesen  kommen  nur  die 
einfach  transitiven  in  betracht.  Da  wir  ferner  wissen,  dass  das  Zahlen- 
system einen  Modul  s  besitzt,  so  muss  das  System  insbesondere 
Ü^XiPi-\-  x^P2  -{-  x^po^  enthalten,  denn  dies  ist  das  Symbol  der  in- 
finitesimalen Transformation  x  =  x{s  -j-  dt).  Demnach  haben  wir  aus 
jener  Zusammenstellung  in  §  3  des  19.  Kap.  nur  die  transitiven  Typen 
unter  VII  auszuwählen,  die  U  enthalten.     Dies  sind  die  folgenden : 

1)  XsP2       ^sPl   +  ^lP2  ^1  Pl  +  ^2P2  +  ^sPs, 

2)  O0iP2       ^sPl   +  ^2i>2  ^iPl   +  ^2P2  +  ^äPa, 

3)  XiP^      X^Pi  +  x^p^  XiPi  +  x^p^  +  x^ps, 

4)  XsP2     ax^p^  -f-  hx^p^    x^p^  +  ^2^2  +  ^si^s, 

5)  X^Pi       X^ P2       X^  _Pi  +«^2^2+  ^3 i>3  1 

6)  x^p^     X2P2    x^p^, 

V    ^3  Pl  +  ^lP2      ^2Ä  —  ^SPS       ^1  Pl  +  ^2  2^2  +  ^3  Ps  • 

Aber  es  kommen  von  diesen  nur  die  Typen  in  betracht,  deren  end- 
liche Gleichungen  die  Parameter  linear  und  homogen  enthalten.  Da- 
nach ist  z.  B.  2)  nicht  brauchbar.  Denn  wenn  die  Gruppe  2)  in  ihren 
endlichen  Gleichungen  die  Parameter  linear  enthielte,  so  müssten  sich 
diese  endlichen  Gleichungen  nach  der  oben  vorausgeschickten  Be- 
merkung so  schreiben  lassen: 

a/j  =%  2/2  "1    •^12/3» 
^=^3^1  +  ^22/2  +  ^2^3, 

wobei  unter  t/j,  y^,  y^  die  Parameter  verstanden  sein  sollen.  Aber 
diese  Gleichungen  stellen,  wie  man  sofort  verificieren  kann,  gar  keine 
Gruppe  dar.  Derselbe  Misserfolg  ergiebt  sich  bei  3)  und  7).  Die 
Gruppe  4)  ist,  wie  man  analog  sieht,  nur  dann  zulässig,  wenn  6  =  0 
oder  aber  h  =  a  ist.  Alle  anderen  Gruppen  liefern  Systeme.  Es 
kommen  also,  wenn  wir  die  Gruppen  etwas  anders  ordnen,  nur  diese 
5  Typen  in  betracht: 
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I)  x^pi  x^p.,    x^pi  +  x^p^  4-  x^p^, 

II)  argPä  x^pi  +  x^p^     a^ii),  +  x^p^  +  x^p^, 

III)  a^aiJg  aJiPi  +  x^p^     x^p^  +  ^2^2  +  %Ä) 

IV)  x^p^  x^p^     x,p^  +  x^p^  +  a^siJg, 
V)  a^i^i  x^p^     a^aPg. 

Von  diesen  5  Gruppen  bestehen  alle  mit  Ausnahme  von  III)  aus 
vertauschbaren  Transformationen.  Es  giebt  also  in  drei  Einheiten 
vier  commutative  und  ein  nicht- commutatives  Zahlensystem. 

Zu  ihrer  Bestimmung  verfahren  wir  genau  so  wie  oben  bei  zwei 
Einheiten.  Wir  lesen  zunächst  sofort  die  endlichen  Gleichungen  der 
Gruppen  ab  und  führen  dann  passende  neue  Veränderliche  ein. 

So  liefert  I)  die  endlichen  Gleichungen: 

^2  '^^  ^3^2    I    ^22/3; 

^3  ''^^  ^3^3* 

Diese  Gruppe  hat  schon  die  Form  der  Gruppe  eines  Zahlensystems, 
Man  kann  dies  einmal  direct  einsehen,  indem  man  zwei  Transforma- 
tionen nach  einander  ausführt  und  die  Parameter  der  äquivalenten 
Transformation  berechnet.  Es  ergiebt  sich  aber  auch,  wenn  man  die 
neuen  Veränderlichen  j^,  J2;  £3  einführt,  indem  man  die  Hülfsgrössen 


0 


=  x^  =  0,   x^  =  1   wählt,   denn   dann   kommt  x^  =  j, 


Xa 


a;g  =  J3,  Das  Product  e,ei  ist  nun  sofort  abzulesen,  wie  früher.  Man 
multipliciert  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  mit  Cj,  63»  %j  addiert 
sie  dann  und  wählt  den  Factor  von  Xiyk  aus.     So  kommt: 

^2^2  ^^  ^; 


e^e. 


6«  Co 


CjCg        ^3^1 


)  O1   Co  Ca 


Co  Co 


1  Co  Co 


Co  Co  Co 


oder  die  Tafel: 


(I) 


1 

2 

3 

1 

0 

0 

«1 

2 

0 

0 

^2 

3 

«i 

^2 

H 

Beim  Typus  11)  kommt  das  System 


(11) 


1 

2 

3 

1 

0 

0 

^1 

2 

0 

^1 

^2 

3 

^1 

^2 

^3 

Erster 
FaU. 


Zweiter 
FaU. 
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Dritter 

Fall. 


Typus  III)   liefert   ein   nicht- com mutatives   System.     Man   erhält 
zunächst  als  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe: 

Wir   wählen    die   Hülfsgrössen   x^^  =  x^^  =  1 ,    x^  =  0,    führen    also 
?i;  £2>  ?3  ein  vermöge: 

^1  ''^  ?2  "r  £3? 

^2  ^^  ?i? 

%  "^^  Es 

und  erhalten,   wenn  wir  die  neuen  Veränderlichen  wieder  mit  x  statt 
j  bezeichnen: 

Xy  ==  3^3 i/i  -|-  Xy y^  -t"  x^y^, 

^2  ^^  ("^2  ~r  ^3)2/2    1    ^22^3 > 
also : 


«161  = 

=  e 

2^1 

=  0, 

^1^2  ~ 

=  e^e^ 

==    ßg^j     =    ^1> 

^2^2  ~ 

~  ^2^3 

'^^  ^3^2  ^"^  ^2> 

daher  die  Tafel: 

^3^3  " 

=  e 

3> 
1 

2     3 

T 

0 

0     ., 

2  61 

^2     ^2 

3    61 

^2     % 

Wir  wollen  die  Tafel 

etwas 

umformen.    Als   ( 

lieh  ßg  —  63  benutzt. 

Dann  ko 

mm 

t,  da 

(^8  ^2)^1  ^1>       (^3  ^2/^2  ^J 

^1  (63  —  ^2)  =  0;       «2(^3  —  «2)  =  0, 
(gg  62)  (^3  ^2}  ^^^  ^3  ^2 


ist,  die  Tafel: 
(III) 


Aus  gewissen  Gründen,   die  wir  hier  nicht  angeben  wollen,  ist   dies 
die  vorzuziehende  Form  des  Systems.    Will  man  eine  symmetrischere 


1 

2 

3 

1 

0 

0 

^1 

2 

«1 

^2 

0 

3 

0 

0 

^8 
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Form  haben,   so  kann  man  in  dem  neuen  System   e^  —  e^   als  e^   und 
63  4"  ^2  als  63  benutzen,  wodurch  sich  ergiebt: 

I       \ 2^  3 

0     e,      e, 


(iir) 


Der  Typus  IV)  giebt  zunächst  die  Tafel: 


Vierter 
FaU. 


1 

2 

3 

1 

0 

0 

^1 

2 

0 

^2 

«2 

3 

«1 

^2 

«3 

Wenn  man  aber  e^  mit  e^  vertauscht  und  e^  —  e^  als  e^  benutzt,  so 
kommt  die  vorteilhaftere  Form: 


(IV) 


1 

2 

3 

1 

h 

0 

0 

2 

0 

0 

«2 

3 

0 

«2 

63 

Endlich  liefert  Typus  V)  sofort: 


Fünfter 
FaU. 


1 

2 

0 

0 

1 

^1 

0 

u 

2 

0 

^2 

0 

3 

0 

0 

^3 

(V) 


Damit  sind  alle  Zahlensysteme  in  drei  Einheiten  gefunden.  Nur 
der  dritte  Typus  ist  nicht  commutativ.  Zu  ihm  gehören  also  zwei 
verschiedene  Gruppen  aus  nicht  sämtlich  vertauschbaren  Transforma- 
tionen. Da  aber  oben  nur  eine  solche  Gruppe,  die  Gruppe  III),  auf- 
trat, so  folgern  wir:  Die  beiden  zu  einander  reciproken  Gruppen,  die 
zum  System  (III)  gehören,  gehen  durch  eine  gewisse  lineare  homogene 
Transformation  in  einander  über.  Anders  ausgedrückt:  Das  dritte 
System 


1 

2 

3 

1 

0 

0 

61 

2 

«1 

^2 

0 

3 

0 

0 

«3 

kann  dadurch  in  das  dazu  reciproke 
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1 

2 

3 

1 

0 

^1 

0 

2 

0 

«2 

0 

3 

«1 

0 

^3 

verwandelt  werden,  dass  man  geeignete  neue  Einheiten  einführt.  In 
der  That,  wenn  mau  e^  mit  %  vertauscht,  so  geht  aus  dem  System 
das  reciproke  hervor. 

Von   den  Systemen   in   vier  Einheiten    wollen    wir   nur    eines    er- 
wähnen, nämlich   das   unter   mehreren  Gesichtspunkten   überhaupt  in- 
Hamiiton's  tercssantcste  Zahlensystem,  das  System  der  Hamilton^ sehen  Quaternionen. 
nionen.  Wir  wissen,  dass  eine  viergliedrige  Gruppe  entweder  integrabel  ist 

oder  aber  auf  die  besondere  Zusammensetzung  gebracht  werden  kann: 

(Xl  Xg)    ^E    Zg  f,  (^2  Xg)    ^    Xl  f,  (Zg  Xj)    ^    Xj  /) 

(X,XJ  =  (X2X,)  =  (XgX,)-0. 

(Vgl,  Satz  11,  §  3  des  20,  Kap.)  Man  kann  zeigen,  worauf  wir  aber 
nicht  eingehen,  dass  in  vier  Veränderlichen  alle  einfach  transitiven 
linearen  homogenen  Gruppen  von  dieser  Zusammensetzung,  deren  reci- 
proke Gruppen  auch  linear  homogen  sind,  mit  einander  vermöge  einer 
ebenfalls  linearen  homogenen  Transformation  ähnlich  sind,  also  das- 
selbe Zahlensystem  liefern.  Dies  ist  das  Hamilton'sche  System,  Um 
es  aufzustellen,  wird  es  also  genügen,  ein  Paar  zu  einander  reci- 
proker  linearer  homogener  Gruppen  in  a?!,  x^,  x^,  x^  aufzusuchen,  das 
die  obige  Zusammensetzung  besitzt.  Ein  solches  Paar  liefert  uns  nun 
folgende  Betrachtung: 
projective  \Yij.   suchen   alle   infinitesimalen   prqjectiven    Transformationen    des 

einer  Fiächej^^^^gg   ^{ß  gj^g  Fläckc  gweiten  Grades  in  Ruhe  lassen,  und  lösen  damit 

2.  Grades.  '  ' 

ein  an  sich  interessantes  Problem  der  Gruppentheorie.  Bekanntlich 
kann  man  stets  solche  homogene  Coordinaten  x^,  x^,  x^,  x^  einführen, 
dass  die  Fläche  zweiten  Grades  (die  kein  Kegel  sein  oder  zerfallen 
soll)  die  Gleichung  erhält: 

Eine  infinitesimale  projective  Transformation  des  Raumes  hat  die  all- 
gemeine Form 

Xf^^^^kaikXkPi 


(vgl.    §  4   des    19.  Kap.).     Sie   lässt   die    Fläche   zweiten    Grades    in- 
variant, wenn 


oder 
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X{x,'  +  ^2'  +  ^3'  +  ^/) 


^XiXxi 


oder  endlich 

1 

vermöge  der  Gleichung  der  Fläche  verschwindet.     Da  dieser  Ausdruck 

homogen  vom  zweiten  Grade  ist,   so  kann  dies  nur  so  zugehen,  dass 

identisch 

4 

^i^ccikXkXi  =  q(xi^  -j-  x^  +  xi  +  xl) 
1 

wird.     Dies  liefert: 

«/i  +  o-ki  =  0     für     i^'k,      an  =  q 

(i,  ä;=1,  2,  3,4). 

Jede  infinitesimale  projective  Transformation,  welche  die  Fläche  in 
Ruhe  lässt,  ist  also  linear  aus  den  folgenden  ableitbar: 

XiPk  —  XkPi     (i,  Jc=l,  2,  3,  4;  i=^k), 

Diese  erzeugen  natürlich  eine  Gruppe.  Sie  ist  in  den  homogenen 
Veränderlichen  siebengliedrig.  Nicht  homogen  geschrieben,  wäre  sie 
sechsgliedrig. 

Nun  bemerken  wir:  Die  vier  infinitesimalen  Transformationen 

(x^Ps  —  XsPi)  —  {x^Pi  —  x^Pi) 
{xsPi  —  x^p^)  —  {x^p^  —  x^p^) 
{p^iPi  —  x^Pi)  —  (a?3P4  —  ^4.Pz) 

XiPt   +  ^2i>2  +  ^3  2^3  +  ^4^4, 

die  jener  Gruppe  der  Fläche  zweiten  Grades  angehören,  bilden  für  sich 
eine  Gruppe,  wie  man  sofort  verificiert.     Ebenso  die  vier: 

(^2l>3  —  XfiPi)  +  {oCiPi  —  X^p^) 

{^zPi  —  ^iPz)  +  (a^aÄ  —  ^4ä) 

(^lÄ  —  ^2Ä)  +  (%i'4  —  ^4JP3) 

^iPi  +  ^iPt-\r  ^sPs  +  ^iPi' 
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Beide  Gruppen  sind  in  x^,  x^,  x^,  x^  einfach  transitiv  und  zu  einander 
reciprok,  denn  jede  infinitesimale  Transformation  der  einen  ist  mit 
jeder  der  andern  vertauschbar.  Auch  lässt  sich  die  Zusammensetzung 
der  Gruppen  leicht  auf  die  oben  angegebene  Form  bringen.  Wenn 
wir  also  von  diesem  Gruppenpaar  ausgehen,  so  werden  wir  zum  System 
der  Quaternionen  gelangen. 

Die  endlichen  Gleichungen  der  ersten  unserer  beiden  viergliedrigen 
Gruppen  lauten  nach  unserer  allgemeinen  Regel,  wenn  y^,  y^,  y^,  y^ 
die  Parameter  der  Gruppe  bezeichnen,  so: 

^1  =  "T  ^iVx  ~r  ^3^2  ^2^/3  ~r  ^iVii 
<=  —  ^^Vi  +  ^42/2  +  ^i2/3  +  ^22/4; 
x^=  +  a?2«/i  —  ^i«/2  +  ^iVi  +  ^zVij 

<=  —^iVl   —  a^22/2  —  ^^3^3  +  ^42/4- 

Wählen  wir  die  Hülfsgrössen  x-^  =  x^^  =  x^^  =  0,  x^  =  \ ,  so 
sehen  wir,  dass  die  neuen  Veränderlichen  g  so  angenommen  werden 
können,  dass 

^1  "^^  Ji>      ^2  "^^  ?2;      ^3  ""^^  Ssj      ^i'=^  J4 

wird.  Also  liegt  die  Gruppe  schon  in  solcher  Form  vor,  dass  die 
Parameter  der  Transformation,  die  der  Aufeinanderfolge  zweier  Trans- 
formationen der  Gruppe  äquivalent  ist,  sich  durch  die  beiden  einzelnen 
Parametersysteme  gerade  so  ausdrücken,  wie  die  neuen  Veränderlichen 
durch  die  alten  Veränderlichen  und  die  Parameter.  Wir  können  dem- 
nach auch  das  zugehörige  Zahlensystem  sofort  ablesen.  Es  ist,  wie 
immer,  6,6^  der  Coefficient  von  XiXk  in  dem  Ausdruck  Sx^Cg.  Wir 
finden  somit  das  System: 

Tafel  der  |  1  2  3  4 

Quater- 


nionen. 


e« 


^4 


ßj  ßj  e^         63 

€■>  Ca  Ca  Ca 


Dies  ist  das  System  der  Hamilton' sehen  Quaternionen.  Wenn  man 
darin  —  e^,  —  ßg,  —  c^  als  neue  Einheiten  einführt,  so  geht  das  reci- 
proke  System  hervor. 

Wie  man  sieht,  hängt  das  System  der  Quaternionen  auf  das 
engste  mit  der  projectiven  Gruppe  einer  Fläche  zweiten  Grades  zu- 
sammen. 
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In  diesem  Paragraphen  gedenken  wir  über  mehrere  Ergebnisse 
auf  dem  Gebiete  der  complexen  Zahlen  in  der  Hauptsache  nur  re- 
ferierend zu  berichten,  insbesondere  über  die  Arbeiten  von  S che f fers*). 

Lie  hat  die  w-gliedrigen  Gruppen,  wie  wir  in  §  5  des  19.  Kap.^'^*®^^?^^^^^® 
bemerkten,  in  integrabele  und  nicht -integrdbele  Gruppen  eingeteilt.  Eine  i^*^^''^^^« 
integrabele  ist  dadurch  charakterisiert,  dass  sie  eine  (w  —  l)-gliedrige 
invariante  Untergruppe,  diese  eine  {n  —  2)-gliedrige  invariante  Unter- 
gruppe u.  s.  w.  enthält.  Ist  nun  die  eine  der  beiden  zu  einem  Zahlen- 
system (e^  .  .  e„)  gehörigen  Gruppen  integrabel,  so  ist  es  auch  die 
andere,  da  beide  dieselbe  Zusammensetzung  haben.  AiÄserdem  sind 
sie  lineare  homogene  Gruppen.  Nach  Satz  19,  §  4  des  19.  Kap.,  lassen 
sie  daher  im  Räume  [x^ . .  Xn)  einen  Punkt,  eine  durch  ihn  gehende 
Gerade,  eine  durch  letztere  gehende  zweifach  ausgedehnte  ebene 
Mannigfaltigkeit  u.  s.  w.  invariant,  und  zwar  sind  diese  Gebilde  bei 
beiden  zu  einander  reciproken  Gruppen  dieselben ,  da  die  beiden 
Gruppen  nach  Theorem  30,  §  2  des  17.  Kap.,  mit  einander  vermöge 
einer  leicht  angebbaren  Transformation  ähnlich  sind. 

Wir  können  es  nun  so  einrichten,  dass  der  einzeln  invariante 
Punkt  die  Coordinaten  1,  0..0  hat,  ferner  dass  auf  der  durch  ihn 
gehenden  invarianten  Geraden  der  Punkt  mit  den  Coordinaten  0,  1 . .  0 
liegt  u.  s.  w.  Dies  lässt  sich  immer  durch  lineare  homogene  Trans- 
formation erreichen.  Der  invariante  Punkt  soll  die  Einheit  e^^  die 
invariante  Gerade  die  aus  den  Einheiten  e^  und  «2  linear  ableitbaren 
Zahlen  u.  s.  w.  repräsentieren.     Hiernach  ist  jetzt 

I  e^e/c  =  Constej,      e^gj  =  Cousiej; 

e^ßk  ==  Const. gj  -j-  Const.  62?      6*^2  =  Const.  e^  -j-  Const. 63 

u.  s.  w. 

Schreiben   wir   also   die   Producte   eje*  so,    wie    es    im    vorigen   Para- 
graphen geschah,  in  einer  Tafel  zusammen,  so  folgt: 

Die  zu  integrabelen  Gruppen  gehörigen  Zahlensysteme  können  auf 
die  Form  gebracht  werden: 


*)  Zurückfuhrung  complexer  Zahlensysteme  auf  typische  Formen.  Math. 
Ann,  39  (1891),  S.  293  —  390.  Daselbst  findet  man  zum  Schlosse  eine  Übersicht 
über  die  neuere  Litteratur. 

Lie,  Continuierliche  Gruppen.  42 


658 


Kapitel  21, 
1       2        3 

§  5. 

•  •     n 

1 

2 
3 

(1)  (12)  (12) 
(1)  (12)  (123) 

.  .(1) 

•  •  (12) 
.  .  (123) 

n    (1)  (12)  (123)  •  .  (12 --w). 
Hierbei  soll  (12  . .  m)  allgemein  einen  Ausdruck  von  der  Form 

Const.  e^  -\-  Const.  e^  -\-  •  •  -{-  Const.  Cm 
bedeuten. 

Ist  dagegen  die  eine  Gruppe  des  Zahlensystems  nicht -integrabel, 
so  ist  es  auch  die  andere  nicht.  Engel*)  hat  nun  den  Satz  auf- 
gestellt, dass  eine  nicht- integrabele  Gruppe  stets  eine  dreigliedrige 
Untergruppe  X^f^  X^f,  X^f  von  der  besonderen  Zusammensetzung 

{X,X,)  =  XJ,    {X,X,)  =  XJ,    (X,X,)  =  X,f 

besitzt.  Überträgt  man  dies  auf  unsere  Zahlensysteme,  so  kann  man 
einsehen:  Die  zu  nicht -integräbelen  Gruppen  gehörigen  Zahlensysteme 
enthalten  unter  anderen  drei  vom  Modul  unabhängige  Einheiten 
Cj,  «2,  Cg,  für  die 

^2%  ^3^2  "^^  ^^11       ^3^1  ^1^3  '^^^  ^^2>       ^1^2  ^2^1   ^^  ^^3 

ist.  Umgekehrt  gehört  jedes  solche  System  zu  nicht  -  integräbelen 
Gruppen.     Ein  solches  System  enthält  mindestens  4  Einheiten. 

Diese  Einteilung  der  Zahlensysteme  wurde  vod  Scheffers  seinen 
Untersuchungen  zu  Grunde  gelegt.  Er  nennt  die  letzteren,  zu  nicht- 
Quatemion-integrabelen  Gruppen  gehörigen  Systeme  Quaternionsysteme,  die  ersteren 
Nichtquaternionsysteme  und  zwar  deshalb,  weil  zu  den  Quatermon- 
systemen  als  einfachstes  System  das  der  Hamilton'schen  Quaternionen 
gehört. 

Nicht-  Zunächst   ist    es   nun    für   die   Berechnung    der   Nichtquaternion- 

quatemion-  ^  . 

Systeme  systemc  von  wesentlicher  Bedeutung,  dass  man  jedes  derartige  System 
in  n  Einheiten  auf  eines  in  nur  n  —  1  Einheiten  zurückführen  kann, 
indem  man  nämlich  einfach  e^  streicht  und  in  allen  Producten  c,e*  das 
Glied  mit  e^  fortlässt.  Das  neue  System  ist  wieder  ein  Nichtquater- 
nionsystem.  Umgekehrt  kann  man  von  jedem  Nichtquaternionsystem 
in  n  Einheiten  zu  solchen  in   w  -|-  1   Einheiten   gelangen,    allerdings 


*)  Kleinere  Beiträge   zur   Gruppentheorie,   Leipz.   Ber.   1887,    S.  96.     Einen 
exacten  Beweis  dafür  hat  er  in  den  Leipz.  Ber.  1898,  S.  360—369  gegeben. 
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nicht  immer  nur  zu  einem.  Dies  Princip  der  Zurückführung  der  Systeme 
in  n  Einheiten  auf  solche  in  n  —  1  Einheiten  dient  den  Untersuchungen, 
über  die  wir  hier  referieren,  als  eine  wesentliche  Grundlage. 

Für  die  Structur  eines  Nichtquaternionsystems  wird  folgender  für 
die  Praxis  äusserst  nützliche  Satz  abcreleitet: 

Man  kann  die  Einheiten  eines  Nichtquaternionsystems  stets  so  wählen, 
dass  sie  in  gwei  Reihen  e^,  .er,  r^i . .  ri^  {r  -\-  s  =  n)  zerfallen  von  dm 
besonderen  Eigenschaften:   Es  ist 

ni^  =  Vi)     ViVk  =  0  für  i=^k, 

ferner  drücM  sich  CiCjc  linear  mir  durch  die  vor  e,  bez.  Cj,  kommenden 
Einheiten  aus,  sodass 

e^Cit  =  Const.  e^,     CkC^  =  Const.  e^, 

C36*  =  Const.  ßj  -f-  Const.  ßg,     6^6^  =  Const.  Ci  +  Const.  «2 

u.  s.  w.  ist.  Ferner  ist  für  jedes  et  unter  allen  Prodticten  rj^ei  tmd  eitjk 
nur  je  eines,  etwa  rjaei  und  Ciriß,  vorhanden,  das  nicht  Null  ist,  sondern 
den  Wert  e,-  hat.     Endlich  ist  in  jedem  System  mindestens  ein  rj  enthalten. 

Sagen  wir,  die  Einheit  e,  sei  vom  Charakter  (ccß),  weil  i^aß,-  und 
Cirjß  nicht  Null,  sondern  e,  sind,  so  folgt  ohne  Mühe  aus  dem  associa- 
tiven  Gesetze,  dass  das  Product  6,6*  zweier  Einheiten  e,  und  Ck  vom 
Charakter  (aß)  bez.  (yd)  Null  ist,  sobald  ß  =^  y  ist,  dass  es  sich  aber, 
sobald  ß  =  y  ist,  durch  die  vor  e,-  und  Ck  kommenden  Einheiten  aus- 
drückt, die  vom  Charakter  (ccd)  sind.  Noch  ist  zu  bemerken,  dass 
die  Einheiten  rii..rjs  in  ihrer  Art  einzig  im  Systeme,  dass  sie  also 
für  das  System  von  typischer  Bedeutung  sind. 

Hiernach  lassen  sich  z.  B.  die  Zahlensysteme  in  zwei  und  drei 
Einheiten  sofort  aus  dem  Kopfe  hinschreiben. 

Ferner  ergeben  sich  hieraus  gewisse  Klassen  von  Systemen  ohne 
weiteres.     Man  bemerkt  nämlich  zunächst,  dass  die  (reducierte)  charak-  ^har.  oi. 

.  .  eines  Nicht- 

teristische  Gleichung  eines  derartigen  Nichtquaternionsystems  die  Form  hat:<iuaternioii- 

^  ^  *  ^  System». 

(x  —  ^isy^(x  —  ^,ey^  ..(x-  ^,sys  =  o. 

Hierin  bedeutet  x  eine  allgemeine  Zahl  des  Systems: 

X  =  X^e^   -f- 1-  XrCr  +  li  ^1  + V  1»^« 

und  li,  I2  •  •  ^s  s^'^^  ^^^  gewöhnlich  complexen  Coefficienten  der  Ein- 
heiten %.  .  rjs  in  dieser  Zahl,  s  bedeutet  den  Modul  des  Systems,  der 
übrigens  die  Form  hat: 

42* 
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und  jttj,  fi^  .  .  (is  sind  nicht  verschwindende  positive  ganze  Zahlen,  deren 
Summe  f*i  +  ft2  ~h  "  '  "h  f^»  ^®^  Grad  k  des  Zahlensystems  vorstellt. 

Wir  zeigen,  wie  man  nun  ohne  weiteres  gewisse  Klassen  von 
Systemen  bestimmen  kann,  an  einem  Beispiel:  Weierstrass  suchte 
die  commutativen  Systeme,  in  denen  der  Grad  1c  =  n,  der  Anzahl  der 
Einheiten  ist,  und  bei  denen  die  charakteristische  Gleichung  n  ver- 
schiedene Wurzeln  hat.  Ein  commutatives  System  ist  aber  stets  Nicht- 
quaternionsystem.      Wir    haben    also    hier,    um    die   Weierstrass'schen 

Systeme  aufzustellen,  ^j^  =  ^^  =  •  ■  =  ^s  ==  1  und  (w^i  +  ftg  H h  f^«  = 

=  Jc  =  n  =  r-\-s  anzunehmen.  Es  ist  daher  r  =  0,  s  ==  n,  d.  h.  ein 
derartiges  System  enthält  nur  Einheiten  %  .  .  rin  und  hat  daher  die 
Form: 

n^  =  Vi7   ViVk  =  0  für  « +  ^, 

oder  als  Tafel  geschrieben: 


1 

2 

3 

n 

1 

Vi 

0 

0 

0 

2 

0 

Vi 

0 

0 

3 

0 

0 

Vs 

0 
0 

n 

0 

0 

0 

Vn- 

Wie  man   sieht,   ergeben  sich   die  Weierstrass'schen  Systeme   als 
die  einfachsten  überhaupt  existierenden. 


Um  unser  Referat  fortzusetzen,  führen  wir  nun  den  wichtigen  Be- 
Eeducibii.  griff  der  Beducibilität  ein : 

eines 

Systems.  Ein  Systcm  heisst  reducibel,  wenn  seine  Einheiten  sich  so  wählen 

und  in  zwei  Scharen  e^,  e^  .  .  .  und  e^,  Cg  .  .  .  einreihen  lassen,  dass 
jedes  eitk  und  e^^e,-  Null  ist  und  e^,  ßg  •  •  •  f^r  sich,  ebenso  Cj,  Cg  .  .  .  für 
sich  ein  System  bilden,  also  6,6^  sich  durch  ßj,  e^  .  .  .  allein  und  titk 
sich  durch  Cj,  Cg  .  .  .  allein  linear  ausdrücken  lässt.  So  z.  B.  ist  das 
oben,  in  §  4,  gefundene  System  (e^,  e^,  e^)  in  drei  Einheiten: 

ßi  0  0 
0  0  ^2 
0     62    ^3 

-reducibel   auf  die   beiden  Systenie   (ßj)   und   («2,  e^).     Scheffers    hat 
für  die  Reducibilität  eines  Systems  folgendes  Kriterium  angegeben  und 
bewiesen : 
der'iteducib.         Ein  Systewi  ist  dann  und  nur  dann  reducibel,  wenn  es  ausser  dem 
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Modul  s  eine  Zahl  s^  im  System  giebt,  die  mit  allen  Zahlen  x  des 
Systems  vertauschhar  (xs^  =  Sj^x)  und  deren  Quadrat  «i^  =  «i  ist. 

Z.  B.  ist  ein  commutatives  System  auf  so  viele  einzelne  Systeme 
reducibel,  als  es  in  ihm  von  einander  unabhängige  Zahlen  giebt,  deren 
Quadrate  ihnen  selbst  gleich  sind. 

Man  kann  umgekehrt  aus  zwei  Systemen  (e^ .  .  e^),  (Cp+i  • .  e,)  ein 
System  (^i..eg)  zusammensetzen,  indem  man  ihre  Tafeln  so  aneinander- 
reiht, dass  ihre  Hauptdiagonalen  eine  Gerade  bilden,  und  dann  die  leer 
gebliebenen  Rechtecke  an  allen  Stellen  mit  Nullen  ausfüllt.  Man  kann 
dieses  neue  System  schicklich  die  Summe  der  beiden  ursprünglichen  -A^dduion 
Systeme  nennen,  \^eil  dieser  Summationsprocess  alle  Gesetze  der  ele-  syateme. 
mentaren  Addition  erfüllt.  Study  und  Scheffers  haben  bevriesen, 
dass  die  charakteristische  Gleichung  eines  Systems  gleich  dem  Product 
der  charakteristischen  Gleichungen  der  einzelnen  Systeme  ist,  auf  die 
es  reduciert  werden  kann. 

Man  kann  auch  Zahlensysteme  mit  einander  multipliciereu.  Be- 
trachtet man  nämlich  zwei  Systeme,  etwa  (cj . .  ßp)  und  (e^ .  .  e^),  so 
kann  man  die  Voraussetzung  treffen,  dass  e,ei  =  6*6,-  sei,  und  alsdann 
ßj-Ci  als  Einheit  rjik  eines  Systems  von  p  .  q  Einheiten  tj^,  i^jg  .  .  i/p,  ein- 
führen. Die  Productregeln  sind  dann  in  diesem  neuen  System  völlig 
bestimmt,  denn  es  ist  nach  Voraussetzung 

VikVim  =  (e,et)(e,e„i)  =  (ctei)  (tk^m) - 

ejCi  ist  linear  aus  e^ . .  ßp  und  c^e«  linear  aus  Cj . .  e^  zusammensetzbar. 
Ausmultiplication  giebt  rjai^im  linear  durch  alle  rja^  ausgedrückt.  Dies 
Verfahren  kann  das  der  Multiplication  der  ursprünglichen  Systeme,  das  ^^^itipiicat 

zw0i6r 

neue    System    das    Product   der   beiden    gegebenen    Systeme    genannt  Systeme. 
werden.     Der  Process    erfüllt    nämlich    alle   Gesetze    der    elementaren 
Multiplication,  auch  bezüglich  des  oben  definierten  Additionsprocesses. 
Zum  Product  zweier  Systeme  kann  man  auch   so  gelangen:    Ge- 
setzt, man  betrachtet  in  der  allgemeinen  Zahl 

des  Systems  (e^ .  .  Cp)  die  Coefficienten  x^.  .  Xp  nicht  mehr  als  gewöhn- 
liche Zahlen,  sondern  als  Zahlen  eines  zweiten  Systems  (Ci-.e}): 

so  ist  X  eine  Zahl  des  Systems  mit  den  p  .  q  Einheiten  rjik  =  Citk- 

Man  kann  nun  ohne  Mühe  zu  dem  folgenden  zuerst  von  Study    stndy's 

Systeme 

aufgestellten  Ergebnis  gelangen:  Jedes  Zahlensystem,  dessen  Grad  gleich    k=^n. 
der  Anzahl  der  Einheiten   ist,    setzt   sich    aus    irreducibelen  Systemen 
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derselben  Art  zusammen.     Jedes  irredticibele  der&Tiige  System  (ei..e„) 
kann  so  geschrieben  werden,  dass 

eißk  =  e,+;t-a     oder     0 

ist,  je  nachdem  i  -\-'k'>  n  oder  ^  n  ist. 

So  hat  man  in  2,  3,  4  Einheiten   folgende   irreducibele  Systeme: 

il      2 


0 


1 

2 

3 

1 

0 

0 

^1 

2 

0 

^1 

«2 

3 

«1 

^2 

^3 

1 

2 

3 

4 

1 

0 

0 

0 

«1 

2 

0 

0 

«1 

«2 

3 

0 

«1 

^2 

^3 

4 

^1 

% 

% 

^4 

In  drei  Einheiten  kommen  als  einzige  reducibele  derartige  Systeme  nur 
die  beiden  in  betracht: 

112      3 


IK 

2|o 
3I0 


1 

2 

3 

1 

^1 

0 

0 

2 

0 

«2 

0 

3 

0 

0 

^3 

Systeme 
k=n—  l. 


Scheffers  hat,  wie  schon  erwähnt,  alle  Systeme  bestimmt,  deren 
Grad  um  Eins  Meiner  als  die  Zahl  der  EinJieiten  ist:  h=  n  —  1 .  Da 
aber  die  Formen  dieser  Systeme  noch  mannigfaltiger  als  die  der  vor- 
stehenden Systeme  sind,  so  sehen  wir  von  einer  Wiedergabe  des  betreflfen- 
syflteme  (Jen  Satzes  ab.  Ebenso  bezüglich  der  Systeme,  deren  Grad  Je  =  n  —  2 
ist.  Übrigens  giebt  es  kein  Quaternionsystem,  dessen  Grad  1c  =  n  —  1 
wäre.  Jedes  Quaternionsystem,  dessen  Grad  fc  =  n  - —  2  ist,  ist  die 
Summe  aus  dem  System  der  Hamilton'schen  Quaternionen  und  einem 
der  soeben  erwähnten  Study'schen  Systeme. 

Auch  die  Form  aller  Systeme,  deren  Grad  k  =  2  ist,  lässt  sich  an- 
geben. Das  einzige  Quaternionsystem,  das  hierher  gehört,  sind  die 
Quaternionen  Hamilton's. 

Da  bei  einem  Systeme  in  fünf  Einheiten  der  Grad  Z;  =  2,  3,  4,  5, 
Einheiten.  qI^q  wcgcu  w  ==  5  der  Grad  k  =  2,  n  —  2,  n  —  1,  w  ist,  so  ist  es 
klar,  dass  mit  obigen  allgemeinen  Resultaten  auch  alle  Zahlensysteme 
in  fünf  Einheiten  gefunden  sind. 

Für  die  Quaternionsysteme  wird  bewiesen,  dass  ein  solclies  System, 
sobald  es  nicht  mehr  als  acht  Einheiten  besitzt,  das  System  t  der  Hamil- 
ton'schen  Quaternionen  in  sich  enthält.  Alsdann  liefern  gewisse  allge- 
meine Tafeln  für  die  Systeme,  welche  die  Quaternionen  enthalten, 
Tafeln,  die  hier  wiederzugeben  zu  weit  führen  würde,  alle  Quaternion- 
systeme in  4,  5,  6,  7,  8  EinJieiten.    Ferner  ergiebt  sich  ein  merkwürdiger 


Systeme 
k=2. 


Systeme 
in  fünf 


Quaternion- 
systeme. 
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Satz:  Jedes  Zahlensystem  nämlich,  das  in  sich  die  Quaternionen  Hamil- 
ton's  enthält,  und  hei  dem  der  Modul  dieser  Quaternionen  zugleich  Modul 
des  ganzen  Systems  ist,  ist  das  Product  aus  einem  beliebigen  System  und 
dem  System  der  Hamilton' sehen  Quaternionen. 

Kurz  sei  noch  der  Abhandlung  Molien's  gedacht. 

Da  die  w-gliedrige  Gruppe  eines  Zahlensystems  (e^ .  .  e„)  ^e^nfrch«' 

„  {«  —  !)- gl. 

iny.  Untergr. 


^s  =^  ZJYiksXjyk     (s  =  1,  2  . .  w) 
1 

eine  (w  —  l)-gliedrige  invariante  Untergruppe  enthält,  nämlich  die 
aller  ihrer  Transformationen  mit  der  Determinante  Eins,  also  eine 
Untergruppe,  die  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  angehört, 
so  liegt  es  nahe,  nach  allen  Zahlensystemen  zu  fragen,  bei  denen  diese 
(w  —  l)-gliedrige  invariante  Untergruppe  selbst  einfach  ist.  Auf  dieses 
Problem  lenkte  Lie  seinerzeit  ausdrücklich  die  Aufmerksamkeit*). 
Molien**)  behandelte  dieses  Problem  und  kam  zu  dem  interessanten, 
wenn  auch  negativen  Resultat,  dass  es  keine  anderen  derartigen 
Zahlensysteme  giebt,  als  die  schon  von  englischen  Mathematikern  be- 
handelten, deren  Gruppe  die  Parametergruppe  der  allgemeinen  linearen 
homogenen  Gruppe  ist,  also  die  Gruppe: 


^ij  =2  ^'^■^'*     (*?  i  =  1'  2  . .  w). 


Das  zu  dieser  Gruppe  gehörige  System  hat  n^  Einheiten  e,*  mit  den 
Productregeln : 

eicj^ik  =  %,     e^jCn  =  0  für  ä;  4=  ^• 

w  =  2  giebt  das  System  der  Quaternionen,  allerdings  in  einer  anderen 
Gestalt,  als  wir  es  oben  fanden,  nämlich,  wenn  wir  die  Einheiten 
e^,  6^2 ,  e^x,  ^22  mit  e^,  e^,  e^,  e^  bezeichnen,  in  der  Form: 


1 

2 

3 

4 

1 

«1 

^2 

0 

0 

2 

0 

0 

^1 

«2 

3' 

% 

^4 

0 

0 

4 

0 

0 

h 

e^. 

w  =  3  liefert  ein  früher  von  Sylvester***)  behandeltes  und  von  ihm 
Nonionen  genanntes  System  mit  ganz   analoger  Tafel  in  9  Einheiten.  Nomonen. 


*)  Leipziger  Berichte  1889,  S.  326. 

**)  Über  Systeme  höherer  complexer  Zahlen.    Math.  Ann.  41,  S.  83—166. 
***)  Z.  B.  Ä  Word  on  Nonion$.    Johns  Hopkins  Circular  1882  II,  S.  241. 
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Wir  gedenken  nicht  weiter  auf  die  Untersuchungen  Molien's 
einzugehen  und  wollen  nur  beiläufig  bemerken,  dass  Herr  Molien  die 
Beziehungen  seiner  Arbeiten  zu  denjenigen  seiner  Vorgänger  teilweise 
unrichtig  aufzufassen  scheint, 
wendun  en  Schlicsslich  Sei  noch  ganz  kurz  auf  die  Anwendungen  der  complexen 
^zahien"^  ^oMen  hingewiesen.  In  solchen  Fällen,  in  denen  zwei  zu  einander 
reciproke  einfach  transitive  projective  Gruppen  zu  untersuchen  sind, 
liefert  der  Algorithmus  des  zugehörigen  Systems  eine  äusserst  be- 
queme Darstellungsweise  dieser  Gruppen  und  anderer  mit  ihnen  zu- 
sammenhängender Gruppen.  Da  zu  jeder  Gruppe  ein  paar  zu  einander 
reciproker  Parametergruppen  gehören,  so  kann  man  sich  der  Kenntnis 
der  Zahlensysteme  bedienen,  um  solche  Parameterdarstellungen  gewisser 
Gruppen  zu  finden,  die  möglichst  bequem  für  die  successive  Ausführung 
von  Transformationen  der  Gruppen  sind  *). 

Ferner  wird  man  die  Frage  nach  einer  Verallgemeinerung  unserer 
Fundionentheorie  unter  Benutzung  der  Zahlensysteme  behandeln.  Denn 
die  Functionentheorie  stützt  sich  auf  ein  specielles  System  in  zwei 
Einheiten.  Man  kann  in  der  That  für  einen  Raum  von  beliebig  vielen 
Dimensionen  —  an  Stelle  der  complexen  Zahlenebene  —  Functionen- 
theorien  entwickeln,  bei  denen  die  Grundgesetze  der  gewöhnlichen  Func- 
tionentheorie erfüllt  sind.  Doch  verzichten  wir  darauf,  dies  weiter 
auszuführen  **). 


*)  Man  sehe  hierzu  Study,  Leipziger  Berichte  1889,  S.  213  u.  f. 
**)  Siehe  Scheffers,   Sur   la  generalisation  des  fonctions  analytiques,  sowie 
Theoremes   relatifs   aux   fonctions   analytiques   ä  n  dimensions.     Comptes   ßendus 
1893,  15.  u.  29.  Mai. 


Abteilung  YI. 
Einige  Anwendungen  der  Gruppentheorie. 

Es  macht  sich  in  neuerer  Zeit  mehr  und  mehr  die  Auffassung 
geltend,  dass  viele  Gebiete  der  Mathematik  nichts  anderes  als  In- 
variantentheorien gewisser  Gruppen  sind. 

Von  vornherein  ist  es  übrigens  keineswegs  sicher,  dass  jede 
Gruppe  ihre  Invariantentheorie  besitzt.  Es  ist  aber  eine  wichtige 
Entdeckung  Lie's,  dass  jede  (continuierliche)  Gruppe,  die  durch 
Differentialgleichungen  definiert  ist,  nicht  allein  Differentialiuvarianten, 
sondern  überhaupt  eine  vollständige  Invariantentheorie  besitzt.  Es 
lassen  sich  nämlich,  um  dies  deutlicher  auszudrücken,  Kriterien  in  end- 
licher Anzahl  für  die  Äquivalenz  zweier  Gebilde  gegenüber  den  be- 
treflPenden  Gruppen  angeben,  d.  h.  dafür,  dass  es  möglich  werde,  das 
eine  Gebilde  vermöge  einer  Transformation  einer  solchen  Gruppe  in 
das  andere  überzuführen. 

Zur  Erläuterung  dieser  hier  etwas  vag  ausgedrückten  Behauptung 
geben  wir  in  dieser  letzten  Abteilung  einige  Beispiele,  indem  wir  das 
Äquivalenzproblem  bei  der  Gruppe  der  Bewegungen  in  der  Ebene  und 
im  Räume  behandeln.  Es  ist  merkwürdig,  doch  aber  sicher,  dass  man 
bisher  versäumt  hat,  dieses  einfache  Problem  rationell  anzugreifen. 
Indem  wir  im  Folgenden  eine  vollständige  Lösung  dieses  Problems 
geben,  glauben  wir  eine  bedeutende  Lücke  in  der  analytischen  Geo- 
metrie, insbesondere  in  der  Lehre  vom  Imaginären  in  der  Geometrie 
auszufüllen.  Andererseits  können  und  sollen  diese  Theorien  hier  als 
Beispiel  dafür  dienen,  wie  man  überhaupt  Invariantentheorien  ge- 
gebener Gruppen  entwickeln  sollte. 

Ein  zweites  Beispiel  liefert  uns  in  dieser  Hinsicht  die  Invarianten- 
theorie der  binären  Formen,  die  wir  alsdann  in  ihren  Hauptzügen 
darstellen. 

Daran  schliessen  wir  eine  Reihe  allgemeiner  Bemerkungen  über 
die  Invariantentheorien  von  Gruppen  überhaupt  und  über  das  volle 
Formensystem  bei  gegebener  Gruppe. 
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Endlich  werden  wir  die  Gruppentheorie  auf  die  Theorie  der 
Differentialgleichungen  anwenden,  indem  wir  einige  interessante  Pro- 
bleme daraus  herausgreifen,  die  sich  auf  Systeme  von  Differentialglei- 
chungen mit  Fundamentallösungen  und  insbesondere  auf  die  Riccati'sche 
Differentialgleichung  beziehen. 

In  allen  diesen  Anwendungen  ist  es  unser  Hauptzweck,  zu  zeigen, 
wie  die  Verwertung  gruppentheoretischer  Betrachtungen  neue  wertvolle 
Bahnen  der  Untersuchung  eröffnet. 


Kapitel  22. 

Differentialin Varianten  der  Bewegungsgrnppe,  Vervollständigung  der 
bisherigen  Krümmungstheorie. 

In  diesem  Kapitel  entwickeln  wir  eine  luvariantentheorie  für  die 
Gruppe  der  Bewegungen  in  der  Ebene  wie  im  Räume.  Wir  zeigen 
nämlich,  wie  man  in  theoretisch  einfachster  Weise  entscheidet,  ob 
zwei  Curven  oder  Flächen  durch  Bewegung  in  einander  überführbar, 
d.  h.  ob  sie  congruent  sind  oder,  noch  anders  ausgedrückt,  ob  sie  mit 
einander  vermöge  der  Gruppe  der  Bewegungen  äquivalent  sind. 

Dies  Problem  lässt  sich  nicht  ohne  weiteres  damit  erledigen,  dass 
man  sagt,  zwei  Gebilde  seien  congruent,  wenn  sie  bei  geeigneter  Wahl 
der  Cartesischen  Coordinaten  dieselben  Gleichungen  besitzen.  Mit 
dieser  Bemerkung  nämlich  ist  das  Problem  nur  erst  gestellt,  nicht  ge- 
löst. Es  handelt  sich  darum,  von  allen  willkürlichen  Elementen  freie 
und  sowohl  notwendige  als  auch  hinreichende  Congruenzkriterien  zu 
entwickeln.  Die  Gruppe  der  Bewegungen  in  der  Ebene  wie  im  Räume 
kann  bekanntlich  definiert  werden  als  die  continuierliche  Gruppe  aller 
Punkttransformationen,  die  alle  Figuren  in  congruente  überführen. 
Deshalb  ist  die  Theorie  der  Congruenz  bei  ebenen  wie  bei  Raum- 
curven  und  bei  Flächen  nichts  anderes  als  die  Invariantentheorie  der 
Gruppe  der  Bewegungen.  Wir  werden  sehen,  dass  man,  um  voll- 
ständige Convergenzkriterien  aufzustellen,  in  der  Ebene  mit  dem  Be- 
griffe des  Krümmungsradius  r  und   des  Differentialquotienten  -5-  nach 

der  Bogenlänge  s  auskommt,  bei  den  Curven  im  Räume  tritt  im  all- 
gemeinen nur  noch  die  Torsion  x  hinzu.  Im  allgemeinen  wird  sich 
als   Äquivalenzkriterium   ergeben,    dass    zwei   Curven    congruent   sind, 

sobald  sich  -r-  und  x   bei   beiden   in   derselben  Weise   als  Functionen 
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von  r  ausdrOcteD.  Aber  für  gewisse  Curven  ergeben  sich  besondere 
Theorien.  Wir  werden  sehen,  wie  man  methodisch  zu  edlen  diesen 
Ausnahmen  geführt  wird  und  wie  man  sie  erledigen  kann.  Die  ana- 
loge Theorie  für  die  Flächen  entwickeln  wir  in  ihren  Hauptzügen. 

In  der  Anschaulichkeit  des  Begriffes  der  Congruenz  bei  reellen 
Gebilden  mag  es  liegen,  dass  man  —  obwohl  mit  Unrecht  —  das  in 
Frage  stehende  Problem  bisher,  wie  es  scheint,  nicht  explicite  zu  for- 
mulieren für  nötig  befunden  hat.  Um  so  mehr  aber  muss  betont 
werden,  dass  die  anschaulichen  Hülfsmittel  nicht  ausnahmslos  anwend- 
bar sind,  nämlich  nicht  bei  den  imaginären  Gebilden,  bei  denen  bis 
jetzt  sogar  die  notwendigen  Grundbegriffe  für  die  Erledigung  des  Con- 
gruenzproblems  fehlen.  Hat  man  doch  bisher  noch  nie  die  Frage  auf- 
geworfen, wann  zwei  imaginäre  Curven  oder  zwei  imaginäre  Flächen 
einander  congruent  sind.  Aber  auch  für  reelle  Gebilde  ist  die  Theorie 
bisher  noch  nirgends  in  völlig  befriedigender  Weise  in  Angriff  ge- 
nommen und  durchgeführt  worden.  Ebenso  sicher,  wie  es  ist,  dass 
man  bisher  das  Material  zu  einer  solchen  Theorie  schon  zum  grossen 
Teil  gewonnen  hat,  ebenso  sicher  ist  es,  dass  die  genaue  Problem- 
stellung sowie  umsomehr  die  Theorie  selbst  noch  fehlt. 

Die  Untersuchungen  über  imaginäre  Gebilde  lassen  sich  übrigens 
—  obgleich  sie  an  sich  wichtig  genug  sind  —  auch  für  reelle  Gebilde 
nutzbringend  verwerten,  so  namentlich  für  die  Minimalflächen  und  die 
Richtungscurven  und  Richtungs-  oder  Doppelflächen. 

Practisch  lehrreich  ist  dies  Kapitel  in  Hinsicht  auf  die  Gruppen- 
theorie deshalb,  weil  die  hier  zu  benutzenden  Betrachtungen  auch 
sonst  überall  da  zum  Ziele  führen,  wo  es  sich  darum  handelt,  für  eine 
beliebige  durch  Differentialgleichungen  definierte  Gruppe  die  Aquiva- 
lenzkriterien  zweier  Gebilde  aufzustellen.  Wir  kommen  auf  diese  all- 
gemeinen Gesichtspunkte  im  nächsten  Kapitel  zurück. 


§  1.     Invariantentheorie  der  Gruppe  der  Bewegungen  in  der  Ebene. 

Wir  haben  den  Begriff  „Differentialinvariante"  schon  im  ersten  Differential- 
Abschnitte  dieses  Werkes  eingeführt  und  namentlich  bei  Gruppen  in 
zwei  Veränderlichen  genauer  studiert  —  siehe  9.  und  12.  Kap.  Da- 
mals dachten  wir  uns  eine  r-gliedrige  Gruppe  in  ic,  y  vorgelegt,  er- 
weiterten sie  durch  Hinzunahme  der  Transformationen,  welche  die 
Differentialquotienten  y\  y" .  .  .  von  y  nach  x  bei  der  Gruppe  erfahren, 
und  fassten  die  Functionen  von  x,  y,  y,  y". . .  ins  Auge,  die  bei  der 
erweiterten  Gruppe  invariant  bleiben.  Wir  erkannten,  dass  unter  diesen 


invariante. 
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Differentialinvarianten  nur  eine,  Jr— i,  vorhanden  ist,  die  von  niederer 
als  r*^'  Ordnung  ist,  d.  h.  die  nur  x,  y,  y.  .  y^^~^^  enthält,  und  dass 
eine  Differentialinvariante  Jr  von  y*",  ein'e  Jr-\.\  von  (r  -\-  1)*®'  Ord- 
nung vorhanden  ist,  u.  s.  w.,  sodass  die  allgemeinste  Differential- 
invariante (r  4~  ^)**'  Ordnung  eine  beliebige  Function  von  Jr—x,  Jrt 
Jr+i . .  Jr-{-s  ist.     Auch  Sahen  wir,  dass  man  setzen  darf: 

1^  d'Jr 


(1) 


'r+s 


r — 1  r — 1 


dx' 


An  diese  Ergebnisse  erinnern  wir,  weil  wir  uns  von  jetzt  ab  mit 
der  Invariantentheorie  der  Gruppe  der  Bewegungen  in  der  Ebene  ge- 
nauer beschäftigen  wollen. 

^^nT'^dM*^  Die  Gruppe  der  Bewegungen  in  der  Ebene  lautet  bekanntlich 

Gruppe  der 

Beweggn.  p     q     yp  —  xq. 

Ihre  Differentialinvarianten  haben  wir  schon  in  einer  Note  zu  §  3  des 
4.  Kap.  kurz  besprochen.  Wir  kommen  jetzt  ausführlicher  darauf 
zurück. 

Zu  ihrer  Auffindung  haben  wir  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  Gruppe  um  die  Incremente  der  Differentialquotienten 
y,  y" .  .,  von  y  nach  x  zu  erweitern  und  die  Lösungen  der  vollstän- 
digen Systeme  zu  bestimmen,  die  durch  Nullsetzen  der  erweiterten 
infinitesimalen  Transformationen  hervorgehen.  Nach  den  Vorbemer- 
kungen muss  nun  eine  Differentialinvariante  von  höchstens  zweiter 
.  und  eine  von  dritter  Ordnung  vorhanden  sein.  Kennen  wir  diese 
beiden,  so  ergeben  sich  alle  anderen  nach  (1)  durch  Differentiation. 
Wir  erweitern  daher  bis  zu  den  Incrementen  von  y" .  Es  lassen  p 
und  q  die  Differentialquotienten  y ,  y" ,  y"  ungeändert.  Die  gesuchten 
Differentialinvarianten  sind  daher  frei  von  x  und  y.  Ferner  giebt 
yp  —  xq  erweitert 

yp  —  xq~{\  -{-  y"')q  —  ^y'y'q"—  (W^  +  4:yy")q". 
Hierin  bezeichnet  q'  den  Differentialquotienten  ö— ?  u.  s.  w.     Ist  f  eine 

Differentialinvariante  von  höchstens  dritter  Ordnung,  so  muss  sie 
diesen  Ausdruck  zu  Null  machen.  Also  ist  sie  ein  von  x,  y  freies 
Integral  des  simultanen  Systems 

dy'  dy"  dy" 

1  4-  y'         'Ay'y"  ~  'dy"*  -f  4j/'y"' 


Als  ein  Integral  ergiebt  sich  sofort 
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(1  +  y^)i 

Wenn  wir  dann  y"  =  Const.  (1  -j-  y'^Y  einsetzen,  so  ergiebt  sich  eine 
lineare   Differentialgleichung    für    y'"    und    aus    ihr    als    ein    zweites 

Integral : 

Sy'y"'-y"'il  +  y'') 
(1  +  y'y 

Diese  Differentialinvarianten  sind  gebildet  worden  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  y  eine  Function  von  x  ist,  geometrisch  ausgedrückt,  dass 
wir  eine  Curve  ins  Auge  fassen.  Nun  sehen  wir,  dass  die  erste  In- 
variante bei  einer  vorgelegten  Curve  die  Krümmung  — ,  den  reciproken 

Wert  des  Krümmungsradius  r,  vorstellt.  Statt  ihrer  können  wir  natür- 
lich auch  r  selbst  als  Invariante  benutzen.  Bedeutet  ferner  s  die 
Bogenlänge  der  Curve,   gemessen  von  irgend  einer  Stelle   aus,   so   ist 


während  wegen 
andererseits : 


|i  =.  (1  +  f^f, 


y"  1^  =  ^yy"\^  +  y'T  -  y"'(i  +  y')^ 


ist.    Deshalb  ist  die  Differentialinvariante  dritter  Ordnung  der  Differetir- 

dr 
ds' 


tialquotient  des  Krümmungsradius  nach  der  Bogenlänge:  t-,  multipliciert 


mit  r^.     Also  ist  j-  selbst  Differentialinvariante  dritter  Ordnung. 

Nach  der  vorausgeschickten  Bemerkung  ergeben   sich   nun  aus  r 

und  ;j-  alle  übrigen  Differentialinvarianten   durch  Differentiation.     So 
ds  ° 

eine  von  vierter  Ordnung: 

-,dr 
ds 


dr 
oder 

da* 
dr 
ds 

Da  -j-  selbst  Invariante  ist,  so   können  wir  -r-^  als  Differential- 

ds  '  ds^ 

d^r 
invariante  vierter  Ordnung  benutzen.    Entsprechend  ist  ^-j  Differential- 
invariante fünfter  Ordnung  u.  s.  w. 
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Allgemein  also  hat  eine  Differentialinvariante  die  Form*) 


r        dr       d^       d^l..\ 
V'      ds'     ds-"'     ds^        I 


Eine  ganz  besondere  Stellung  nehmen  gewisse  Ausdrücke  ein,  die 
uns  gestatten,  aus  bekannten  Differentialinvarianten  der  Gruppe  neue 
Differentialinvarianten  abzuleiten.  Angenommen  nämlich,  es  existiere 
eine  Function  ü(-T,  y,  y  .  .,  qp,  qp',  q)",  .)  von  x,  i/,  den  Differential- 
quotienten von  y  nach  x,  sowie  einer  Function  (p  und  ihren  Differen- 
tialquotienten (p,  (p" .  . .  derartig,  dass,  wenn  tp  irgend  eine  Differential- 
invariante der  Gruppe  ist,  stets  auch  Sl  eine  solche  ist.  Dabei  sollen 
g),  tp' .  .  .  die  vollständigen  Differentialquotienten  von  fp  nach  x  be- 
deuten. Wenn  wir  alsdann  diese  Function  Sl  kennten  sowie  eine 
Differentialinvariante,  so  lieferte  uns  ß  eine  zweite  Differential- 
invariante. Diese  würde  in  ü  für  (p  eingesetzt  eine  dritte  ergeben  u.  s.  w. 
So  könnte  man  unter  Umständen  aus  einer  Differentialinvariante  eine 
ganze  Reihe  solcher  ableiten.  Dass  wirklich  bei  unserer  Gruppe  der- 
artige Ausdrücke  Sl  vorhanden  sind,  werden  wir  sehen,  indem  wir  sie 
Differential- aufstellen.     Wir  nennen  sie  Differentialparameier. 

Parameter.  • 

Für  ihre  Auffindung  ist  eine  allgemeine  Formel  von  grosser  Be- 
deutung, die  wir  factisch  schon  früher  abgeleitet  haben,  wenn  auch 
nicht  gerade  in  der  zu  benutzenden  Form.  Es  sei  nämlich  (p  irgend 
eine  Function  von  x^  y,  «/',  y". .  .,  die  wir  als  eine  Function  von  x 
allein  auffassen  können,  da  wir  uns  ja  y  als  Function  von  x  vorstellen. 
Bezeichnen  wir  nun  mit  dem  Zeichen  d  die  Incremente  bei  einer  in- 
finitesimalen Transformation  der  Gruppe,  so  ist  wegen 

dcp  ^  (p'dx 
auch 

ddg)  ^E  dcp'-  dx  -{-  tp'  •  Sdx 

oder,  da  d  und  d  vertauschbare  Zeichen  sind: 

ddcp  ^  dcp' ■  dx -\- g/ '  ddx, 
also 

(2)  ^'P^'d^-'P     dx' 

Dies  ist  die  Formel,  die  wir  ableiten  wollten.  Sie  zeigt,  wie  man  das 
Increment  des  Differentialquotienten  einer  Function  <p  aus  dem  Incre- 
ment  von  tp  und  dem  von  x  ableiten  kann.  Dabei  sind  die  Differen- 
tiationen  nach   X  stets   totale.     Indem  wir  z.  B.  in  §  3  des  2.  Kap., 

*)  Auch  die  Bogenlänge  s  ist  invariant,  aber  sie  ist  keine  Differential- 
invariante.  Man  könnte  sie  eine  Integralinvariante  nennen.  In  unserer  Aquiya- 
leuztheorie  brauchen  wir  nur  Difierentialinvarianten. 
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S.  36,  das  Increment  von  y    berechneten,  haben  wir  in  Wahrheit  auch 

schon  die  Relation  (2)  abgeleitet. 

Wir  suchen   nun  zunächst   einen   Dififerentialparameter,   der  keine 

höheren  als  den  ersten  Differentialquotienten  von  (p   enthält,   also   die 

Form  hat:    £i{x,  y,  y..,  <p,  (p').     Da  cp  hierin  irgend  eine  Invariante 

bedeuten  soll,  so  ist  in  (2)  das  Increment  dqp  =  0  zu   setzen,   sodass 

kommt: 

c,    /  ,  dSx 

Bei  ^  ist  dx  =  dt,  also  dqp'=  0.  Ebenso  ist  ^9j'=0  bei  q.  Bei 
yp  —  xq  ist  dx  ==  ydt,  also 

d(p'  ==  —  (p  y  8t. 
Nun  ist  allgemein 

ÖSl  =  ^^dx-^  f  dy  +  f^,  dy  +  ■ .  • 

ox  *    dy     ^    '    dy     ^    ' 

+  fdg>-{-'Ad<p\ 
'     d(p     ^    *    C(p      ^ 

Es  soll  dSl  bei  unserer  Gruppe  Null  sein,  sobald  d(p  =  0  ist,  und 
zwar  für  jede  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe.  Dies  liefert 
die  drei  Relationen: 

dx  '  dy  ^ 

da  dSl  /1  _|_    '2\  ^ o    '  "1^  _  '   '^  ^  A 

^  dx  dy         ^     ~'    '^    '  dy  ^  ^    dy"  ^  ^  dq>' 

ß  ist  also  frei  von  x  und  y  und  Integral  des  simultanen  Systems: 
dy'  dy"  dqp         dcp' 


(3) 


1  +  y'^       '^y'y"  o       y'^p' 


1     dr 
Als  Integrale  sind  uns  schon     ,  ^ ,  .  .  bekannt.     Femer  ist  ein  Inte- 
gral q>  selbst.     Ein  letztes  Integral  geht  aus 

dy'      dcp' 

1  +  2/'*  ~  y'<p' 
hervor  in  der  Form 

^<p  = -■ 

Der  gesuchte  Differentialparameter  hat  also  die  Form 
n/         dr       d^r  .    \ 

Es  ist  aber  von  vornherein  klar:    Wenn   (p   ein  Differentialparameter 

ist,  so  ist  auch  jede  Function  von  r,  ^,  -r-^,  ..  .  und  (p  ein  Differen- 

a  s    (t  s 

tialparameter.      Mithin    werden    wir    uns    ohne    Beeinträchtigung    der 
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Allgemeinheit  auf  den  Dififerentialparameter  ^(p  selbst  beschränken 
können.     Ausführlich  geschrieben  hat  er  die  Form: 

^(p  =  -^ L^ 

(1  +  y'Y' 

Wir  können  nun  nach  den  Differentialparametern  fragen,  die  auch 
qp",  fp"  u.  s.  w.  enthalten.  Zu  dem  Zweck  haben  wir  "auch  die  Incre- 
mente  von  9p",  cp" .  .  .  zu  berücksichtigen.  Sie  ergeben  sich  aus  (2) 
sofort,  wenn  wir  darin  9p  durch  9p',  g)".  .  .  ersetzen.  Aber  wir  brauchen 
die  Rechnung  nicht  durchzuführen.  Denn  offenbar  finden  wir  wie 
oben,  dass  die  gesuchte  Function  Sl  frei  von  x,  y  und  Integral 
eines   simultanen   Systems   analog  (3)   ist.     Dieses  System   besitzt  die 

1        CLt       d^  T 

Integrale  — ,  ;,-,  -r-^---,  ferner  9),  z/g).     Endlich  besitzt  es   noch   ein 

Integral,  das  q>",  eines,  das  q)'"  u.  s.  w.  enthält.  Diese  aber  können 
wir  sofort  angeben.  Denn  alle  diese  Integrale  sind  ja  auch  für  sich 
Differentialparameter.  Es  genügt  also,  dass  wir  einen  speciellen 
Differential  Parameter  kennen,  der  g),  fp\  9p",  einen  speciellen,  der 
9p,  9p',  9p",  9p'"  enthält,  u.  s.  w.  Solche  kennen  wir  in  der  That.  Ist 
^)  eine  Invariante,  so  ist  auch,  wie  wir  gefunden  hatten, 

A<p  =        ''' 


(1  +  y^)^ 

eine    Invariante.     Setzen    wir   diese    für   9p,    so    ergiebt   sich    analo^jp" 
dass  auch 

dJcp 


(1  +  y')^ 

eine    Invariante    ist.     Daher    ist    z/^9p    ein    Differentialparameter,    der 
auch  9p"  enthält.    Entsprechend  ist  zJ^tp^  ^{^{^g)))  ein  Differential- 
parameter, der  auch  9p'"  enthält  u.  s.  w.  • 
■'^ii-              Mithin  hat  der  allgemeinste  Differentialparameter  die  Form 

gemeinster  ^  -^ 

Differential- 

Parameter.  ^  /  dr         d^T  ^  ^2  ^8  \ 

^T'  ds'      d?'-'-'  ^'      ^9>,      ^V,      ^V;...), 

d.  h.  der  einzige  wesentliche  Differentialparameter  ist  ^q>  selbst.  Jeder 
Differentialparameter  ergiebt  sich  dadurch,  dass  wir  eine  beliebige 
Function  aus  ihm,  aus  seinen  Wiederholungen  und  aus  Differential- 
invarianten  bilden. 
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Wir  bemerken  noch,  dass  sich  ^cp  auch  so  schreiben  lässt: 

also  der  allgemeinste  Differentialparameter  so: 

„  /        dr       d^r  dcp       d^cp  \ 

"V'    dTs'    di^'  •••'    ^'    d7'     d^'    ")' 

Nehmen  wir  an,  wir  kennten  nur  die  niederste  Differential- 
invariante r  und  den  niedersten  Differentialparameter  ^q).  Alsdann 
sind  damit  alle  Differentialinvarianten  gegeben.     Denn  wenn   wir  ^q) 

auf   cp  =  r    anwenden,    so    geht    die   Differentialinvariante    j-   hervor. 

/?*•  d  T 

Wenden  wir  /Jw  auf  9?  =  ;v-  an,  so  geht  entsprechend  -^-^  hervor  u.  s.  w. 

CL  s  d  s 

Es  sind  r  und  ^cp  Lösungen  des  vollständigen  Systems 

ex  oy 

Zur  Auffindung  aller  Differentialinvarianten  hätte  es  also  genügt,  nur 
eine  einmalige  Erweiterung  vormnehmen  und  das  Increment  von  q/  für 
dq)  =  0  hinmzufügen.  Eine  ähnliche  Bemerkung  gilt  überhaupt  für 
Gruppen.  Die  grosse  Bedeutung  des  Differentialparameters  tritt  hier 
klar  hervor. 

Die  Differentialinvarianten  und  Differentialparameter  der  betrach-  Congruenz 

ebener 

teten  Gruppe  spielen  eine  wesentliche  Rolle  in  der  Theorie  der  ebenen  curven. 
Curven.  Denn  die  Frage,  wann  gwei  Curven  mit  einander  congruent 
sind,  kommt  darauf  zurück,  wann  sie  durch  eine  B&wegung  in  ein- 
ander überführbar  sind.  Da  die  obigen  Differentialinvarianten  eben 
bei  den  Bewegungen  invariant  sind,  so  ist  klar,  dass  zwei  Curven  nur 
dann  congruent  sind,  wenn  in  entsprechenden  Punkten  beider  die 
Differentialinvarianten  dieselben  Werte  haben.  Da  aber  von  vorn- 
herein   die    einander    entsprechenden   Punkte    nicht   bekannt    sind,    so 

gehen  wir  so   vor:    Längs  der  einen  Curve  ändert  sich  r   sowie   j-- 

Es  ist  also  -;-  eine  Function  von  r: 
ds 

w  ^-^  =  ■»(•■)• 

Ebenso  längs  der  zweiten  Curve.  Sollen  sie  congruent  sein,  so  muss 
also  dieselbe  Relation  (4)  für  die  zweite  Curve  bestehen.  Dies  ist 
aber  auch  hinreichend  für  die  Congruenz,  sobald  wir  voraussetzen,  dass 

Ii  i  e ,  Continnlerliche  Gruppen.  43 


Minimal- 
geraden. 
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die  Curven  nicht  Bahncurven  einer  eingliedrigen  Untergruppe  der 
Gruppe  der  Bewegungen,  also  weder  Kreise  noch  Geraden,  sind.  Denn 
sobald  dies 'nicht  der  Fall  ist,  geht  die  eine  Curve  bei  unserer  Gruppe 
in  genau  oo^  verschiedene  Curven  über  (vgl.  Satz  7,  §  1  des  12.  Kap.). 
Für  alle  diese  Curven  muss  die  Relation  (4)  bestehen.  Andererseits 
ist  (4)  eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  in  x,  y  und  definiert 
daher  gerade  oo^  verschiedene  Curven.  Die  Relation  (4)  besteht  daher 
sicher  und  nur  für  die  Curven,  die  mit  der  gegebenen  ersten  con- 
gruent  sind. 

Wenn  dagegen  die  beiden  betrachteten  Curven  Bahncurven  sind, 
so  gehen  sie  bei  der  Gruppe  in  nur  oo^  Lagen  über  und  die  obigen 
Schlüsse  sind  hinfällig.  Aber  hier  erledigt  sich  die  Sache  sofort:  Die 
betreffenden  Curven  sind  Kreise  oder  Geraden,  deren  Congruenz- 
kriterien  trivial  sind.  Nur  die  Geraden,  die  nach  den  imaginären 
Kreispunkten  gehen,  die  Minimalgeraden: 

y  ^ix  =  Const. 

sind  hierbei  besonders  zu  besprechen.  Die  Geraden  jeder  dieser  beiden 
Scharen  sind  nur  unter  sich  congruent,  da  die  Gruppe  der  Bewegungen 
die  Kreispunkte  in  Ruhe  lässt,  sodass  also  jede  Minimalgerade  zwei  in- 
finitesimale Bewegungen  gestattet.  Es  ist  also  nicht  exact,  wenn  man 
zuweilen  sagt,  dass  zwei  Geraden  stets  mit  einander  congruent  sind. 
Der  Ausnahmefall  der  Minimalgeraden  tritt  in  unserer  Invarianten- 
theorie   insofern   in  Evidenz,   als    für   ihn    die    Differentialinvarianten 

— ,'  j-  •  •  •  ihre  Bedeutung  verlieren,   indem    1  -\-  y'^  =  0  wird.     Doch 

verzichten  wir  hier  darauf,  zu  zeigen,  wie  diese  Ausnahmefälle  natur- 
gemäss  aus  unserer  Theorie  heraus  entwickelt  werden  können  und  sich 
zugleich  als  die  einzigen  ergeben.  Wir  thun  dies  vielmehr  in  dem 
nächsten  Problem,  bei  der  Betrachtung  der  Curven  im  Räume,  weil 
dort  die  Sachlage  nicht  von  vornherein  so  einfach  ist  wie  hier. 

§  2.    Differentialinvarianten  der  Raumcurven  bei  der  Gruppe  der 

Bewegungen. 

Gruppe  der  "^^ir  Wenden  uns  also  jetzt  zur  Gruppe  aller  Bewegungen  im 
im  Kaume.  Raumc  (x,  y,  z).  Wir  haben  zwar  diese  Gruppe  bisher  nicht  ein- 
gehender besprochen,  doch  ist  sie  leicht  analog  der  Gruppe  der  Be- 
wegungen in  der  Ebene  (§  3  des  4.  Kap.)  abzuleiten.  Man  findet, 
dass  sie  aus  allen  Translationen  und  Rotationen  besteht,  also  die 
Form  hat: 

p     q     r     yp  —  xq     zq  —  yr     xr  —  zp. 
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Zwei  Gebilde  sind  congruent,  wenn  sie  vermöge  einer  Transformation 
dieser  Gruppe  in  einander  übergehen. 

Wir  suchen  zunächst  wieder  Differentialinvarianten  dieser  Gruppe. 
Da  wir  Anwendungen  auf  die  Curveniheorie  im  Räume  machen  wollen, 
so  haben  wir  uns  vorzustellen,  dass  zwischen  den  Coordinateu  x,  y,  z 
zwei  Relationen  bestehen.  Es  ist  am  übersichtlichsten,  Xj  y,  z  als 
Functionen  einer  Hülfsgrösse  X  aufzufassen,  von  der  vorausgesetzt 
wird,  dass  sie  sich  bei  der  Gruppe  nicht  ändert,  und  dementsprechend^"'ei*'"^™8 

die  Incremente  von  -tt,  -^,  -r-.,  -r^  u.  s.  w.  zu  berechnen.    Es  kommt 
ai'  ai'  dV  dX^ 

dies  im  Grunde  genommen  einfach  darauf  hinaus,  dass  wir  die  Incre- 
mente der  Differentiale  dx,  dy,  dz,  d^x  ...  in  den  Bereich  der  Be- 
trachtung ziehen.  Durch  Benutzung  der  Hülfsveränderlichen  A  wird 
nur  das  Rechnen  mit  Differentialen  vermieden. 

Bei  der  Berechnung  der  Incremente  machen  wir  davon  Ge- 
brauch, dass 

s,  dff d8(f 

dX         dX 

ist.  Demnach  lauten  die  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen, 
wenn   die   Differentiation  nach  X  durch    den  Accent    angedeutet   wird 

und  jp'  für  -^ ,  p"  für  0-^  u.  s.  w.  steht  *) : 

p  q  r 

yp  —  xq-\-  yp  —  x'q-\-y"p"—  x" q  -\r  •  ■  ■ 

zq  —  yr  -f  z  q  —  y  r  -f  z" q  —  y"r"-\ 

xr  —  zp  -\-  x'r  —  z p  ■\-  x" r" —  ^"p" -\-  •  •  •• 

Wir  suchen  nun  Differentialinvarianteti,  d.  h.  Functionen  f{^,y,^n^y^^^^ten 
x\  y,  z,  x",  y\  z" .  .  .),   die  zunächst  bei  diesen  erweiterten  infinitesi- 
malen Transformationen  invarianr  bleiben.     Offenbar  sind  sie  frei  von 
Xf  y,  z.     Es    handelt   sich   dann    noch    um    die  Integration    des    voll- 
ständigen Systems: 

yp  —  xq  +  t/V'  —  ^"^"  -\ =  0. 

/PN  '     f  '     /     I         ff     ff  I'    rf     •  f\ 

(5)  {zq  —  yr-{-zq—yr-\ =0, 

'     '  J      >       \  "     t'  ff      ff      \  r\ 

\x  r  —  z  p  Ar  X  r  —  z  p  +•••==  0. 

Berücksichtigt  man  nur  die  ersten  Differentialquotienten,  so  hat  man 
ein  zweigliedriges  vollständiges  System  vor  sich  mit  der  einen  Lösung 

x^  •\-  y"^  -{-  z^. 

*)  Wir  wollen  nicht  unterlassen,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  die 
folgenden  Betrachtungen  sich  ohne  Mühe  auf  die  Gruppe  der  Bewegungen  in 
Bäumen  von  höherer  Dimensionenzahl  verallgemeinem  lassen. 

43* 
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Nimmt  man  auch  die  zweiten  Differentialquotienten  hinzu,  so  erhält 
man  ein  dreigliedriges  vollständiges  System  in  sech.s  Veräaderlichen. 
Es  besitzt  also  drei  Lösungen,  darunter  die  obige.  Zwei  vod  jener 
unabhängige  sind  offenbar; 

xx-\-yy-\-Z0,     X  ^  -\-  y  ^  -\-  z  ^. 

überhaupt  sieht  man:    Der  Ausdruck 

(6)  coa  =  x^^  a^^)  +  y^^  «/<*)  +  ^)  ^^^ 

ist  eine  Lösung  des  vollständigen  Systems  (5).  Nehmen  wir  alle 
Differentialquotienten  bis  zu  den  n^^  mit,  so  liegt  ein  dreigliedriges 
vollständiges  System  in  3w  Veränderlichen  vor.  Es  hat  also  3n  —  3 
von  einander  unabhängige  Lösungen.  Solche  aber  sind  folgende  Aus- 
drücke caik'. 


(7) 


CDaO  ,  öo 


<»15;       ^25  >       ^^hJ 


Dass  sie  von  einander  unabhängig  sind,  sieht  man  sofort. 

Aber  diese  Differentialinvarianten  können  wir  nicht  sämtlich  ver- 
werten.    Denn  wenn  wir  die  Bedingungen  für  die  Überführbarkeit  von 
Curven  in  einander  aufstellen  wollen,  so  haben  wir  zu  bedenken,  dass 
Von  der  eine  Curve  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  Hülfsveränderliche  X  durch 

Hülfs-  ...  . 

reränderi.  eiuc  beliebige  Function  von  A  ersetzt.     Wir   dürfen   daher  nur   solche 

unabhängige  .  -  .  ^ 

Differential- Differentialinvarianten  benutzen,  die  sich  nicht  ändern,  wenn  X  irgend 

invarianten,     .m«  •  i  i  i-  i        •  '     n     -l       •         i 

eine  Transformation,  also  auch  insbesondere  irgend  eine  infinitesimale 
Transformation 

ÖX  =  a{X)8t 

erfährt.  Es  wäre  demnach  unsere  Aufgabe,  aus  den  2n  —  3  Func- 
tionen (7)  alle  die  Functionen  zu  bilden,  die  ungeändert  bleiben  bei 
der  infinitesimalen  Transformation 

(8)  8x==0,     8y  =  0,     00  =  0,     dX  =  a(X)dt, 

welchen  Wert  auch  die  Function  a{X)  haben  mag.  Wir  werden  aber 
später  gar  nicht  alle  Functionen  jener  o),i  gebrauchen,  die  bei  (8)  in- 
variant sind,  sondern  kommen  —  wie  sich  zeigen  wird  —  mit  den 
sechs  ersten  odhc  allein  aus,  also  mit 
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(9)  ©11,       0512,       013,       Ö22>       <Ö23?       ^S3' 

Für  diese  gestaltet  sich  die  Rechnung  so*): 

Ganz  analog  der  Formel  (2)  haben  wir  zur  Berechnung  der  In- 
cremente  der  Differentialquotienten  hier,  wo  X  die  unabhängige  Ver- 
änderliche ist,  die  Formel 


(10) 


s,    , dSo)  ,  dSX 


dl  ^    dl 

Setzen  wir  hierin   nach   einander  qp   gleich  x,  x',  x\    so    kommt,    da 
da;  =  0,  81  ==  a{k)8t  ist: 

8x   ==  —  x  cc'dt, 

ddx 


dx     = 

8x"  = 


dX 

ddx" 
dX 


—  x"  adt, 

—  x"'adt. 


Dabei    bedeutet   a    den    Differentialquotienten   von   a   nach   X.     Diese 
recurrierenden  Formeln  liefern  nach  einander: 

dx'  =  —  X  a  dt, 

dx"  =  — (x'cc"  +  2x"a)dt, 

dx"=  —{x'a"-\-  dx"a"-\-  ^x"a)dt. 

Analoge  Formeln  bestehen  in  y  und  0,  und  der  Wert  (6)  von  (Oik  zeigt 
daher,  dass  die  Functionen  (9)  durch  (8)  die  Incremente  erfahren: 

doii  =  —  2a  coj^j^dt, 
döi2  =  —  («"ßJ!!  +  3  a' ©12)^^, 
da)22  =  —  2{a"co^^  +  2ttai^^)8t, 
da3j3  =  —  (a"on  +  3a"(öj2  +  Aa  at^^dt, 
^^2z  =^  —  («"012  +  3a"c)22  +  «"o>i3  +  ba  a^^dtj 
^^fijgg  =  —  2(c[;"'a)j3  +  3o;"a>23  +  ^a  ca^^dt. 

Die  Function  f  jener  sechs  Grossen  ra  soll  nun  die  Relation 


(11) 


für  alle  Werte  der  Function  «  erfüllen, 
einzelnen  Fordecungen: 


Sie  zerföllt  daher  in  die  drei 


*)  Factisch  suchen  wir  die  Differentialinvarianten  einer  sogenannten  unend- 
lichen Gruppe,  da  a{X)  alle  möglichen  Werte  haben  kann.  Dennoch  aber  ist  die 
obige  Rechnung  elementar. 
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Diese  drei  Gleichungen  bilden  ein  vollständiges  System,  denn  es  ist 

{ÄB)  =  —  Bf,     {ÄC)^  —  2Cf,    {BC)  =  0. 

Dass  sie  linear  sind,  hätte  man  übrigens  aus  gewissen  allgemeinen 
Überlegungen  heraus  vorhersagen  können.  Weil  sie  linear  sind,  sind 
sie  auch  integrabel.  Zur  Integration  beginnen  wir  mit  der  dritten 
Gleichung  Cf=  0.     Sie  besitzt  die  Lösungen: 

»117        '«'12)        ß'22> 

Wenn  wir  unter  f  eine  Function  von  diesen  fünf  Grössen  allein  ver- 
stehen, so  nimmt  die  zweite  Gleichung  Bf=0  die  Gestalt  an: 

«uä^  +  2«i2  g^  +  3 («,2^  -  a>,,<o,,)  |{  +  6w  1^  =  0. 

Sie  besitzt  die  Lösungen: 

(öji,    «<;  =  «12^  —  «11 O22 , 
q)  ^u^  —  VW,     iIj  ^  3«<;a>i2  —  Wß>ii. 

Sobald  f  eine  Function  von  diesen  vier  Grössen  allein  ist,  nimmt  die 
Gleichung  Af=0  die  Form  an: 

Soll  ^  +  6m;  1^  +  149  1^  +  9V'  It  =  0. 

Ihre  Lösungen  sind  die  gesuchten  Functionen.  Als  solche  können  wir 
folgende  wählen:    Zunächst 


Diese  Grösse  ist  nichts  anderes  als  der  reciproke  Wert  des  Quadrates 
des  Krümmungsradius  r  der  betrachteten  Raumcurve,  d.h.  die  Krümmung: 

r         V  «,„» 
Ferner  ist  eine  Lösung: 
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Sie  stellt  nichts  anderes  dar  als   das  Quadrat  des  Di fferentialquotienten 
aus  dem  Krümmungsradius  r  und  der  Bogenlänge  s: 


dr 

ds 
Endlich  ist  auch: 


-vs 


v 


eine  Lösung.     Es  ist  dies  das  Quadrat  der  Torsion  x  der  Raumeurve; 


Dass  diese  Grössen  in  der  That  die  angegebene  geometrische  Be- 
deutung haben,  erkennt  man,  wenn  man  sie  ausrechnet,  indem  man 
etwa  für  den  Augenblick  l  mit  der  Bogenlänge  ideutificiert.  Wir  sind 
hier  naturgemäss  gerade  auf  diese  für  die  Curventheorie  so  wichtigen 
Ausdrücke  geführt  worden,  und  zwar  haben  wir  ihre  Werte  aus- 
gedrückt durch  die  Differentialquotienten  der  Coordinaten  nach  einer 
beliebigen  Hülfsvariabeln  A,  während  man  sonst  wenigstens  die  Torsion 
nur  mit  Benutzung  der  Bogenlänge  als  unabhängiger  Veränderlicher 
zu  berechnen  pflegt. 

Aus  dem  Bisherigen  ergiebt  sich,  dass  jede  Differentialinvariante 
von  höchstens  dritter  Ordnung  einer  Raumeurve  gegenüber  der  Gruppe 

der  Bewegungen    der  Ebene  eiine  Function  von  r,  ^  und  t  ist.     Da 

(t  s 

z.  B.  auch  der  Radius  der  Schmiegungskugel  eine  Differentialinvariante 
ist,  denn  er  ändert  sich  nicht  bei  einer  Bewegung,  -  und  zwar  eine 
Differentialinvariante  dritter  Ordnung,  weil  die  Schmiegungskugel  durch 
vier  consecutive  Punkte  der  Curve  bestimmt  ist,  so  folgt  hieraus,  dass 

der  Radius  der  Schmiegungskugel  eine  Function  von  r,  -r-  und  r  allein 

ist.  In  der  That  kennt  man  eine  solche  Beziehung.  Wir  können  nun 
aber  sehen,  dass  wir  im  wesentlichen  auch  alle  höheren  Differential- 
invarianten der  Curve  gefunden  haben.     Dies  erkennen  wir  so: 

Zunächst  können   wir  abzählen,  wie  viele  Differentialinvarianten^^^aw  der 

'  _     Differential- 

es  überhaupt  giebt.    Wir  hätten  nämlich  die  Differentialinvarianten  in  "i^anaaten. 
allerdings  weniger  symmetrischer  Weise  auch  dadurch  bilden  können, 
dass  wir  y  und  i3  als  Functionen  von   x  betrachteten   und   die  Incre- 
mente    der    Differentialquotienten    von    y   und   2   nach    x   mit    hinzu- 
nahmen, denn  unsere  Differentialinvarianten  sind  die,  welche  von  der 
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Wahl  der  unabhängigen  Veränderliehen  A  unabhängig  sind,  d.  h.  welche 
nur  die  Differentialquotienten  der  Coordinaten  untereinander  enthalten. 
Gehen  wir  dabei  bis  zu  den  n^^^  Differentialquotienten,  so  erhalten  wir 
aus  den  6  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  ein  6-gliedriges 
vollständiges  System  in  3 -{- 2 w  Veränderliehen.  Es  besitzt  S-\-2n  —  6, 
also  2n  —  3  von  einander  unabhängige  Lösungen.- 

Wir  erkennen  somit,  wenn  wir  nun  zu  unserer  Fassung  der  Auf- 
gabe zurückkehren:  Es  giebt  gerade  2n  —  3  von  einander  unabhängige 
Differentialinvarianten  in  x,  y,  z\  x  ^  y,  /;  ....  d'^\  y^'^^,  ^f^"),  die  von 
der  Wahl   des   Parameters   unabhängig   sind.     Für   w  =  3   haben   wir 

drei,   nämlich    die    oben   gefundenen  r,   -=-,  x.     Bei   Hinzunahme   der 

höheren  Differentialquotienten  treten  mit  jedem  Schritt  zwei  Invarian- 
ten hinzu.  Wir  können  nun  leicht  ein  Mittel  zu  ihrer  Berechnung 
finden. 

Differential-        "VV^ir  suchen  ZU  dem  Zweck  Diiferenüalparameter.    Wir  fragen  also 

Parameter.  _  _  . 

nach  einer  Function  Sl  der  Veränderlichen,  des  Differentialquotienten 
und  von  qp,  (p,  (p".  . .  .  derart,  dass,  wenn  q)  irgend  eine  Differential- 
invariante bezeichnet,  auch  Sl  eine  solche  ist.  Es  ist,  wie  wir  oben 
sahen, 

Bei  einer  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  der  Bewegungen 
ist  ÖX  =  0.  Ferner  soll  (p  eine  Invariante,  also  dg)  =  0  sein.  Daher 
kommt  auch  d(p'==  0.     Ferner  ist  stets: 

(12)  ^9^  ^-jT-'P  -dr> 

und  hieraus  folgt,  dass  auch  dtp"  ==  0  ist,  u.  s.  w.  Mithin  ergiebt  sich 
zunächst,  da  die  Function  ü  bei  den  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppe,  wenn  diese  durch  Hinzunahme  der  Transformationen  der 
Differentialquotienten  und  von  (p,  tp',  <p". . .  erweitert  werden,  invariant 
bleiben  muss,  dass  Sl  eine  beliebige  Function  der  (Oik  und  von  gj,  cp',  g/'. . . 
ist.  Aber  Sl  soll  ferner  von  der  Wahl  des  Parameters  A  unabhängig 
sein.  Um  die  hieraus  folgenden  Bedingungen  abzuleiten,  setzen  wir 
wie  oben  unter  (8): 

da;  =  d«/ =  d;^  =  0,     SX  =  tt{X)dt, 

sodass  wieder  die  Relationen  (11)  für  die  dra,*  bestehen.  Ferner  folgt 
dann  aus  (10),  da  d<p  =  0  sein  soll,  dass 
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6tp'   =  —  acp'dt, 

8(p"  =  —  {a"  q).-{-  2aq)")8t, 

8<p"  =  —  («'"qp'-f"  ?»a"(p"  -\-  Scc'q)'")dt 


ist.     Nullsetzen  des  Incrementes  von  Sl  giebt  also 
(13) 


du      ^    r/r     f     ,       o      "     "     I       O      '      '"\  n 

—  ^   .,,  («    g) -j- oa  g)   -f-oag)    ) —  •  •  =  ü. 

Wir  haben  hieraus  Sl  zu  bestimmen.  Zunächst  wollen  wir  annehmen, 
der  gesuchte  Differentialparameter  enthalte  von  x,  y^  z  und  (p  keine 
höheren  als  die  ersten  Differentialquotienten.  Dann  haben  wir  nach 
(11)  folgende  Gleichung  zu  betrachten: 

o   ,        dSl     ,      ,  ,  dSl        ^ 

^'^n  ^  dtp 

a   lässt  sich  streichen,  und  wir  finden,  dass  iß  eine  Function  von 


allein  ist.     Bei  unserer  Raumcurve  ist  nun,   wenn  s  die  Bogenlänge 
bedeutet : 

sodass  wir 

^„  —  dtp 

schreiben  können.     Dieser  Differentialparameter  lehrt  also:    Sobald  tp 

eine  Invariante  ist.  ist  auch  -^  eitie  Invariante. 

'  ds 

Wir  sehen:   Ist  g»  eine  Invariante  w*®'  Ordnung,   so  ist  offenbar 
^—  eine  von  n  -j-  1*®'  Ordnung.    Nun  kennen  wir  die  Invariante  zweiter 

(t  s 

Ordnung   r   sowie   die   beiden  Invarianten  dritter  Ordnung   -^  und  r. 


Es  sind  also 

dV      dz 
ds»'     ds 

Invarianten  vierter  Ordnung,  ebenso 

dV      d^T 
■     ds'"     ds* 

Invarianten  fünfter  Ordnung  u.  s.  w.     Offenbar  sind  sie  auch  sämtlich 
von   einander   unabhängig.     Nach   unserer   obigen    Abzahlung   kennen 
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enfe^nste  ^^^   ^^^^    auch    alle  Dififereiitialinvarianteii.     Die   allgemeinste   von   der 
^invlxiantl'^^^^  ^^^  PO'^d'i^ßt^rs  Unabhängige  Di/ferentialinvariante  ist  mithin  eine 

beliebige  Function  von 

dr       (Pr  d^r 

^'     ds'     d7'  17''"' 

dt  d^x 

^'     ds'  d7^"'' 

Wir  hätten  sie  auch  durch  Integration  der  Gleichungen  finden  können, 
die  aus  den  obigen  Af=0,  Bf=0,  Cf=0  hervorgehen,  wenn  die 
Incremente  der  höheren  coa  mit  berücksichtigt  werden.  Die  Glei- 
chungen werden  aber  alsdaun  sehr  compliciert.  Man.  sieht  also,  wie 
ausserordentlich  sich  die  Benutzung  des  Differentialparameters  ^cp 
bewährt. 

^'^y  ,  Wir  können  nun  auch  den  allgemeinsten  Differentialparameter  auf- 

Differential- g^eiigjj      Offenbar  nämlich  ist  auch 

Parameter. 

ein  Differentialparameter,  denn,  wenn  g)  eine  Invariante  ist,  so  ist  ^cp 
auch  eine,  daher  auch  z/^qo.  Entsprechend  ist  ^^cp^^^^tp  eine 
Invariante  u.  s.  w.  Nun  können  wir  die  obige  Gleichung  (13)  allge- 
mein integrieren.  Sie  wird  erfüllt  durch  die  gefundenen  Differential- 
invarianten sowie  durch  die  Differentialparameter 

^q),      ^^cp,      ^^<p    •  ' . 

Die  Gleichung  (13)  zerfällt,  da  sie  für  alle  Functionen  «(A)  bestehen 
soll,  in  eine  ganze  Reihe  von  Gleichungen,  die  offenbar  sämtlich  von 
einander  unabhängig  sind.  Gehen  wir  bis  zu  der  zu  a^")  gehörigen 
und  suchen  wir  solche  Sl,  die  keine  höheren  als  die  n*®**  Differential- 
quotienten von  X,  y,  s,  tp  enthalten,  so  liegen  gerade  n  von  einander 
unabhängige  Gleichungen  vor,  die  ein  w-gliedriges  vollständiges  System 
bilden*)  in  den  Veränderlichen 

(»11       «12       0)22  > 


CO.Q  ß7aq  03 


33) 


COin       fO^n       Ö3n, 


<p      (p  ...cp 


(n) 


*)  Würden  sie  kein  solches  bilden,  so  würden  sie  noch  weniger  gemeinsame 
Lösungen  besitzen.  Da  aber  gerade  die  für  ein  vollständiges  System  hinreichende 
Anzahl  von  Lösungen  vorhanden  ist,  wie  sich  zeigt,  so  kann  man  daraus  schliessen, 
dass  wir  es  in  der  That  mit  einem  vollständigen  System  zu  thun  haben.  Eine  ana- 
loge Bemerkung  gilt  an  anderen  Stellen  des  Textes. 
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d.  h.  in  3w  —  3  -f-  w  +  1  =  4w  —  2  Veränderlichen.  Es  besitzt  also 
An  —  2  —  n  =  dn  —  2  von  einander  unabhängige  Lösungen.  Solche 
sind  aber  die  2n  —  3  Invarianten  sowie  q)  und  die  n  Diflferential- 
parameter  ^tp,  /l^q) . .  ^^'^^tp.  Dies  sind  gerade  3n  —  2.  Wählen  wir 
n  beliebig  hoch,  so  ergiebt  sich  folglich:  Der  allgemeinste  Differential- 
parameter ist  eine  beliebige  Function  von 

dr        d^r         d^r 
^'      ds'      dJ^'       ds^  ■  ■  ■' 
dr  d^t 

cp,   ^cp,    ^"(p,    -^V  '  ■  "• 

Man    sieht   hieraus,    dass    unsere    Gruppe   nur   einen   wesentlichen  ^^^^^^' 
Differentiälparameter    z/qp    besitzt.     Denn    wenn    z/cp    ein    Differential-^''^'''"«"*^*^' 

"  -^  '  '  Parameter. 

parameter  ist,  so  ist  von  vornherein  klar,  dass  jede  Function  von  den 
Differentialinvarianten,  von  gj,  z/qp,  zi^cp  .  .  .,  auch  ein  Differential- 
parameter ist. 

Die  Ergebnisse  haben  eine  grosse  Bedeutung  für  die  Theorie  der 
Raumcurven.  Wir  werden  sehen,  dass  für  das  Problem  der  Überführ- 
barkeit  von  Raumcurven  in  einander  vermöge  einer  Bewegung,  d.  h.  für 
das  Problem  der  Congruenz  von  Raumcurven  nur  die  drei  Differential- 
invarianten r,  -j-  und  T  in  betracht  kommen   (sobald   sie   nicht  ihren 

Sinn  verlieren),  da  alle  anderen  Differentialinvarianten  Functionen  von 
diesen  und  ihren  Differential quotienten  nach  s  sind. 

Wir  wollen  nun  die  Aquivalenztheorie  für  Raumcurven  zunächst 
weniger  methodisch  angreifen ,  indem  wir  uns  auf  solche  Curven  be- 
schränken, hei  denen  die  von  uns  betrachteten  Differentialinvarianten  einen 
Sinn  haben.  Dass  es  Curven  giebt,  bei  denen  dies  nicht  der  Fall  ist, 
und  wie  man  alle  diese  Curven  finden  sowie  ihre  Äquivalenztheorie 
entwickeln  kann,  zeigen  wir  erst  im  nächsten  Paragraphen.  Unsere 
jetzigen  Betrachtungen  sollen  nur  vorläufig  orientieren. 

Wir  schicken  dabei  einen  Satz  voraus,  von  dem  wir  einen  Special- 
fall schon  als  Satz  7  in  §  1  des  12.  Kap.  gegeben  haben: 

Satz  1:     Gestattet  ein  Gebilde  q  von  einander  unabhängige  ^w^w^Ye- Ausführung 
simale  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe,  so  nimmt  es  bei  Aus-     einer 
führung   aller    Transformationen   der   Gruppe  genau   oo''""^   verschiedene   »"f.f^ 
Lagen  an,  und  umgekehrt 

Ein  Gebilde  F  nehme  nämlich  bei  der  r-gliedrigen  Gruppe  gerade 
cx)''— 9  verschiedene  Lagen  F'  an.  Alle  F'  bilden  alsdann  eine  in- 
variante Mannigfaltigkeit.   Jedes  F'  wird  bei  den  oo*"  Transformationen 


Gebüde. 
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der  Gruppe  in  nur  oo''—^  Lagen  übergeführt,  daher  bei  je  oo«  Trans- 
formationen Ta,  Tbf  Tc  der  Gruppe  in  dieselbe  Lage  F".  Alle  oo« 
Transformationen  T^TcT^^  TcTa~^...  führen  F'  in  sich  über.  Offenbar 
thun  dies  keine  anderen,  da  sonst  F'  weniger  als  oo'"— «  Lagen  insge- 
samt erhielte.  Jene  ooi  Transformationen  der  Gruppe,  die  F'  in  Ruhe 
lassen,  bilden  natürlich  eine  Untergruppe  mit  paarweis  inversen  Trans- 
formationen, die  von  q^  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  wird. 
Mithin  gestattet  jedes  F\  insbesondere  auch  F,  genau  q^  von  einander 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe. 

Wir  werden  den  Satz,  den  wir  in  speciellerer  Form  schon  öfters 
verwertet  haben,  für  die  Raumcurven  benutzen.  — 

Sollen  zwei  Raumcurven  einander  congruent  sein,  so  werden 
jedenfalls  die  Differentialinvarianten  in  entsprechenden  Punkten  beider 
Curven  glfeiche  Werte  haben  müssen.  Dazu  ist  notwendig,  dass  ins- 
besondere r,  3-  ,  r  in  einem  Punkte  der  einen  Curve  dieselben  Werte 

wie  in  dem  entsprechenden  Punkte  der  anderen  haben.  Nun  ist  von 
vornherein  nicht  bekannt,  wie  sich  die  Punkte  beider  Curven  ent- 
sprechen.   Wir  können  daher  nur  soviel  sagen:  Längs  der  einen  Curve 

werden  -r-  und  t  mit  r  variieren,  ebenso  längs  der  anderen,  wenn  wir 

zunächst  von   dem  Fall,    dass   r   constant   ist,    ausdrücklich    absehen. 

Längs  der  einen  Curve  werden  also  -r-  und  r  gewisse  Functionen  von 

r  sein: 

Belationeu  dt  rf  \  ,  /   \ 

invarianten. 

Soll  die  zweite  Curve  mit  der  ersten  congruent  sein,  so  müssen  natür- 
lich bei  ihr  genau  dieselben  Relationen  bestehen. 

Nun  aber  können  wir  zeigen,   dass  umgekehrt  eine  Curve,   längs 
.  deren  r  nicht  constant  ist,  dann  und  nur  dann  mit  der  ersten  Curve 

congruent  ist,   wenn  bei  ihr  ^-   dieselbe  Function  fif)  von  r  und   x 

Qi  S 

dieselbe  Function  ^(r)  von  r  ist  wie  bei  der  gegebenen*).  Denn 
einerseits  werden  die  beiden  obigen  Gleichungen  sicher  von  allen 
Curven  erfüllt,  die  mit  der  gegebenen  congruent  sind.     Andererseits 


*)  Hoppe  hat  schöne  Untersuchungen  über  die  Curven  angestellt,  die  durch 
zwei  Gleichungen  von  der  Form 

dt        ...  ,  . 

jg  =  f{r),    r  =  ^{r) 

definiert  werden.    Vgl.  Crelle's  Journal  Bd.  60. 
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aber  auch  nicht  von  anderen  Curven  ausser  diesen;  und  das  sieht  man 
durch  eine  Abzahlung  ein:  Jene  beiden  Gleichungen  stellen  nämlich 
zwei  Differentialgleichungen   dritter  Ordnung   zur  Bestimmung   von   y 

und  z  als  Functionen  von  x  dar  und  drücken   also  3-^  und  3-^  und 
ebenso  die  höheren  Differentialquotienten  durch  die  niederen  Differen- 
tialquotienten aus.    Wenn  man  also  die  6  Werte  von  v,  ^,  -^,  t-  ,  3-^ 
^  ^'     '  dx'  dx'  dx^ 

d^z 
und  T— g  für  einen  bestimmten  Wert  Xq  von  x  giebt,  so  sind  auch  die 

höheren  Differentialquotienten  für  x  =  x^^  gegeben  und  y  und  z  werden 
somit  bestimmte  Potenzreihen  nach  x  —  Xq.  Es  sind  also  die  Functionen 
y  und  s  von  x  nur  und  gerade  von  6  Constanten  abhängig,  d.  h.  es 
giebt  00*'  verschiedene  Curven,  die  unseren  beiden  Forderungen  ge- 
nügen. Es  geht  aber  die  erste  betrachtete  Curve  nach  Satz  1  bei 
allen  Transformationen  der  6-gliedrigen  Gruppe  der  Bewegungen  in 
gerade  c»*'  verschiedene  Lagen  über,  denn  sonst  müsste  sie  mindestens 
eine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  gestatten,  also  längs  ihr 
jede  Differentialinvariante  einen  constanten  Wert  haben  und  demnach 
insbesondere  gegen  die  Voraussetzung  r  constant  sein.  Die  00^  Inte- 
gralcurven  jener  beiden  Differentialgleichungen  sind  demnach  gerade 
die  00^  mit  der  gegebenen  Curve  congruenten  Curven. 

Betrachten  wir  ietzt  zweitens  eine  Curve,  längs  deren  r  constant  speciaifau 

o  •  •  r^  .  r  =  Con8t. 

ist.  Sie  kann  nur  mit  solchen  Curven  congruent  sein,  längs  deren  r 
ebenfalls  constant  und   zwar  von   derselben    Grösse   ist.     Es   ist  dann 

dv  d^  T 

längs  der  Curven  die  Differentialinvariante  -^  =  0,  ebenso  -^-7^  u.  s.  w., 

ds  U/S 

sodass   nur   noch   die  Differentialinvarianten  t,   -r- ,    -7-^   u.    s.   w.    als 

CL  S        Cb  S^ 

veränderlich  längs  der  Curven  übrig  bleiben.  Ist,  wie  wir  zunächst 
ausdrücklich  voraussetzen  wollen,  r  nicht  längs  der  Curven  constant, 
so  verfahren  wir  so:   Sind  zwei  Curven  einander  congruent,  bei  denen 

dx 
r  constant  ist,    so    ändern    sich  r  und  ^  längs  der  Curven,   es   wird 

dz        .        .  . 

also  j-  bei  beiden  eine  Function  von  t  sein,  und  zwar  bei  beiden  die- 
a  s 

selbe  Function  von  t: 


Wenn  umgekehrt  bei  zwei  Curven  r  denselben  constanten  Wert  a  hat 

dr 
und  bei  beiden  zwischen  3-  und  der  nicht  constanten  Torsion  r  dieselbe 

ds 

vorstehende  Relation  gilt,   so  sind  beide  Curven  congruent.     Um  dies 
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einzusehen,  bemerken*  wir:  Unsere  Relation  ist  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  vierter  Ordnung,  die  Gleichung  r  =  a  eine  von 
dritter  Ordnung.     Sie  besitzen  gerade  oo^  gemeinsame  Integralcurven, 

denn  r  =  a  bestimmt  ^  durch  -p,  ^,    ~i   und    die   Gleichung   für 

-j-  giebt  ~^  als  Function  von  ^-^  und  den  niederen  Differentialquo- 
tienten von  y  und  z  nach  x.  Wenn  man  also  für  x^x,^  den  6  Grössen 
^'  ^'  ~ix'  d^'  rfJ'  dJ  bestimmte  Werte  beilegt,  so  haben  für  x -=  x^ 
auch  alle  übrigen  Differential quotienten  bestimmte  Werte,  sodass  y 
und  z  bestimmte  Potenzreihen  nach  x  —  x^  werden,  die  von  6  will- 
kürlichen Constanten  abhängen.     Es  giebt  also  genau  oo*'  verschiedene 

dx 
Raumcurven,  bei  denen  r  =  a  und  -r-  die  gegebene  Function  f{x)  ist. 

Andererseits,  da  keine  der  Curven  eine  infinitesimale  Bewegung  ge- 
stattet, weil  sonst  auch  t  constant  wäre,  so  wird  eine  solche  Curve 
nach  Satz  1  bei  der  Gruppe  der  Bewegungen  in  gerade  <x>^  Curven 
übergeführt,  die  sämtlich  die  Relationen  erfüllen,  weil  sie  einander 
congruent  sind.  Mithin  geben  unsere  beiden  Bedingungen  in  der  That 
gerade  und  nur  cx)^  einander  congruente  Curven. 

Specialfall  JDriUens  ist  der  Fall  zu  betrachten,  dass  r  und  r  constant  sind, 

r:=Const.,  '  ' 

sodass  alle  übrigen  Differentialinvarianten   3-  •  •  •,  -r  •  •  •  Null  werden. 
°  ds        '  ds 

Sollen  zwei  Curven,  bei  denen  r  und  t  constant  sind,  einander  con- 
gruent sein,  so  muss  r  ebenso  wie  t  bei  beiden  übereinstimmende 
Werte  haben.  Dies  reicht  aber  auch  zur  Congruenz  aus.  In  diesem 
Falle  nämlich  sind  beide  Curven  Schraubenlinien  auf  congruenten 
Rotationscylindern  mit  gleicher  Steigung. 

Wir  heben  schliesslich  noch  einmal  ausdrücklich  hervor,  dass 
diese  vorläufigen  Betrachtungen  nicht  erschöpfend  sind,  denn  es  kann 
z.  B.  bei  einer  Curve  sehr  wohl  vorkommen.,  dass  die  Differential- 
invarianten ihren  Sinn  verlieren.  Sie  sind  ja  in  Bruchform  dargestellt, 
sodass  der  Fall  des  Verschwindens  der  Nenner  besonders  zu  unter- 
suchen wäre. 

Wie  wir  nun  vorzugehen  haben,  um  sicher  zu  sein,  auch  alle 
Möglichkeiten  zu  umfassen,  wollen  wir  im  nächsten  Paragraphen  zeigen. 

§  3.     Congruenzkriterien  der  Baumourveu. 

Wir  beginnen  die  Betrachtung  der  Raumcurven  von  Neuem  und 
von  einem  anderen  Punkte  aus: 


Congruenzkriterien  der  Raumcurven.  687 

Zunächst  fassen  wir  irgend  eine  Curve  ins  Auge,  die  keine  infini-  ^l^l\^^^ 
tesimale  Bewegung  gestattet.     Sie  nimmt  dann  nach  Satz  1    des  vorigen  ^^^^^^l^ 
Paragraphen   bei   allen    Transformationen   der  Gruppe   gerade  oo^  ver- 
schiedene Lagen   an.     Es   existieren   also   in   diesem  Falle   gerade  oo*^ 
Curven,  die  der  betrachteten  congruent  sind. 

Sie  werden  durch  Diflerentialgleichungen  definiert,  welche  die 
höheren  Differentialquotienten  von  y  und  z  nach  x  durch  die  niederen 
ausdrücken.  Wir  fragen  nun,  durch  wie  viele  Differentialgleichungen 
sie  definiert  werden  und  von  welcher  Ordnung  diese  Differential- 
gleichungen sind.  Offenbar  reicht  eine  Differentialgleichung  nicht  aus, 
da  es  sich  um  die  Bestimmung  zweier  Functionen  y  und  z  von  x 
handelt.  Es  sind  also  mindestens  zwei  Differentialgleichungen  er- 
forderlich, von  denen  eine  nicht  eine  Folge  der  anderen  sein  darf. 
Nehmen  wir  an,  die  niedrigsten  von  einander  unabhängigen  unter 
diesen  Differentialgleichungen,  welche  oo^  Curven  definieren,  seien  von 
m*®'  und  n^^^  Ordnung,  und  es  sei  m^  n.  Die  aus  diesen  beiden 
Differentialgleichungen  durch  Differentiation  nach  x  hervorgehenden 
werden  von  der  w*®**  Ordnung  an  alle  Differentialquotienten  von  y  und 
z  nach  x  durch  die  niederen  bestimmen,  während  die  erste  mit 
den  aus  ihr  durch  Differentiation  gebildeten  etwa  noch  den  m}^^, 
(m  -j-  ly^^  •  •  •  (w  —  1)*®^  Differentialquotienten  von-  z  nach  x  liefert, 
sodass  also  zunächst  die  (n  ~\-  m)  Grössen  • 

dy  d^-^y  dz         d"'-^z 


y^  dx'     "  dx""-^'     ^'  d^        dx""-^ 

durch  keinerlei  Relation  gebunden  sind.  Käme  nun  aber  noch  eine 
dritte  Differentialgleichung  von  w*^'  oder  höherer  Ordnung  hinzu,  so 
würde  sie  Relationen  zwischen  den  n*^^  und  höheren  Diflerentialquo- 
tienten  herstellen.  Führten  diese  nicht  zu  Relationen  zwischen  nie- 
deren, so  wäre  die  dritte  Differentialgleichung  überflüssig;  führte  sie 
aber  zu  Relationen  zwischen  den  oben  angegebenen  (n  +  m)  Grössen, 
so  existierte  gegen  die  Voraussetzung  eine  Differentialgleichung  ausser 
der  von  m*®'  Ordnung,  die  von  niederer  als  n*®'  Ordnung  wäre. 

Also  wird  unsere  Curvenschar  durch  jene  zwei  Differential- 
gleichungen allein  definiert  und  es  können  die  Werte  jener  obigen 
(n  -j-  m)  Grössen  für  x  =  Xq  beliebig  gewählt  werden.  Dadurch  sind 
aber  alle  übrigen  Differentialquotienten  mitgegeben,  sodass  y  und  z 
als  Potenzreihen  nach  x  —  Xq  mit  n  -{-  m  willkürlichen  Constanten 
erscheinen.  Weil  es  sich  nun  um  gerade  oo^  Curven  handelt,  so  muss 
demnach  • 
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w  -|-  m  =  6 

sein.     Da  m  <in  ist,  so  sind  folglich  vier  Möglichkeiten  vorhanden : 
Vier  FäUe.  a)  Die   oo^  Curvcn   sind   durch   eine   Dififerentialgleichung   nullter 

Ordnung,  d.  h.  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  z  allein,  die  eine  Fläche 
darstellt,   und  durch   eine  DiflFerentialgleichung  6*"  Ordnung  definiert. 

b)  Sie  sind  durch  eine  DiflFerentialgleichung  1*®'  und  eine  5*®'  Ord- 
nung, 

c)  durch  eine  2*®'  und  eine  4*"  Ordnung, 

d)  durch  zwei  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  definiert. 
Diesen  vier  Fällen  entsprechen  wesentlich  verschiedene  Arten  von 

Curven,  die  wir  nun  nach  einander  zu  untersuchen  haben.  Es  ist 
dabei  zu  bemerken,  dass  die  Differentialgleichungenpaare,  da  sie  jedes- 
mal eine  invariante  Schar  von  oo^  Curven  darstellen  sollen,  bei  den 
Transformationen  invariant  sein  müssen,  die  aus  denen  der  Gruppe 
durch  Erweiterung  um  die  Transformationen  der  Difierentialquotienten 
hervorgehen.  Um  also  diese  Systeme  von  Differentialgleichungen  auf- 
zustellen, haben  wir  die  bei  den  erweiterten  infinitesimalen  Transfor- 
mationen der  Gruppe  invarianten  Gleichungenpaare  aufzusuchen. 

Invariante  Dcutcn  wir  X,  v ,  z  sowic   die  Differentialquotienten   -r-,   -r- •  •  • , 

Paare  von  t    si  -x  ^^7     ^^  ; 

gieiohung^n.soweit  wir  sic  brauchen,  als  Coordinaten  der  Punkte  eines  Raumes 
von  geeigneter  Dimensionenzahl,  so  stellen  die  gesuchten  Systeme  von 
Differentialgleichungen  jedesmal  eine  invariante  Mannigfaltigkeit  in 
diesem  Räume  gegenüber  der  erweiterten  Gruppe  dar.  Wir  haben 
aber  in  Kap.  16  eine  allgemeine  Theorie  zur  Bestimmung  aller  dieser 
invarianten  Mannigfaltigkeiten  entwickelt.  Danach  ergeben  sie  sich 
durch  Aufstellen  von  Relationen  zwischen  den  Invarianten  und  durch 
Nullsetzen  aller  Determinanten  gleicher  Reihenzahl  der  Matrix  der  er- 
weiterten Gruppe.  Diese  Gleichungen  wollen  wir,  soweit  wir  sie  nach- 
her gebrauchen,  nunmehr  entwickeln. 
Wir  wollen  allgemein  setzen 

d"2/ d"« 


Dann  ist 

also 

und  analog 


dyn-1  —  Vndx  =  0, 

dSy^_j^  dSx 

^y-^-'dx — y^iü 


ddz„     -  dSx 

dx  "  dx 
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Hiernach  berechnen  sich  die  Incremente  der  Differentialquotienten  bei 
den  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  der  Bewegungen  ohne 
Mühe.     Die  einmal  erweiterte  Gruppe  lautet: 

p        q        r  ' 

yp  —  xq  —  {l-\-  2/1 2)^1  —  yi^iTi 
zq—yr-^  g,q,  —  y,r, 

xr  —  zp-\-  y,z,q,  +  (1  +  Zy^)r^, 


df 


df 


wenn  q,  für  ^  und  r,  für  -^  gesetzt  wird. 


Diese  einmal  erweiterte 


nicht  identisch  Null 
zwischen   x,  y,  0,  y,, 


Gruppe  besitzt,  wie  wir  ja  auch  schon  wissen,  keine  Invariante,  weil 
die  fünfreihigen  Determinanten  der  Matrix: 

10  0  0  0 

0  10  0  0 

0  0  10  0 

y    —X       0    —  (1+2/1')    —yi^i 

0  0    —y  Zx  —Vi 

■  z         0         X  y^z,  1  +  ^1^ 

sind.  Daher  finden  wir  invariante  Gleichungen 
z,  nur  durch  Null  setzen  aller  Determinanten 
gleicher  Reihenzahl.  Setzen  wir  alle  fünfreihigen  gleich  Null.  Eine 
liefert  gleich  Null  gesetzt*): 

1  +  2/1'  +  ^^'  =  0, 
und  man  sieht,  dass  dann  alle  fünf  anderen  auch  verschwinden,  weil 
sie  den  Ausdruck  1  +  2/i^  +  ^x  zum  Factor  haben.  Die  vierreihigen 
Determinanten  sind  alsdann  nicht  sämtlich  auch  Null.  Man  erkennt, 
dass  überhaupt  nicht  alle  vierreihigen  Determinanten  gleichzeitig  Null 
sein,  können. 

Erweitern  wir  die  Gruppe  zweimal,  indem  wir  auch  die  Incre- 
mente von  ^2  und  z^  hinzunehmen,  so  erhalten  wir  eine  Gruppe  mit 
der  Matrix: 


1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

y 

X 

0 

-^-y^' 

—  yx^x 

—  3«/it/2 

—  2y,z^  —  z, 

0 

z 

—  y 

H 

-yx 

^2 

~y2 

—  z 

0 

X 

yx^x 

\-^z;' 

^^l«/2  +  «/l^2 

3ZiZ^ 

*)  Genau  genommen  würde  noch  zu  untersuchen  sein,  ob  nicht  die  Schar 
X  =  Const.,  die  durch  die  Wahl  von  x  als  unabhängiger  Veränderlicher  hier  ver- 
loren geht,  invariant  ist.     Man  sieht  sofort,  dass  sie  es  nicht  ist. 

Lie,  Continuierliche  Gruppen.  44 
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Diese  6-gliedrige  Gruppe  'in  7  Veränderlichen  besitzt,  da  nicht  alle 
6-reihigen  Determinanten  der  Matrix  identisch  verschwinden,  gerade 
7  —  6  =  1  Invariante,  nämlich,  wie  wir  schon  wissen,  den  Krümmungs- 
radius r.  r  =  Const.  'stellt  also  eine  invariante  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  dar.  Alle  6-reihigen  Determinanten  der  Matrix  ver- 
schwinden, wie  man  leicht  berechnet,  nur  dann,  wenn  entweder 

l  +  !/i^  +  ^i'  =  0     und     «/i«/2 +^1^2  =  0 
oder  aber  wenn 

oder  endlich  wenn  gleichzeitig 

1  +  !h'  +  ^i'  =  0,      y,  =  ,,  =  0 
ist. 

Ferner  ist  noch  zu   bemerken:    Erweitern   wir  bis  y.^,  0^,   so   er- 
halten wir  eine  6-gliedrige  Gruppe  in  9  Veränderlichen  mit  9  —  6  =  3 

Invarianten,  nämlich  r,  -j-  und  x.     Nullsetzen  aller  6-reihigen  Deter- 
'  '  ds  ° 

minanten   der  Matrix  liefert,    wie    der   Leser    selbst   berechnen    möge, 

ausser  anderen  Relationen  stets  y,^  =  z^  =  0. 

Erweitern    wir    allgemein   bis    zu    «/„,   Zn,    so    erhalten    wir    eine 

6-gliedrige  Gruppe  in  2w  -j-  3  Veränderlichen  mit  2w  —  3  Invarianten 

dr       d^r  d^'-^r 


'      ds'     ds^  ds"-^' 

d%  d"-^r 

'     ds  ds''~^ 

Die  6-reihigen  Determinanten  der  sich  hier  ergebenden  Matrix  ver- 
schwinden nur  dann  sämtlich,  wenn  —  unter  anderen  —  die  Rela- 
tionen y2  ==  ^2  "^  ^  bestehen,  da  dies  schon  im  Fall  w  =  3  gilt. 

Vorstehende  Ergebnisse  genügen  zur  Durchführung  unserer  l'heo- 
rien.     Wir  bemerken  nur  noch,  dass  wir  eine  Curve,  für  die 

1  +  2/,'  +  ^,'  =  0, 
d.  h.  das  Bogenelement 


ist,  oder,   was  dasselbe  ist,   deren  Tangenten  den  imaginären  Kugel- 
Minimai-  krcis    Schneiden,    eine   Minimalcurve   nennen.     Überall  da,   wo  sie  im 

curve. 

Folgenden   auftritt,   halten  wir  uns  nicht  weiter  mit  ihr  auf,   da  wir 
die  Minimalcurven  nachher  für  sich  eingehend  zu  betrachten  gedenken. 

Kriodigung  Wir    suchcu    zunächst    ein    invariantes    Paar    von    Diflferential- 

(lor  vier  ^  .  .  y-       . 

vma.     gleichungen  für  den  obig<m  Fall  a).     Daselbst  ist  die  eine  Gleichung 
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die  einer  bei  der  Gruppe  invarianten  Fläche.  Da  eine  solche  nicht 
existiert  ausser  der  unendlich  fernen  Ebene,  die  wir,  wie  alle  unend- 
lich fernen  Curven,  hier  ausser  betracht  lassen,  so  ist  Fall  a)  un- 
möglich. 

Im  Fall  b)  handelt  es  sich  um  eine  Differentialgleichung  erster 
und  eine  fünfter  Ordnung.  Als  solche  erster  Ordnung  ergiebt  sich 
nach  Obigem  nur  diese: 

1+2/^  +  ^  =  0. 

Die  fraglichen  Curven  sind  demnach  Minimalcurven. 

Im  Fall  c)  fragt  es  sich,  welches  invariante  System  von  Differen- 
tialgleichungen, deren  eine  von  zweiter,  deren  andere  von  vierter  Ord- 
nung ist,  existiert.  Erstere  Gleichung  geht  entweder  durch  Constans- 
Setzen  der  einzigen  Invariante  zweiter  Ordnung 

r  =  Const. 

hervor  oder  ist  durch  Nullsetzen  der  Determinanten  zu  bilden.  Dies 
liefert  aber,  wie  bemerkt  wurde,  auf  einmal  gwei  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  y^==  z%==  0,  was  nicht  sein  soll,  oder  aber  eine 
erster  und  eine  zweiter 

1+2/1^  +  ^1^  =  0,      «/i2/2  +  ^1^2  =  0, 

was  ebenfalls  ausgeschlossen  ist.     Es  bleibt  also  nur  die  Annahme 

r  =  Const. 

Die  hinzutretende  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  macht  sicher 
nicht  alle  6 -reihigen  Determinanten  der  Matrix  gleich  Null,  da  Null- 
setzen dieser  stets  y^  =  s^  =  0  ergiebt.  Die  fragliche  Gleichung  ist 
daher  eine  Relation  zwischen  den  Differentialinvarianten  bis  zur  vierten 

Ordnung:    r,  3-,  -^-i,  t,  -3-'     Da   aber   r  =  Const.   ist,   also   t-  =  0 

und  ^-5  =  0  ist,  so  bleiben  nur  t  und  -^-  •     x  ist  nicht  constant,  denn 
ds*  '  ds 

X  =  Const.   gäbe   eine   Differentialgleichung    dritter   Ordnung.     Mithin 

lautet  die  gesuchte  Gleichung  vierter  Ordnung 

Im  Falle  d)  endlich  handelt  es  sich  um  zwei  Differential- 
gleichungen dritter  Ordnung.     Diese  sind  als  Relationen  zwischen  den 

Differentialinvarianten  bis  zur  dritten  Ordnung  »",  j-,  1^  zu  bilden,  denn 

Nullsetzen  der  Determinanten  würde  ja  Differentialgleichungen  zweiter. 
Ordnung  y.^  =  0^  =  0  ergeben.     Da  ferner  r  nicht  constant  ist,  denn 

44* 
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r  ==  Const.  ist  eine  DiflPerentialgleichung  zweiter  OrdnuDg,  so  bleibt 
die  Annahme: 

^Jär'int^         Wir  kommen  jetzt  zu  den  Curven,  die  eine  und  nur  eine  infinite- 
^eria^LT  simale  Bewegung  zulassen,  daher  nach  Satz  1  des  vorigen  Paragraphen 
bei  der  Gruppe    gerade  je  oo^  verschiedene  Lagen    annehmen.     Wir 
finden,  dass  sie  durch  eine  Differentialgleichung  m*®'  und  eine  w*®"^  Ord- 
nung {n  ^  w)  bestimmt  werden,  wobei 

m  -\-  n  =  b 

ist.     Demnach  liegen  hier  von  vornherein  drei  Möglichkeiten  vor: 

a)  Die  oo^  Curven  werden  durch  eine  endliche  Gleichung  und 
eine  Differentialgleichung  ö*^''  Ordnung  bestimmt, 

b)  durch  eine  1*®'  und  eine  4*®'  Ordnung, 

c)  durch  eine  2^^  und  eine  3*®'  Ordnung. 

Jedesmal  sind  die  betreffenden  Gleichungensysteme  der  erweiter- 
ten Gruppe  der  Bewegungen  invariant,  da  die  Schar  der  oo''  Curven 
bei  der  Gruppe  der  Bewegungen  invariant  ist. 

Fall  a)  ist  wieder  ausgeschlossen,  da  keine  im  Endlichen  gelegene 
invariante  Fläche  existiert. 

Im  Fall  b)  ist  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  nach 
Obigem  die  der  Minimalcurven. 

Im  Fall  c)  kann  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  nur 
durch  Constans-Setzen  der  Differentialinvariante  zweiter  Ordnuug  r  ge- 
bildet werden,  denn  Nullsetzen  aller  6-reihigeu  Determinanten  würde 
ja  entweder  wieder  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  der 
Minimalcurven  oder  aber  zwei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
2/2  =  ^2  =  ö  liefern,  was  beides  nicht  erlaubt  ist.  Wir  haben  somit 
anzunehmen : 

r  =  Const. 

Dass  wir  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  nicht  durch  Null- 
setzen der  Determinanten  der  Matrix  erhalten,  wissen  wir  schon.  Des- 
halb ist  diese  Gleichung  eine  Relation  zwischen  den  Differential- 
invarianten   bis   zur  dritten  Ordnung.     Nun   ist  aber  r  =  Const.  und 

j-  =  0,  sodass  als  einzige  Invariante  nur  t  übrig  bleibt.  Mithin  ist  auch 

t  =  Const. 
unien.  "Dicse  Curveu  sind  Schraubenlinien. 
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Wir  kommen  zu   den  Curven,  die  zwei  infinitesimale  Bewegungen  ^^^^f^^^^ 
gestatten,   also    nach    Satz   1    des    vorigen   Paragraphen    vermöge    der  Beweggn 
Gruppe  der  Bewegungen  gerade  je  oo'*  Lagen  annehmen.    Diese  werden 
durch  eine  Differentialgleichung  m*®'  und  eine  w*®'  Ordnung  bestimmt, 
wenn 

m  +  n  =  4 

ist.     Es  ergeben  sich  hier  wieder  drei  Möglichkeiten: 

a)  Die  oo^  Curven  sind  durch  eine  endliche  Gleichung  und  eine 
Differentialgleichung  4*®'  Ordnung  bestimmt, 

b)  durch  eine  1*"  und  eine  3*®'  Ordnung, 

c)  durch  zwei  Differentialgleichungen  2*®'  Ordnung. 
Fall  a)  ist  wieder  ausgeschlossen. 

Fall  b)  giebt  wieder  Minimdlcurven. 

Im  Fall  c)  können  die  beiden  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung nicht  durch  Constans- Setzen  von  Differentialinvarianten  hervor- 
gehen, da  es  ja  nur  eine  Differentialinvariante  zweiter  Ordnung  giebt. 
Es  sind  vielmehr  alle  6 -reihigen  Determinanten  gleich  Null  zu  setzen. 
Dies  giebt  entweder  den  ausgeschlossenen  Fall  der  Differentialgleichung 
der  Minimalcurven  oder  aber  die  beiden  Differentialgleichungen 

y%  ==  ^2  =  0 
mit  der  Nebenbedingung 

i  +  yi^  +  ^i^=No, 

d.  h.  die  Geraden  des  Raumes,  die  keine  Minimalgeraden  sind.  Zwei 
Geraden,  die  keine  Minimalgeraden  sind,  sind  also  congruent,  wie  wir 
schon  wissen. 

Endlich  mag  eine  Curve  drei  infinitesimale  Bewegungen   z^lassen.owc^e,  eiie 
Sie  nimmt  dann  insgesamt  oo^  verschiedene  Lagen  an.    Diese  werden  Beweggn. 

•  •  /^  gestattet. 

durch    eine    Differentialgleichung    erster    und    eine    zweiter    Ordnung 

definiert  werden,  deren  erste  die  der  Minimalcurven  ist. 

Also  ergiebt  sich,  wenn  wir  alles  zusammenfassen,  der 

Satz  2 :     Zwei  Curven   im  Räume,   die  keine  Minimalcurven   sind  Gesamt- 
ergebnis. 
und  bei  denen  r  den  Krümmungsradius,  s  die  Bogenlänge,  t  die  Torsion 

bezeichne,  sind  dann  und  nur  dann  mit  einander  coiigruent,  wenn  ent- 
weder bei  beiden  dieselben  Belationen: 

r  =  Const.,     j-  =  f{t)     (r  =f=  Const.), 

oder  bei  beiden  dieselben  Belationen: 
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jl  =  f{r) ,      r  =  ip{r)      (r  4=  Const.), 

oder  beiden  dieselben  Belationen 

r  =  Const.,     T  =  Const. 
bestehen^  oder  endlich  beide  Geraden  sind. 

§  4.     Congruenzkriterien  der  Minimalcurven. 

Es   bleibt   nun   nur    noch    die    Untersuchung    der   Minimalcurven 
übrig,  die  durch  die  Differentialgleichung 

1  +  y^'  +  -s'i'  =  0 

oder 

(14)  dx^  +  dy^  J^ds'  =  Q 

definiert  sind.    Für  sie  verlieren  die  Differentialinvarianten  r,  x  u.  s.  w. 


ihre  Bedeutung,  wegen  der  Art,  wie  j/l  -\-  y\  "V  ^t  in  ihnen  auftritt. 
Aber  wir  wissen  auch,  dass  die  Minimalcurven  die  einzigen  sind,  für 
die  wir  noch  eine  Invariantentheorie  zu  entwickeln  haben.  Bisher  hat 
man  eine  solche  Theorie  noch  nicht  gegeben.  Indem  wir  sie  hier 
aufstellen,  füllen  wir  also  eine  wesentliche  Lücke  in  der  bisherigen 
Krümmungstheorie  der  Eaumcurven  aus.  Wir  geben  ja  überhaupt,  wie 
nochmals  betont  werden  möge,  die  Krümmungstheorie  in  einer  solchen 
Form,  dass  sie  ebenso  für  die  imaginären  Curven  wie  für  die  reellen 
Curven  gilt. 

Wir  könnten  unter  der  Voraussetzung,  dass 

1  +  2/i'  +  ^x'  =  0 

und,  wie  durch  nochmalige  Differentiation  folgt, 

ViV^  +  ^1^2  =  0 
u.  s.w.  gesetzt  wird,  also  Relationen  zwischen  den  Grössen  y^,  t/^..., 
■z^,  z^.  . .  hergestellt  werden,  die  die  Elimination  der  einen  Hälfte  der- 
selben  gestattet,    die  Invarianten    der    erweiterten   Gruppe    berechnen 
und  damit  eine  Congruenztheorie   der  Minimalcurven   schaffen.     Aber 
diese  Methode  ist  unbequem  und  nicht  elegant. 
Wir  schlagen  einen  anderen  Weg  ein. 
Gicichuugon         Eg  jgf   ^enn  längs  einer  Minimalcurve 

einer  '  o 

Minimal-  /  \  of  \ 

X=-a{s),      y  =  ß{s) 

gesetzt  und  damit  eine  Grösse  s  als  Hülfs veränderliche  eingeführt 
wird,  wegen 


curve. 
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dz  =  ly  dx^  +  dy'^ 
auch 

z==ijya'^  -{•  pds. 

Legendre  bemerkte  zuerst,  dass  man  diese  Formeln  für  beliebige 
Minimalcurven  durch  andere  ersetzen  kann,  die  kein  Integralzeichen, 
sondern  nur  Differentiationszeichen  enthalten.  Enneper  und  We i er- 
stras s  gaben  alsdann  diesen  Formeln  die  zweckmässige  Gestalt: 

x  =  {l—  s')F"{s)  +  2sF'{s)  —  2F{s), 
(15)  U  =  (1  +  s')F"is)  -  2sF'(s)  +  2F{s), 

g  =  2sF"{s)  —  2F\s), 

wobei  allerdings  zu  bemerken  ist,  dass  die  Genannten  nie  explicite 
über  Minimalcurven  reden  und  mit  diesem  Begriffe  überhaupt  nicht 
operieren.  Diese  Formeln  geben  den  allgemeinen  Ausdruck  für  eine 
beliebige  Minimalcurve,  wenn  F  irgend  eine  Function  des  Parameters 
s  bedeutet,  —  aber  mit  einer  Ausnahme:  Die  Minimal^era^ew  sind  in 
dieser  Form  nicht  mit  inbegriffen.  Es  geht  dies  aus  folgenden  Be- 
merkungen hervor: 


(16) 


Die  Tangente  der  Curve  (15)  wird  in  Punkte  (s)  bestimmt  durch 

dx        1  —  s*        dy        1  +  «^ 


dz  2s     '      dz  "iis 


Wenn  umgekehrt  eine  beliebige  Minimalcurve  vorliegt,  die  keine  Ge- 

dx 
dz 


rode  ist,  so  kann  angenommen  werden,  dass  bei   ihr  -=—  variiert.     Es 


kann  dann  insbesondere  -5—  ==  — ^ —  gesetzt  werden,  unter  s  eine 
Hülfsveränderliche    verstanden.     Aus    der   Gleichung    (14)    folgt   dann 

auch    der  vorstehende  Wert  von  -^-     z   wird    längs    der  Curve    eine 

dz 
Function  von  s  sein,  also  auch  dz.     Indem  man  dann  j-  gleich  einer 

Function  2F"(s)  setzt,  kommt  man  rückwärts  zu  den  Formeln  (15). 
Bei  einer  M.imma\geraden  jedoch  ist  diese  Überlegung  nicht  richtig. 
Somit  sind  in  der  Form  (15)  alle  Minimalcurven  mit  Ausnahme  der 
Minimalgeraden  dargestellt. 

Nun  spielen  bei  unserem  Problem  die  Minimalgeraden  überhaupt  Minimai- 

'^  1/  jT       geraden. 

eine  Ausnahmerolle.  Die  Minimalgeraden  sind  die  Geraden  nach  dem 
imaginären  Kugelkreis.  Eine  Bewegung  führt  offenbar  jede  Minimal- 
gerade wieder  in  eine  solche  über.  Da  die  Gruppe  der  Bewegungen 
die  Punkte  des  Kugelkreises  in  allgemeinster  Weise  dreigliedrig  unter 
einander  transformiert  (vgl.  das  Beispiel  S.  549  zu  §  5  des  19.  Kap.), 
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so  lässt  sich  durch  Bewegung  jede  Minimalgerade  so  transformieren, 
dass  sie  die  Richtung  irgend  einer  anderen  Minimalgeraden  erhält. 
Weil  ferner  die  Gruppe  der  Bewegungen  alle  Translationen  enthält,  so 
folgt,  dass  sie  jede  Miaimalgerade  in  jede*  andere  überzuführen  ver- 
mag.    Die  oo^  Minimalgeraden,  die  durch  die  DifferentialgleicJmngen 

1  +  2/1^  +  ^1^  =  0, 

definiert  sind,  sind  mithin  sämtlich  mit  einander,  aber  mit  keiner  anderen 
Curve  congruent. 

Deshalb  können  wir  weiterhin  von  ihnen  absehen.  Künftig  ver- 
stehen wir  unter  einer  Minimalcurve  stets  eine  solche,  die  keine  Ge- 
rade ist,  die  wir  uns  also  in  der  Form  (15)  vorgelegt  denken  können. 

Die  Gleichungen  (16)  bestimmen  die  Richtung  der  Tangente  der 
Minimalcurve  (15)  im  Punkte  (s).     Diese  Tangente  ist  eine  Minimal- 
gerade, sie  trifft  den  Kugelkreis  in   einem  gewissen  Punkte.     Mithin, 
da  ihre  Richtung  nur  von  s,  nicht  auch  von  der  Function  F  abhängt, 
Deutung  können  wir  s  als  die  Coordinate  eines  Punktes  des  Kuqelkreises  deuten. 

von  s.  ^ 

Ferner  sind  die  Coefficienten  von  x,  y,  0  in  der  Gleichung  der  Schmie- 
gungsebene  der  Minimalcurve  im  Punkte  (s)  der  Curve  proportional 
den  Determiuanten  der  Matrix 

dx  dy  dz 
ds  ds  ds 
d^x  d^y  d^z 
ds*  ds^  ds^ 
also  proportional 

l-s%     _^(l  +  ,^),     2s, 

sodass    die    Gleichung   der    Schmiegungsebene  *),    wie    man    weiterhin 

findet,  so  lautet: 

(17)  (1  -  s')i  -  i{l  +  s^)\)  +  2si  =  -  4F(s), 

wenn  J,  ^,  5  laufende  Coordinaten  bezeichnen.  Diese  Ebene  enthält 
zwei  aufeinanderfolgende  Tangenten  der  Minimalcurve,  also  zwei  un- 
endlich nahe  Minimalgeraden  und  berührt  deshalb  den  Kugelkreis  in 
dem  soeben  mit  der  Coordinate  s  belegten  Punkt  des  Kugelkreises. 
Ihre  Gleichung  ist  bekannt,  sobald  die  Werte  von  s  und  F{s)  be- 
Deutung  stimmt  gegeben  sind.     Wir  können  daher  s  und  F  als  die  Coordinaten 

von  « und  F.  o   o  T~k  •      o    i      •  j       j 

einer  Tangentialebene  des  Kuqelkreises  auffassen.     Die  Schnittgerade  der 


*)  Diese  Darstellung  der  Schmiegungsebene  sowie  die  folgende  Deutung  der 
Grössen  s  und  F  rührt  von  Lie  her  (vgl.  Math.  Ann.  Bd.  14). 
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Schmiegungsebene  (17)  mit  der  benachbarten,  d.  h.  die  Minimalgerade, 
welche  die  Minimalcurve  (15)  im  Punkte  {s)  berührt,  erfüllt  die  Glei- 
chung (17)  und  die  aus  ihr  durch  Differentiation  nach  s  hervorgehende 
Gleichung 

'   sj  +  fs^  -  g  ==  2i^'(s), 

ist   also    bekannt,   wenn    die  Werte  von  s,  F,  F'  bestimmt    gegeben 

sind.     Daher  sind  s,  F.  F'  als  die  Coordinaten  einer  Minimalqeraden  Deutung 

„  von  *,  F,  f. 

aufzufassen.     Obgleich  wir  oben  die  Minimalgeraden  für  sich  behandelt 
haben,  wollen  wir  daher   später   (S.  704)  noch  einmal  darauf  zurück-    . 
kommen,  indem  wir  s,  F,  F'  als  ihre  Coordinaten  auffassen. 

Stellt  man  zwischen  s,  F,  F'  zwei  Relationen  her,  deren  eine  F 
als  Function  von  s  definiert: 

F=F{s\ 
während  die  andere  lautet: 

ds  ' 

so  werden  dadurch  aus  der  Schar  aller  oo^  Minimalgeraden  (s,  F,  F') 
gerade  solche  oo^  herausgegriffen,  die  eine  abwickelbare  Fläche  bilden, 
deren  Rückkehrkante  die  Minimalcurve  (15)  ist;  und  umgekehrt  erhält 
man  so  jede  Minimalcurve. 

Nach  diesen  streng  genommen  für  unser  Problem  nicht  not- 
wendigen, aber  interessanten  Deutungen  der  in  die  Gleichungen  (15) 
eingehenden  Grössen  s,  F,  F'  kommen  wir  zur  Entwickelung  der 
Theorie  für  die  Congruenz  von  Minimalcurven. 

Die  Gruppe  der  Bewegungen  führt  jede  Minimalcurve  wieder  in 
eine  solche  über,  da  sie  ihre  Differentialgleichung  (14)  invariant  lässt. 
Die  Minimalcurve  (15),  deren  Punktcoordinaten  durch  s,  F{s)  und  die 
Ableitungen  ausgedrückt  sind,  wird  also  durch  eine  Bewegung  wieder 
in  eine  Minimalcurve  übergeführt,  deren  Punktcoordinaten  analog 
durch  Sj,  -Fi(si)  und  die  Ableitungen  ausgedrückt  seien,  s,  F  sind  die 
Coordinaten  einer  Tangentialebene  des  Kugelkreises.  Die  Bewegung 
führt  sie  wieder  in  eine  Tangentialebene  (s^,  F^  des  Kugelkreises 
über.  Mithin  sind  s^  und  F^{s^  gewisse  Functionen  von  s,  F{s).  DaTransforma- 
ferner  s  allein  Coordinate  eines  Punktes  des  Kugelkreises  ist,  so  i^i^o^nui^Ah- 
s^  eine  Function  von  s  allein.  Wir  werden  übrigens  nachher  direct 
verificieren,  dass  s^  nur  von  s,  nicht  auch  von  F  abhängt. 

Zu  jeder  Transformation  Ta  der  Gruppe  der  Bewegungen  gehört 
hiernach  eine  Transformation  T«  von  s  und  F.  Diese  bilden  wieder 
eine  Gruppe  und  mit  TaTb  =  T^  ist  auch  TaT^  =  Tc.     Beide  Gruppen   i/»f f. 
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sind  eben  isomorph,  wie  aus  der  begrifflichen  Auffassung  hervorgeht 
wie  auch  aus  Satz  36,  §  5  des  19.  Kap. 
dM^Gruppf  ^^^  wollen  nun  diese  Gruppe  in  s,  F  aufsuchen.  Es  genügt, 
iu  s,  F.  jjjj.g  infinitesimalen  Transformationen  zu  bestimmen.  Um  die  Incre- 
mente  von  s  und  F  bequem  berechnen  zu  können,  ziehen  wir  aus  (15) 
zunächst  durch  Elimination  von  F'  und  F"  die  Formel 

F  =  ^p-  X  +  -^  iy  —  ^^, 

die  aucli  aus  (17)  abzuleiten  ist.     Sie  giebt: 

Nach  (15)  hat  der  in  der  Klammer  stehende  Ausdruck  den  Wert  F'. 
Es  kommt  also 

(18)  SF  =  F'ds  +  ^^^  dx  +  *^i^  *ö>  —  1  ^-^. 


Wenn  wir  ferner 

dx 


dz  '     dz 


setzen,  so  ist  bekanntlich 
(19) 


^    , däx  ,  d8z 

ds  dz 

^   , ddy  ,  dSz 

y     dz  y  dz 


überdies  haben  wir  schon  oben  in  (16)  gefunden: 

Daher  ist 

(21)  x'+iy  =  \ 

und  weiter 

{22)  ds  =  —  s\dx'-{-  idy'). 

Gehen  wir  nun  von  einer  infinitesimalen  Translation  jp,  q  oder 
r  aus.  Bei  ihr  sind  nach  (19)  die  Incremente  dx  und  8y  gleich 
Null,  sodass  nach  (22)  auch  8s  =  0  wird.  Dies  folgt  übrigens  auch 
begrifflich  daraus,  dass  die  Translationen  jeden  Punkt  (s)  des  Kugel- 
kreises in  Ruhe  lassen.     Aus  (18)  folgt  nun: 

8F  =  ^^  dx  -f  "-^  i8y  —  I  Öz. 
Bei  p  ist  8x  =  8t,  8y  ==  8z  =^  0,  also 
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Bei  q  kommt 
bei  r: 

sodass  wir  aus  p,  q,  r  die  drei  infinitesimalen  Transformationen  der 
gesuchten  Gruppe  in  s,  F  abgeleitet  haben: 

s^—l  df  s'  +  1  .  df  _±lf 

4:      dF  4      *  a^  2  BF' 

Gehen    wir*  von    der   infinitesimalen    Rotation    yp — xq   aus,    so 
giebt  (19) 

dx  =  ydt,     öy=^  —  x'dt, 
also  (22): 

ÖS  =  is^{x'  -{-  iy')dt 
oder  nach  (21): 

ds  =  isdt. 
Die  Formel  (18)  giebt  nun: 

SF  =  {iF's  +  *^-'  y  -  '^  ix) ÖL 

Setzen  wir  hierin  die  Werte  (15)  von  x  und  y  ein,  so  heben  sich  die 
Glieder  mit  F'  und  F'\  wie  es  sein  muss,  identisch  fort  und  es  kommt: 

dF=iFdt. 

Analog  kommt  bei  isq  —  yr  zunächst  nach  (19): 

dx  =  xydt,    8ij=  (1  +  y'^)8t, 

also  nach  (22)  und  (20): 

8  s  =      2 —  i8t, 

daher  nach  (18),  wenn  darin  schliesslich  für  y  und  0  ihre  Werte  aus 
(15)  eingesetzt  werden: 

8F=  —  isFdt. 

Endlich  giebt  a;r  —  zp  ganz  entsprechend 

8s  =  ^-^8t,      8F=sF8t. 
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Die  drei  infinitesimalen  Rotationen  liefern  also   die  folgenden  in- 
finitesimalen Transformationen  der  gesuchten  Gruppe  in  s,  Fi 

1  -8'  .df        .    j^d£ 
2       ^ds        ^^^  dF 

2  ds"^  ^  ^    dF' 

Damit  ist  die  gesuchte  Gruppe  gefunden.     Sie  kann  offenbar  be- 
quemer so  geschrieben  werden : 


(23) 


df^  dl  2  df 

BF         ^dF         ^   d'F 


OS    ^        dF  ds  dF 


d^i^nfmaf-         Jeder  Relation,  zwischen  s  und  F  entspricht  eine  Minimalcurve, 
dTr^Ebene.  ^^^^  durch  eine  solche  Relation  wird  F  als  Function  von  s  definiert, 
für    welche    die   Gleichungen  (15)    eine  Minimalcurve   liefern.     Durch 
Einführung   der  Bestimmungsgrössen   s,   F  wird    also   jede  Minimal- 
curve des  Raumes  in  eine  Curve    der  Ebene    mit   den    gewöhnlichen 
Coordinaten  s,  F  abgebildet.     Zwei  verschiedenen  Minimalcurven  ent- 
sprechen zwei  verschiedene  Curven  der  Ebene,  und  umgekehrt.    Führt 
man    auf    die    Minimalcurven    alle    Bewegungen    aus,    so    entsprechen 
diesen  Transformationen  in  der  Bildebene  (s,  F)  die  Transformationen 
der  soeben  bestimmten  Gruppe  (23).     Zwei  Minimalcurven  sind  dann 
und  nur  dann  congruent,  wenn  ihre  Bildcurven  vermöge  einer  Trans- 
formation  der  Gruppe   (23)  in   einander   überführbar  sind.     Dabei   ist 
jedoch  von  den  Geraden  s  =  Const.   in    der   (s,  2^)-Ebene    ganz    ab- 
zusehen, denn  sie  besitzen  keine  Gleichung  von  der  Form  F  =  F(s). 
Um  die  Aquivalenztheorie  für  die  Curven  bei  der  Gruppe  (23)  zu 
^''.^^'*'^*|.''^entwickeln,  haben  wir  zunächst  die  Differenüalinvarianten  dieser  Gruppe 
fn'7'^F    aufzustellen.     Dazu  erweitern  wir  die  infinitesimalen  Transformationeif 
der  Gruppe  um    die  Incremente,   die  F\  F" . .  .   erfahren,   indem   wir 
uns  der  bekannten  Formel 

da  ds 

bedienen.  Wir  brauchen,  da  die  Gruppe  sechsgliedrig  ist,  die  Er- 
weiterung nach  der  zu  Anfang  des  ersten  Paragraphen  vorausgeschick- 
ten Bemerkung  nur  bis  zu  F^^  vorzunehmen.  Die  erweiterte  Gruppe 
lautet  dann: 


Congrnenzkriterien  der  Minimalcurven. 


701 


1^ 


(M 


+ 


(M 


H~. 

> 

^^ 

c^ 

&( 

Oi 

1  «i 

[H 

>■ 

1 

1 

M 

fe^ 

> 

> 

fe< 

CO 

> 

> 

05 

fe. 

1 

QO 

■  1 

1 

CO 

1 

1 

> 

"■*-. 

> 

+ 

1 

'^^ 

M 

«^ 

fei 

h 

«i 

fe< 

CC> 

Oi 

^—^ 

kn 

> 

fe 

0 

1:0 

T-i 

CO 

1 

1 

CO 
+ 

1 

fei 

^fes 

^fes 

icvi 

Oi. 

^ 

^ 

^ 

T 

1 

00 

1 

1 

1 

c^ 

Oö 

1 

CO 

1 
+ 

s^fe^ 

^fe. 

<^  «i 

"^    CQ 

fe^ 

fei 

CO 

(M 

+ 

+ 

^t^l   00                 S^l    CO 

'♦^l   CO 

c^  |c^         cii  loi 

Oi  ICTi 

t 

O 

ej 

Setzen  wir  diese  infinitesimalen  Transformationen  gleich  Null,  so 
liegt  ein  gerade  6-gliedriges  vollständiges  System  in  8  Veränderlichen 
s,  Ff  F' . .  F^^  vor,  denn  die  6-gliedrige  Determinante  der  Coefficien- 
ten  von  s,  Fj  F'..F^  hat  den  nicht  verschwindenden  Wert  8JF""^ 
Nach  unserem  allgemeinen  Theorem  29,  §  4  des  16  Kap.,  ist 

F'"  =  0 
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eine  invariante  DiflFerentialgleichung,  und  zwar  die  einzige,  die  sich 
durch  Null  setzen  von  Determinanten  ergiebt.  Das  vollständige  System 
besitzt  zwei  von  einander  unabhängige  Lösungen.  Sie  enthalten  nur 
F'",  F^^,  F^,  F^^  und  erfüllen  die  beiden  Differentialgleichungen: 

Af=  2F'"^.  +  ^F^-  -|^  +  4i^v  _|_  +  öjrvi  _|^^  _  o, 
Bf=  2sF"'-^  +  (2i^"'+  ^sF^^)  ^  +{bF^  +  4sF^)^  + 

Es  ist  hier  {AB)  =  0.    Die  beiden  Differentialgleichungen  bilden  also 

ein   vollständiges    System.     Die    erste   Gleichung   besitzt   offenbar    die 

Lösungen : 

F^  F^  F^^ 


V  ^  r  ,       W 


-pi"4  F'"^  F'"^ 

Verstehen    wir    also    unter   f  eine    Function    von    u,  v,  w    allein,   so 
nimmt  Bf=0  die  Gestalt  an: 

und  besitzt  folglich  die  Lösungen 


J.= 


Je 


5  —  F'"^  ' 


F'"^ 


Dies  also  sind  die  beiden  niedrigsten  Differentialinvarianten. 
Die  höheren  ergeben  sich,  wie  wir  wissen,  aus  diesen  beiden  durch 
Differentiation : 

7  z=^L^       T  =  Ml. 

Hiernach  hat  sich  ergeben: 
Invariante  Die  Gruppc  (23)  lässt  folgende  Differentialgleichungen   invariant: 

Erstens  die  dritter  Ordnung 

F"'=0, 
dann  die  fünfter  Ordnung: 

Jr,  =  Const., 

ferner  alle  sechster  Ordnung  von  der  Form 

J,  -  9^W  =  0 
u.  s.  w. 
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Eine  Minimalcurve  wird  durch  eine  Relation,  die  F  als  Function 
von  s  ausdrückt,  dargestellt.    Gestattet  sie  keine  infinitesimale  Bewegung,  Minimai- 
so  nimmt  sie   nach  Satz  1   des  §  2   bei   der  Gruppe   der  Bewesjunffen  '^eJ'"'  inf. 

«^  .  .        Bewegung 

gerade  oo''  verschiedene  Lagen  an,  deren  Gesamtheit  bei  der  Gruppe  in-  gestattet. 
variant  ist.    Dasselbe  gilt  von  den  oo^  Bildcurven  in  der  (s,  i^)-Ebene. 
Sie  erfüllen  eine  invariante  DifiFereutialgleichung  sechster  Ordnung,  die 
nach  Obigem,  da  bei  ihnen  Jg  nicht  constant  ist,  weil  Jg  =  Const.  nur 
oo^  Curven  bestimmt,  die  Form  haben  muss 

Zwei  Minimalcürven  also,  die  keine  infinitesimale  Bewegung  gestatten, 
sind  dann  und  nur  dann  congruent,  wenn  bei  beiden  Jg  dieselbe  Func- 
tion von  Jg  ist. 

Gestattet  eine  Minimalcurve  gerade  eine  infinitesimale  Bewegung,  so  Minimai- 

^  '  J       er  1  curve,  die 

nimmt  sie  insgesamt  bei  der  Gruppe  der  Bewegungen  oo^  verschiedene  «i"«  ^°^- 

c  JTiT  -    o        o  Bewegung 

Lagen   an,    nach  Satz  1    des    §  2.     Der  Inbegriff  dieser  ist  invariant,  gestattet. 
entsprechend  der  Inbegriff  der  oo^  BiMcurven  in  der  (s,  1^)-Ebene  bei 
unserer  Gruppe  (23).     Diese  oo^  Curven  werden  daher  durch   eine  in- 
variante Differentialgleichung  fünfter  Ordnung  definiert,  die  nach  Obigem 
notwendig  die  Form  hat: 

Jg  =  Const. 

Für  diese  Curven  ist  Jg  ^  0,  denn  es  ist  allgemein*) 

Jg  =  -— r 

F"'^    ds 

Zwei  Minimalcürven  also,  die  gerade  eine  infinitesimale  Bewegung  zu- 
lassen, sind  dann  und  nur  dann  congruent,  wenn  bei  beiden  Jg  den- 
selben Constanten  Wert  besitzt. 

Gestattete  eine  Minimalcurve  gerade  zwei  infinitesimale  Bewegungen,  g^^vl^die 
so  würden  die  oo*  Bildcurven  der  oo*  Minimalcürven,  in  die  sie  nach  -f^"*  "'^• 

'  Bewegung 

Satz  1  des   §  2  bei   der  Gruppe   der  Bewegungen    übergehen    müsste,  gestattet. 
durch  eine  bei  der  Gruppe  (23)  invariante  Differentialgleichung  vierter 
Ordnung  bestimmt.     Da  es  aber  eine  solche  nicht  giebt,  so  folgt;   Es 
giebt  keine  Minimalcurve,  die  zwei  und  nur  zwei  von   einander  unab- 
hängige infinitesimale  Bewegungen  zulässt. 


*)  Bei  dieser  Gelegenheit  bemerken  wir,  dass  wir  uns  die  Aufsuchung  von 
Jg  hätten  ersparen  können.  Sobald  man  nämlich  drei  invariante  Differential- 
gleichungen kennt,  kann  man  nach  einem  Satze  von  Lie  eine  Differentialinvariante 
ohne  jede  Integration  finden.  Hier  kennen  wir  schon  die  drei  invarianten  Differen- 
tialgleichungen F'"  =  0 ,  Jg  =  0  und  -=-^  =  0 .  Aus  ihnen  lässt  sich  nach  dem 
erwähnten  Satze  J^  ohne  Integration  ableiten. 
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Liesse  endlich  eine  Minimalcurve  gerade  drei  infinitesimale  Be- 
wegungen zu,  so  würden  wir  durch  dasselbe  Raisonnement  auf  die 
Differentialgleichung 

F'"=0 
geführt,  aus  der  folgt: 

F=a-\-  &s4-cs^ 

wenn  «,  6,  c  Constanten  bedeuten.  Diese  Function  F  aber  giebt,  in 
(15)  eingesetzt,  x  =  Const.,  y  =  Const.,  0  =  Const.,  d.  h.  keine  Curven, 
sondern  die  Punkte  des  Raumes,  die  bei  der  Definition  der  Minimal- 
curven  als  Rückkehrkanten  der  Developpabeln,  die  den  Kugelkreis  ent- 
halten, zu  den  Minimalcurven  gehören.  Dass  die  Punkte  des  Raumes 
eine  invariante  Schar  bilden,  ist  allerdings  trivial. 

Weitere  Fälle  kommen  nun  nicht  in  Betracht,  da  es  keine   nie- 
deren invarianten  Differentialgleichungen  giebt.     Wir  haben   also   ge- 
funden: 
Gesamt-  1116016111  41:     Sßt^t  mati,  'wenn  F  die  Function  F(s)  in  den 

ergebnig.  '  ^  ■' 

allgemeinen  Gleichungen 

x  =  {l  —  s')F"(s)  -\-2sF'{s)  —  2F{s),      * 
iy=(l^  s')F"{s)  —  2sF'{s)  -f  2>(s), 
s  =  2sF"{s)  —  2F'{s) 

einer  Minimalcurve  bedeutet, 

7   _      1      dJ, 

'^G  = T  > 

F'"^   ds 

SO  sind  zwei  Minimalcurven  dann  und  nur  dann  einander  con- 
gruent,  wenn 

entweder  hei  beiden  dieselbe  Relation 

Je-<P{J6)  =  0     (Je  =N  Const.) 
besteht 

oder  bei  beiden  Jg  denselben  constanten  Wert  hat. 

Zwei  Minimalgeraden  sind  einander  stets  con'gruent 

Andere  Was  die  Minimalgeraden  anbetrifft,  so  wollen  wir  noch  bemerken: 

Behandlung  .^^. 

der      Wir  können,  wie  wir  auseinandersetzten,  s,  F,  F'  als  die  Coordinaten 

Minimal-       ,  '  .  . 

geraden,  dicscr  oo^  Gcradcu  auffassen.  Diese  Coordinaten  werden  bei  der 
Gruppe  der  Bewegungen  durch  die  einmal  erweiterte  Gruppe  (23), 
nämlich  durch  die  Gruppe 
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dF  ^dF^     dF'  ^dF'^'^^dF' 

8s  ^ds^-^dF         ^  ds  ^"^^^  dF^  "^-^  dF' 

unter  einander  transformiert.  Man  zeigt  sofort,  dass  diese  Gruppe  in 
s,  Fj  F'  zwei  Wertsysteme  (s,  F,  F')  stets  ineinander  überzuführen 
vermag.  Damit  wäre  ein  zweiter  Beweis  dafür  erbracht,  dass  die 
Minimalcurven  sämtlich  congruent  sind. 

Noch  Einiges  möge  über  die   in  Theorem  41   ebenfalls   als  Aus- 
nahme  auftretende  Classe  von  Minimalcurven  gesagt  werden,   für  die  ^"»i™»!- 

O         O  J  curven 

Jj  constant  ist.     Wir  integrieren  die  Differentialgleichung  j,.  =  Con%t. 

(24)  J,  =  8c 

oder 

(24')  4.F"F^  —  t)F^'  =  8  ci^'"^ 

zunächst  unter  der  besonderen  Annahme  c  =  0.  Im  Fall  c  ==  0  lässt 
sie  sich  so  schreiben: 

•4^-5^  =  0 

und  daher  sofort  integrieren.     Es  kommt: 

jp'"-i  =  Const.  s  +  Const., 


also 


^=^^  +  ^^'  +  ^s  +  C     (a  +  0), 


wenn   a,    h,   A,  B,    C   die   Integrationsconstanten    sind.     Setzen    wir 
diesen  Wert  F  in    die  Gleichungen  (15)    der  Minimalcurven    ein,    so 

ergeben  sich,   wenn  man  schliesslich  r—r  als  Parameter  t  einführt, 

°  '  as  -\r  h  ' 

die  oo^  einander  congruenten  Curven: 


(25) 


iy  =  4-6^     —  QW  +    2{a'  +  h^)f  +  2{A  +  C), 


also  Curven   dritter  Ordnung.     Man  kann  übrigens   zeigen,   dass   dies 

alle  Minimalcurven  dritter  Ordnung  sind.  Minimai- 

■^  curven 

Im  Falle  c  =|=  0  führt  die  Integration  der  Differentialgleichung  (24)  3*^1  ordn. 
oder  (24')  zu  einem  wesentlich  anderen  Ergebnis.    Zunächst  lässt  sich 

Iiio,  Continuierliche  Gruppen.  45 
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(24')  als  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  F"'  und  s 
auffassen.     Sie  liefert*): 

2c{s  —  aY(ß  —  ^Y^ 

wenn  a,  ß  die  Integration sconstanten  bedeuten,  die  jedoch  nicht  ein- 
ander gleich  gewählt  werden  dürfen,  denn  sonst  käme  der  oben  be- 
sprochene triviale  Fall  F'"  =  0.     Einige  Quadraturen  geben  nun 

■^-  -  ^  {<^^  -  «)^g(^  -  a)  +  (s  -  ^)lg(s  -  ^)  + 
•       +  ^  [(^  -  «)'lg(^  -  a)  -  (s  -  ßY\g{s  -  /3)]  + 
-\-  As^  ■\-Bs-\-  C}, 

wenn  ^,  JS,  0  Constanten  bedeuten.  Setzen  wir  diesen  Wert  in  die 
Gleichungen  (15)  der  Minimalcurven  ein,  so  kommt: 

c\  2(s  — a)(s  — ß)  ~r  a  —  ß  ^'^s  —  ß'*  l' 

(26)  {y=      i{(^l'>3'  +  ^a--»P)»-(»  +  W^l+il^l    l^^^^t/l, 

^     y     ^  c[  2{s  —  a){s  —  (3)  '    a  —  ß    °s—ß    '  '       J' 

cl  (s  —  a)(s  — (3)  ~a  —  ß^s— ß  J 

Wird  hierin  c,  d.  h.  Jg,  bestimmt  gewählt,  so  liegen  oo^  einander 
congruente  Minimalcurven  vor,  die  sonst  mit  keiner  Curve  congruent 
sind.  Um  die  Gestalt  dieser  Curven  zu  erkennen,  brauchen  wir  nur 
eine  von  den  oo^  zu  betrachten,  da  sie  alle  einander  congruent  sind. 
Setzen  wir  also  z.  B. 

a  =  l,     ^  =  -1,     ^  =  -^p,     0=*^,     ^  =  0, 

so  kommt: 

1  /,      s  —  1         i7c\ 

i       2s  1  s*  +  1 

^         CS*  —  1'  es''  —  1 


Hier  ist  aber 


f  +  ^'  =  ^ 


*)  Leser,  welche  die  „DifFgln.  m.  inf.  Trf."  kennen,  werden  die  Integration 
mit  Hülfe  der  dort  im  24.  Kap.  auseinandergesetzten  Methoden  leisten,  indem  sie 
bedenken,  dass  diese  Differentialgleichung  zwischen  F'"  und  s  die  dreigliedrige 
Gruppe 

df  Jf       ^F"'Jf  s^U~UF"'^f 


ds  ds  BF'"  ds  dF'" 

gestattet,  die  von  unserer  erweiterten  Gruppe  übrigbleibt,  wenn  die  Incremente 
von  s  und  F'"  allein  ins  Auge  gefasst  werden. 
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Mithin  ist  dies   eine   Minimalcurve,    die    auf   einem  Rotationscylinder 

liegt,  eine  Minimal- Schraubenlinie.     Dies   tritt   noch  mehr  in   Augen- g^^^^'^^^^^; 

schein,  wenn  man  einen  neuen  Parameter  t  einführt,  sodass  ^^*- 


2is 
.^  -  1  =  ^0^  ^' 

wird,  denn  dann  kommt: 

(27)              ^--~i>  y  = 

cos  t                  sin  t 
c     '                  c 

Auf  jedem  Rotationscyhnder  liegen  offenbar  oo^  congruente  Minimai- 
Schraubenlinien.  Im  ganzen  giebt  es  oo^  solche  Cylinder.  Unter  ihnen 
sind  oo*  einander  congruent.  Wir  erhalten  durch  diese  Abzahlung 
also,  wie  es  sein  muss,  wieder  oo^  einander  congruente  Minimal- 
Schraubenlinien.     Bei  der  Schraubenlinie  (27)  und  also  auch  bei  allen 

Curven  (26)  ist  der  Radius  r  des  Rotationscylinders  gleich  — : 


1 

c 


also  nach  (24) 


r 


Diese  Bemerkung  gestattet  uns,  Jg  für  eine  heliebige  Minimalcurve  Geometr. 
geometrisch  zu  deuten.  Es  lässt  sich  nämlich  zunächst  durch  vier  con-  von  j^. 
secutive  Punkte  einer  gegebenen  Minimalcurve  eine  Minimal-Schrauben- 
linie  legen.  Denn  nach  den  Gleichungen  (15)  der  Minimalcurve  drücken 
sich  die  Coordinaten  dieser  vier  Punkte  durch  Sq,  Fq,  Fq.  .  Fq^  aus? 
wenn  Sq  der  zum  ersten  Punkte  gehörige  Wert  von  s  ist.  Wenn  man 
nun  eine  Function  F{s)  so  wählt,  dass  F,  F'.  .  F^  für  s  =  Sq  die 
Werte  Fq,  Fq..F^  annehmen  und  überdies  F  der  Differentialglei- 
chung (24)  unterwirft,  nachdem  darin  F  für  F  gesetzt  worden,  so 
wird  dadurch  F  ebenso  wie  die  Zahl  c  vollkommen  bestimmt.  Die 
sich  ergebende  Function  F  setzen  wir  statt  F  in  (15)  ein.  Die 
Gleichungen  (15)  stellen  alsdann  die  Minimal-Schraubenlinie  dar,  die 
mit  der  gegebenen  Minimalcurve  an  der  Stelle  (s^,)  vier  consecutive 
Punkte  gemein  hat.       Sie   liegt  auf  einem  Rotationscylinder  mit  dem 

Radius  —  •      Hieraus   folgern    wir,    da    8c   der   Wert   von    Jg    an    der 

Stelle  (Sq)  der  Minimalcurve  ist: 

Satz  3:    Die  in  Theorem  41  mit  J^  bezeichnete  Grösse  ist  gleich  dem 
achtfachen  reciprohen  Wert  des  Badim  des  Rotationscylinders^  der  mit  der 

45* 
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Minimalcurve  an  der  'betreffenden  Stelle  (s)  vier  consecutive  Punkte  ge- 
mein hat*). 

Die  Stellen  der  Minimalcurve,  an  denen  Jg  ==  0  ist,  sind  singulär. 
Daselbst  giebt  es  keine  dreifach  berührende  Minimal -Schraubenlinie, 
sondern  eine  dreifach  berührende  Minimalcurve  3.  Ordnung. 

Betrachten  wir  schliesslich  fünf  consecutive  Punkte  einer  Minimal- 
curve. Durch  die  vier  ersten  geht  ein  Rotationscylinder  mit  dem 
Radius  r,  durch  die  vier  letzten  ein  solcher  mit  dem  Radius  r  -j-  dr. 
Die  Axen  beider  seien  unter   dem  Winkel   dd'   zu    einander    geneigt. 

Offenbar   ändert  -r-  sich  nicht  bei  Ausführung   einer  Bewegung,  dies 

ist  also  eine  Differentialinvariante.  Zu  ihrer  Bestimmung  sind  fünf  conr 
secutive  Curvenpunkte  nötig,  die  sich  nach  (15)  durch  Sq,  Fq,  Fq..F(^'^ 

ausdrücken.     Daher  ist  -5-  eine  Differentialinvariante  sechster  Ordnung 

dr  ° 

Deutung  in  g  uuj  w  also  cinc  Function  von  Jk  oder  r  und  Jp.     Mithin  ist  «7« 

d& 
dr 


d& 
eine  gewisse  Function  von  r   und  -j--     Auf  ihre   nähere  Bestimmung 


gehen  wir  nicht  weiter  ein. 

A^bhT  Die  Ergebnisse  dieses  Paragraphen  sind   auch   für  gewisse   reelle  Ge- 

bilde practisch  wichtig. 

Einerseits  nämlich  lassen  sich  nach  einem  Theorem  von  Lie  aus  jeder 
Minimalcurve  oo'^  einander  congruente  durch  Translation  in  einander  über- 
führbare reelle  Minimälflächen  ableiten.  Umgekehrt  erhält  man  so  alle 
reellen  Minimalflächen.  Jede  Bewegung  einer  Minimalcurve  giebt  somit 
eine  (unendlich  vieldeutige)  reelle  Transformation  der  reellen  Minimal- 
flächen. 

Wenn  man  andererseits  jeden  Punkt  (ic,  «/,  0)  des  Eaumes  durch 
einen  Kreis  in  der  (a;,  y) -'Ebene  mit  dem  Radius  iz  ersetzt,  so  geben  die 
Bewegungen  des  Raumes  alle  Berührungstransformationen  in  der  Ebene, 
die  Ki'eise  in  Kreise  und  parallele  Geraden  in  parallele  Geraden  über- 
führen. Bei  dieser  Abbildung  giebt  jede  Minimalcurve  eine  Schar  von 
Kreisen,  deren  Umhüllende  eine  sogenannte  Michtungscurve  ist.  Mit  dem 
Obigen  ist  also  ein  wichtiges  Aquivalenzproblem  für  diese  Richtungscurven 
gelöst. 

Endlich  machen  wir  noch  darauf  aufmerksam,  dass  man  in  ent- 
sprechender Weise,  wie  wir  es  hier  gethan  haben,  die  Theorie  der  Äquiva- 
lenz der  Minimalcurven  gegenüber  der  allgemeinen  zehngliedrigen  Gruppe 
von  conformen  Punkitransformationen  behandeln  kann.  Alsdann  tritt  an 
die  Stelle  der  oben  benutzten  Gruppe  in  s,  JP  eine  Gruppe  in  s,  F,  F'. 
Deutet  man  s,  F  wieder  als  Punktcoordinaten  in  der  Ebene,  so  wird  dies 
die  allgemeine  zehngliedrige  Gruppe  von  Berührungstransformationen  in 
der  Ebene  (vgl.  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen,  zweiter  Abschnitt, 


*)  Diese  geometrische  Deutung  hat  S cheffers  gegeben. 
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bearb.  u.  Mitw.  v.  Engel,  Theorem  77,  S.  460).  Es  lassen  sich  ganz  ent- 
sprechend ihre  Dilferentialinvarianten  aufstellen  und  Äquivalenzkriterien  ent- 
wickeln. 

Wir  gehen  aber  hier  auf  alle  diese  weiteren  Probleme  nicht  ein. 


§  5.     Congruenztheorie  der  Flächen. 

Weniger  ausführlich,  aber  docli  in  allem  wesentlichen  vollständig 
wollen  wir  nunmehr  das  Problem  der  Congruenz  der  Flächen  be- 
handeln. Wir  bedürfen  dabei  wieder  der  Differentialinvarianten  der 
Gruppe  der  Bewegungen,  aber  jetzt  sind  dies  andere  Differential- 
invarianten als  früher. 

Da  wir  nämlich  nicht  mehr  Curven,   sondern  Flächen  betrachten^'^'^''""^'is 

'  der  Gruppe 

wollen,  so  haben  wir  etwa  2  als  Function  von  x  und  y  zu  betrachten^-  Beweggn. 
und    die   Gruppe    der   Bewegungen    um   die   Transformationen    zu    er- 
weitern, welche  die  partiellen  Differentialquotienten  von  s  nach  x  und 
y  bei  ihr  erfahren.     Setzen  wir  allgemein 

dz  ds  . 

0^2 ,  d^z    . d^z ,  ■ 

dx'^  '      dxdy         '      dy'^ '        ' 

d^z  ^'•^     =  7  ^'^     =  ^^^ 7 

dx^  '      dx^dy  '      dxdy'^  '      dy'^  ' 

so  erhalten  wir  die  Incremente,  welche  p,  q  u.  s.  w.  bei  den  infinite- 
simalen Bewegungen  erfahren,  in  dieser  Weise:    Es  ist 

d2  ^pdx  +  qdy, 
also 

(28)  dd3  =  dp-dx-\-  dq-dy  -\-pddx  +  qdSy, 

Bei  einer  infinitesimalen  Bewegung  sind  dx,  dy,  dz  bekannte  Func- 
tionen von  x,  y,  0.  Vorstehende  Gleichung  zerfällt  also,  da  immer 
ds^pdx  +  qdy  zu  setzen  ist,  in  zwei  einzelne,  da  sie  für  alle  Werte 
von  dXj  dy  identisch  bestehen  muss.  Sie  liefert  also  8p  und  dq. 
Analog  erhalten  wir  aus  den  Formeln 

dp  ^  rdx  -\-  sdy,     dq  ^  sdx  +  idy 
diese : 

Iddp^dr  •  dx -\- ds  ■  dy -{- rddx -\- sddy, 

^     ^  \ddq^ds-dx-\- dt -dy -\- sddx -{-tddy 

und  hieraus  die  Incremente  von  r,  s,  t  u.  s.  w.  Wir  verzichten  darauf, 
die  Ausrechnung  anzugeben.  Durch  Hinzufügung  der  Incremente  der 
P}  Q.}  **;  ^i  ^  ^-  s-  ^'  ^^  ^^^  infinitesimalen  Bewegungen  und  Nullsetzen 


(30) 


710  Kapitel  22,  §  5. 

ihrer  Symbole  ergiebt  sich  ein  vollständiges  System,  dessen  Lösungen 
^^^"riln^te^n  ^^®  gesuchton  Differentialinvarianten  sind.     Wir  wollen  annehmen,  die 
infinitesimale  Bewegung 

i'Ü  +  V'l^  +  i'T^    (»  =  1,2. .6) 

habe  durch  die  Erweiterung  die  Form  erhalten: 

(*=1,  2..6). 

Die  unabhängigen  Veränderlichen  des  vollständigen  Systems  sind 
^)  Vj  ^}  Pj  Q.7  '"'}  ^}  ^  •  "•  ^^  ^i®  sechsreihigen  Determinanten  der 
Matrix 

ii       rii       t,i       Tti       Xi       Qi       6i       ti 

i=l,  2  ..6 

nicht  identisch  verschwinden,  so  ist  das  System  gerade  sechsgliedrig 
und  besitzt  8  —  6  =  2  von  einander  unabhängige  Lösungen,  die  keine 
höheren  als  die  zweiten  Differentialquotienten  von  0  enthalten.  Diese 
Lösungen  können  als  die  bekannten  Ausdrücke  der  Krümmungsradien 
Bi  und  B2  einer  Fläche  gewählt  werden,  denn  es  ist  klar,  dass  diese 
bei  jeder  Bewegung  invariant  bleiben.  Ferner  giebt  es  12  —  6  =  6 
Differentialinvarianten  dritter  Ordnung.  B^  und  B^  sind  selbst  welche. 
Ausser  ihnen  giebt  es  also  noch  vier.  Man  kann  einsehen,  dass  es 
die  Ausdrücke 

gJRi       gJgi       dB.,       dB^ 

sind,  wenn  dSj^,  ds^  die  Bogenelemente  der  Krümmungslinien  in  einem 
Flächenpunkte  mit  den  Krümmungsradien  i?^  und  B^  sind.  Nun  kann 
es  allerdings  vorkommen,  dass  diese  Ausdrücke  der  Differential- 
invarianten bei  gewissen  Flächen  ihren  Sinn  verlieren.  Aber  es 
existiert  doch  jedenfalls  die  gefundene  Anzahl  von  Differentialinvarian- 
ten, mögen  sie  auch  unter  Umständen  nicht  die  angegebene  geome- 
trische Deutung  besitzen. 

Wir  wollen  die  Differentialinvarianten  dritter  Ordnung  kurz  mit 
t/i,  J2,  J3,  J4  bezeichnen.  Relationen  zwischen  den  Differential- 
invarianten stellen  stets  invariante  Differentialgleichungen  dar. 

Endlich  bemerken  wir  noch,  dass  sich  durch  Nullsetzen  aller 
sechsreihigen  Determinanten  der  Matrix  (30)  sowie  der  bis  zu  höheren 
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Differentialquotienten  reichenden  Matricen  gewisse  einzeln  invariante 
Gleiehungensysteme  ergeben  werden*). 

Wir  gehen  nach  diesen  Vorbemerkungen  an  unser  Problem  der 
Congruenz  von  Flächen. 

Führen  wir  auf  eine  Fläche  alle  Bewegungen  aus,  so  geht  sie  in 
höchstens  oo^  verschiedene  Flächen  über.  Nach  Satz  1,  §  2  dieses 
Kap.,  geht  sie  in  gerade  (X)^~"  verschiedene  Flächen  über,  wenn  sie 
gerade  n  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Bewegungen  zulässt. 

Alle  Flächen,  in  die  eine  Fläche  bei  der  Gruppe  der  Bewegungen 
übergeht,  bilden  eine  bei  der  Gruppe  invariante  Schar.  Sie  wird 
durch  ein  System  von  partiellen  Differentialgleichungen  zwischen  b 
und  X,  y  definiert  sein,  und  dieses  System  bleibt  invariant  gegenüber 
der  Gruppe  der  Bewegungen. 

Genügen  die  Flächen  der  Differentialgleichung  con^u^ter 

Flächen. 

Sl{x,  y,  2,  p,  q,  r,  s,  t...)  =  0, 

so  genügen  sie  auch  allen  aus  dieser  durch  partielle  Differentiation 
nach  X  und  y  hervorgehenden  Differentialgleichungen.  Wir  können 
uns  daher  alle  Differentialgleichungen,  denen  unsere  Flächenschar  ge- 
nügt, so  geordnet  denken,  dass  partielle  Differentiation  einer  derselben 
nach  X  oder  y  immer  nur  nachfolgende  Differentialgleichungen  giebt. 
Bei  dieser  Anordnung  werden  einige  von  den  niederen  Differential- 
quotienten von  0  (2  mit  inbegriffen)  durch  keine  Relation  verknüpft 
sein.  Doch  müssen  alle  Differentialquotienten  durch  höchstens  6  der- 
selben ausgedrückt  sein.  Denn  wir  können  uns  die  Lösung  z  des 
Systems  von  Differentialgleichungen  nach  Potenzen  von  x,  y  etwa  ent- 
wickelt denken,  in  deren  Coefficienten  dann  die  Differentialquotienten 
von  3  nach  x  und  y  für  x  =  y  =  0  auftreten.  Da  es  höchstens  00*' 
Flächen  in  der  Schar  giebt,  so  dürfen  von  diesen  CoefficientBn  höch- 
stens 6  willkürlich  wählbar  sein. 


*)  Man  wird  wohl  das  Bedürfnis  hegen,  diesen  invarianten  Gleichungen- 
systemen, die  sich  durch  Nullsetzen  von  Determinanten  der  Matrix  einer  Gruppe 
ergeben,  einen  besonderen  Namen  beizulegen.  Hierzu  empfiehlt  sich  die  Bezeich- 
nung: Singular  es  Gleichungensystem.  Aber  im  Text  wollen  wir  diese  Ausdrucks- 
weise noch  nicht  anwenden.  Die  singnlären  invarianten  Gleichungensysteme  be- 
stimmen im  Räume  der  Veränderlichen  der  betreffenden  Gruppe  Mannigfaltig- 
keiten, die  wir  dementsprechend  singulare  invariante  Mannigfaltigkeiten  nennen. 
Dabei  leuchtet  ein,  dass  eine  singulare  invariante  Mannigfaltigkeit  in  unendlich 
viele  einzeln  invariante  Teilgebiete  zerfallen  kann.  Im  nächsten  Kapitel  wollen 
wir  zur  Vereinfachung  des  Ausdruckes  die  Bezeichnung:  singulär  in  dem  soeben 
angedeuteten  Sinne  benutzen. 
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Wenn  aber  die  niedrigste  Differentialgleichung  von  m*"  Ordnung 
ist,  so  sind  alle  niederen  Differentialquotienten  von  s  durchaus  beliebig. 
Da  aber  bis  zu  denen  zweiter  Ordnung  schon  6  vorhanden  sind,  näm- 
lich z,  p,  q,  r,  s,  t,  so  folgt,  dass  die  niedrigste  Differentialgleichung 
von  höchstens  dritter  Ordnung  sein  muss. 

Keine Diffgi.         ggi  zuuächst   die  Schar   der  Flächen,   in   die   eine   bei   allen  Be- 

von  erster 

od.  zweiter  wcguHgcn  Übergeht,  durch  lieine  Differentialgleichung  von  niederer  als 
dritter  Ordnung  definiert.  Alsdann  sind  es  gerade  oo^  Flächen  und 
keine  der  Flächen  gestattet  eine  infinitesimale  Bewegung.  Die  dritten 
Differentialquotienten  a,  h,  c,  d  müssen  dann  aber  sämtlich  durch  die 
niederen  ausdrückbar  sein,  weil  sonst  noch  einige  willkürlich  wären, 
die  Schar  also  aus  noch  mehr  als  oo^  Flächen  bestände.  Es  existieren 
also  dann  vier  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung.  Da  ihre  Differen- 
tiation nach  X  und  y  auch  alle  höheren  Differentialquotienten  durch 
die  niederen  ausgedrückt  giebt,  so  sehen  wir,  dass  das  ganze  System 
von  Differentialgleichungen  nur  aus  den  vieren  von  dritter  Ordnung 
und  den  durch  Differentiation  aus  ihnen  hervorgehenden  besteht,  dass 
also  die  vier  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  die  Flächenschar 
völlig  bestimmen.  Sie  bilden  ein  invariantes  Gleichungensystem  in 
^>  V)  ^}  P)  1}  ^;  ^)  ^p  ^>  ^)  ^}  ^-  -^^  wäre  zunächst  denkbar,  dass  das 
System  Gleichungen  enthält,  die  durch  Nullsetzen  aller  sechsreihigen 
Determinanten  der  Matrix 

\i     rji     ^i     TCi     Xi     Qi     0i     ti     tti     ßi     yi     di 
i  =  l,  2..  6 

hervorgehen.  Aber  schon  die  gleich  Null  gesetzten  Determinanten  der 
kleineren  Matrix  (30)  liefern  Relationen  zwischen  den  ersten  und 
zweiten  Differentialquotienten  allein,  was  im  vorliegenden  Falle  aus- 
zuschliessen  ist.  Mithin  ist  das  gesuchte  invariante  Gleichungensystem 
durch  vier  Relationen  zwischen  den  Differentialinvarianten  zweiter  und 
dritter  Ordnung  herzustellen.     Sie  haben  notwendig  die  Form: 

(31)  Jj  =^  <pjiE„  B,)     (j  =  l,  2,  3,  4). 

Umgekehrt  definieren  vier  solche  Differentialgleichungen  auch  genau 
oo*'  Flächen. 

Zwei  Flächen,  die  nicht  einer  der  sich  nachher  ergebenden  be- 
sonderen Kategorien  angehören,  sind  also  dann  und  nur  dann  con- 
gruent,  wenn  bei  ihnen  dieselben  vier  Relationen  (31)  bestehen. 

Di«fgin.  Es   möge   nun   zweitens    das   System  der  Differentialgleichungen, 

Ordnung,  ^[q   unserc    Schar   congruenter  Flächen    darstellen,    zwar  Differential- 


Erster 
Fall. 
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gleichungen  zweiter  Ordnung,  aber  keine  erster  Ordnung  enthalten.  Es 
bilden  dann  —  wie  stets  —  die  Differentialgleichungen  niederster, 
also  hier  die  der  zweiten  Ordnung,  für  sich  ein  invariantes  Gleichuugen- 
system.  Es  wäre  nun  denkbar,  dass  dasselbe  ganz  oder  teilweis  durch 
Nullsetzen  der  sechsreihigen  Determinanten  der  Matrix  (30)  hervor- 
ginge. Wir  können  diesen  Fall,  wenn  wir  weitläufige  Rechnungen 
umgehen  wollen,  so  erledigen: 

In  diesem  Falle  wären  2,  p,  q  durch  keine  Relation  gebunden. 
Wir  könnten  also  das  betrachtete  Wertsystem  der  x,  y,  8,  p,  q,  r,  s,  t, 
das  ja  ein  krummes  Flächenelement  bis  zu  den  infinitesimalen  Grössen 
zweiter  Ordnung  bestimmt,  in  der  speciellen  Form  wählen,  dass 
X  =  y  =  z  =  0  und  auch  p  =  q  =  0  ist,  d.  h.  dass  das  Element  im 
Anfangspunkt  die  {x,  «/)- Ebene  berührt.  Es  bleiben  dann  als  Be- 
wegungen nur  die  Drehungen  um  die  ^;-Axe  übrig.  Es  müsste  also, 
wenn  eine  invariante  Gleichung  zweiter  Ordnung  durch  Nullsetzen  der 

Determinanten  hervorginge,  bei  der  infinitesimalen  Drehung  y~  —  x^ 

das  betrachtete  krumme  Flächenelement  in  Ruhe  bleiben.  Aber  hier 
liefert  die  Formel  (28)  wegen  dx  =  ydt,  8y  =  —  xdt,  83  ^0  sofort: 

dp==qdt,     dq  =  —p8t, 

ferner  kommt  aus  (29) 

8r  =  2sdt,     ds==(t  —  r)dt,     dt  =  —  2sdt. 

Eine  Verwechselung  von  t  mit  dem  ^  in  ^^,  der  infinitesimalen  Con- 
stanten, ist  wohl  nicht  zu  befürchten.  Wir  haben  also  das  bei  der 
infinitesimalen  Transformation 

invariante  krumme  Flächenelement  zu  bestimmen,  bei  dem  x  =  y  = 
=  3=p  =  q  =  0  ist.     Bei  ihm  muss  offenbar 

s  =  0,     r  —  t  =  0 

sein.  Also  ist  es  das  Flächenelement  eines  Ndbelpunktes.  Die  im  vor- 
liegenden Falle  zu  betrachtenden  Flächen  müssen  also  lauter  Nabel- 
punkte besitzen.  Sie  sind  daher  bekanntlich  Kugeln  oder  Developpa- 
beln,  die  den  imaginären  Kugelkreis  enthalten.  Bei  letzteren  aber 
wäre  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

erfüllt,  von  der  wir  jedoch  nach  Voraussetzung  absehen  müssen.  Mit- 
hin  sind   die   hier  betrachteten  Flächen  Kugeln.     Bekanntlich   ist  ein  Kugeiu. 


Fall. 
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allgemeines  krummes  Flächenelement  (x,  y,  z,  p,  q,  r,  s,  t)  das  eines 

Nabelpunktes,  sobald 

r  s  t 


ist.  Dies  sind  also  im  vorliegenden  Falle  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  der  Flächenschar.  Ihre  Differentiation  liefert  alle  Differential- 
quotienten dritter  Ordnung  ausgedrückt  durch  die  niederen.  Also  treten 
keine  höheren  Differentialgleichungen  als  wesentlich  neu  hinzu,  wohl 
aber  noch  eine  zweiter  Ordnung.  Denn  eine  Kugel  nimmt  bei  allen 
Bewegungen  »nur  oo^  Lagen  an,  da  sie  drei  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  Bewegungen  gestattet.  Unsere  Flächenschar  besteht  also 
aus  nur  oo^  Flächen.  Lägen  nur  die  obigen  beiden  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  vor,  so  blieben  z,  p,  q  und  etwa  s  will- 
kürlich, d.  h.  es  wären  oo*  Flächen  vorhanden.  Die  also  noch  fehlende 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  kann  nun  nicht  durch  Null- 
setzen von  Determinanten  entstanden  sein.  Sie  ist  daher  eine  Relation 
zwischen  den  Invarianten  R^  und  B^,  die  wegen  der  beiden  ersten 
Gleichungen  einander  gleich  werden,  sodass  sich  R^  =  JR^  =  Const. 
ergiebt.  Die  gesuchte  dritte  Differentialgleichung  kann  also  symme- 
trisch so  geschrieben  werden: 

B^B^  =  Const. 

In  Worten:  Zwei  Kugeln  sind  congruent,  wenn  ihre  Krümmung  die- 
selbe ist. 

Zweiter  Wfr  kommen  ietzt  zu  dem  Fall,  dass  die  Flächenschar  zwar  auch 

durch  Differentialgleichungen  zweiter  und  höherer  Ordnung  und  keine 
erster  definiert  sei,  dass  sich  aber  die  Differentialgleichungei\  zweiter 
Ordnung  weder  ganz  noch  teilweise  durch  Nullsetzen  von  Determinan- 
ten der  Matrix  (30)  ergeben.  Sie  müssen  Relationen  zwischen  den 
Differentialinvarianten  i?^,  B^  sein.  Es  kann  also  hier  höchstens  zwei 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  geben. 

Liegen  wirklich  zwei  vor,  so  haben  sie  notwendig  die  Form 

in  der  a  und  &  zwei  Constanteu  bedeuten.  Aber  zwei  solche  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  widersprechen  sich,  sobald  nicht  a  =  & 
ist.  a  =  b  jedoch  führt  zu  JR^  =  B^,  d.  h.  wieder  zu  den  schon  be- 
sprochenen Kugeln. 

Wenn  nur  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  vorliegt,  so 
hat  sie  die  Form: 
(32)  il{E„B,)  =  0. 
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Wir  kommen  also  zu  denWeingarien^schen  Fläclien*).  Liegen  ausserdem  g^^^,^'jjg 
vier  Di/ferentialgleichungen  dritter  Ordnung  vor,  die  notwendig  die  Form  i^'iäohen. 

(33)  Jj  =  cpj{R„B,)     (i  =  l,  2,  3,  4) 

haben  müssen  **),  so  erhalten  wir,  da  nur  0,  p,  q  und  zwei  der  Grössen 
r,  s,  t  beliebig  bleiben,  nur  oo^  Flächen.  Jede  dieser  Flächen  gestattet 
daher  nach  Satz  1,  §  2  dieses  Kap.,  eine  infinitesimale  Bewegung. 
Wenn  umgekehrt  eine  Fläche  gerade  eine  infinitesimale  Bewegung  ge- 
stattet, so  sind  ihre  Krümmungsradien  durch  eine  Relation  verknüpft 
und  es  liegt  dieser  Fall  vor.  Zwei  solche  Flächen  sind  also  congruent, 
wenn  bei  beiden  dieselben  Relationen  (32)  und  (33)  bestehen.  Zwei 
der  letzteren  folgen  durch  Differentiation  aus  (32). 
Sodann  ist  anzunehmen,  dass  ausser 
Sl{R„  E,)  =  0 

nur  drei  Differentialgleichungen  dritter  Ordtmng  vorkommen.  Weniger 
sind  nicht  denkbar,  da  sich  sonst  mehr  als  oo^  Flächen  ergeben.  Hier 
giebt  es  dann  gerade  oo'^  Flächen.  Keine  derselben  gestattet  also 
eine  infinitesimale  Bewegung.  Zwei  Differentialgleichungen  dritter 
Ordnung  gehen  durch  Differentiation  aus  Sl  =  0  hervor.  Die  dritte 
ist  also  eine  Relation 

0{J„      J,,     Jg,      J,,      E„      B.^    =    0, 

die  übrigens,  da  »ß  =  0,  -o—  =  0,  -^-  =  0  die  drei  Invarianten  B,.., 
cTg,  J^  etwa  durch  die  übrigen  auszudrücken  gestatten,  auch  einfach 

0{J,,J„B,)  =  O 

geschrieben  werden  kann.  Differentiation  giebt  alle  vierten  Differen- 
tialquotienten ausgedrückt  durch  die  niederen***). 

Bndlich  käme  der  Fall,  dass  die  Differentialgleichungen  der  Schar    üiffgin. 
congruenter  Flächen   auch   welche  erster  Ordnung  enthalten.     Da  nun  oidnuug. 


*)  Siehe  Weingarten,  Crelle's  Journal  Bd.  59. 

**)  Sie  können  nämlich  nicht  durch  Nullsetzen  von  Determinanten  der  Matrix 
hervorgehen,  da  dies  auch  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  also  die  schon 
erledigten  Kugeln  geben  würde. 

***)  Wir  bemerken  beiläufig:  Wenn  eine  Differentialgleichung  ■ 

zu  integrieren  ist,  so  scheint  es  natnrgemäss,  zunächst  solche  Gleichungen 

zu  suchen,  dass  das  System  Sl  =  0,  $  =  0  gemeinsame  Integralflächen  besitzt. 
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keine  Differentialinvariante  erster  Ordnung  existiert,  so  müsste  jede 
solche  Gleichung  durch  Nullsetzen  aller  fünfreihigen  Determinanten 
der  Matrix 

(*  =  1,  2..6) 
hervorgehen.     Dies  liefert  aber  die  Gleichung 

die  alle  den  Kugelkreis  enthaltenden  Developpabelen  darstellt.  Jede 
"^%on^^'  solche  Fläche  ist  die  Developpabele  einer  Minimalcurve.  Zwei  solche 
Minimal-  Flächen  sind  congruent,  wenn  es  ihre  Rückkehrkanten,  diese  Minimal- 

curven.  o  /  / 

curven,  sind.  Für  die  Minimalcurven  aber  haben  wir  eine  vollständige 
Congruenztheorie  schon  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellt. 

Die  Gruppe  der  Bewegungen  besitzt,  wie  hier  anhangsweise  bemerkt 
werden  mag,  noch  andere  Differentialinvarianten  als  die  in  diesem  Kapitel 
betrachteten.  Man  kann  insbesondere  eine  Grösse  f  einführen,  die  nicht 
transformiert  werden  soll,  d.  h.  man  kann  zur  Gruppe  der  Bewegungen  in 
x^  y,  z  noch  die  Gleichung  f=  f  hinzufügen  und  sodann  die  Differential- 
invarianten von  der  Form 

df    df    av     \ 


q(  ÖS_      ÖZ_  f   ^      K      ^ 


aufsuchen.  Diese  Differentialinvarianten  sind  zugleich  Differentialparameter, 
da  df=0  ist.  Sie  geben,  sobald  f  eine  Differentialinvariante  ist,  wieder 
eine  Differentialinvariante.  Man  kommt  hier  zu  Differentialinvarianten,  die 
u.  a.  in  der  Theorie  der  Orthogonalsysteme  oder  in  der  Mechanik  auftreten. 


Kapitel  23. 

Über  die  Invarianteutheorie  der  ganzen  Functionen  und  über  die 
allgemeine  Theorie  der  Differentialinvarianten  beliebiger  Gruppen. 

Schon  oben  bemerkten  wir,  dass  zu  jeder  durch  Differential- 
gleichungen definierten  continuierlichen  Gruppe  Differentialinvarianten 
gehören.  Wie  in  den  im  vorigen  Kapitel  gegebenen  Beispielen  giebt 
es  sogar  mehrere  Reihen  von  Differentialinvarianten,  je  nach  den  Ge- 
bilden, die  man  im  Räume  der  Veränderlichen  ins  Auge  fasst.  In 
jedem  einzelnen  Falle  kann  man  noch  die  Frage  nach  den  Aquivalenz- 
kriterien  zweier  Gebilde  stellen,  und  es  ist  uns,  wie  in  jenen  Bei- 
spielen, möglich,  allgemein  geltende  Kriterien  zu  geben. 
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In  der  Geschichte  der  Mathematik  ist,  kann  man  wohl  sagen,  die 
von  Gauss  und  Min  ding  begründete,  von  Späteren,  wie  Weingarten, 
Christoffel  und  Lipschitz  weiter  entwickelte  Deformationstheorie  das 
erste  Beispiel  einer  Invariantentheorie  und  zwar  bei  einer  gewissen 
unendlichen  Gruppe*).  Auch  die  von  Beltrami  und  Lame  betrach- 
teten Differentialparameter  sind  Differentialinvarianten  von  Gruppen. 

Das  zweite  Beispiel  ist  die  Invariantentheorie  der  Formen  gegen- 
über der  linearen  homogenen  Gruppe,  die  nach  Vorarbeiten  von  Boole 
durch  Cayley  begründet  wurde  und  zu  deren  Aufbau  namentlich 
Sylvester,  Aronhold,  Hermite,  Clebsch,  Gordan  und  Hilbert 
beigetragen  haben.  Diese  Theorie  ist  nämlich,  wenn  man  sie  auf 
allgemeine  analytische  Functionen  bez.  Gleichungen  anwendet,  eine 
Theorie  von  Di/ferenfialmvansinten.  Beschränkt  man  sich  auf  alge- 
braische Gebilde,  so  vereinfacht  sie  sich  allerdings  zu  einer  Invarianten- 
theorie der  Veränderlichen  einer  Gruppe  allein,  nicht  ihrer  Differential- 
quotienten. Immerhin  aber  sind  die  Differentialparameter,  die  in  der 
Theorie  der  Formen  auftreten,  wirkliche  J)i/ferew^iaZin Varianten. 

Die  nächste  Invariantentheorie  ist  die  von  Lie  1872  entwickelte 
Invariantentheorie  der  unendlichen  Gruppe  aller  Berührungstransfor- 
mationen. 

Auch  die  schon  längst  begründete  Krümmungstheorie  der  Curven 
und  Flächen  gehört  zu  den  Differentialinvarianten-Theorien.  Wenn 
wir  sie  oben  nicht  als  Beispiel  aufgezählt  haben,  so  liegt  das  darin, 
dass  man  sich  dieser  Auffassung  bisher  nicht  bewusst  gewesen  ist. 
Wir  haben  aber  im  vorigen  Kapitel  diese  Theorie  als  eine  solche 
der  Differentialinvarianten  der  Gruppe  der  Bewegungen  vollständig 
entwickelt. 

Im  gegenwärtigen  Kapitel  wollen  wir  zunächst  die  Cayley'sche 
Invariantentheorie  der  Formen  in  der  gekennzeichneten  Auffassung  be- 
sprechen. Dabei  ist  unser  Hauptzweck,  zu  zeigen,  dass  dieselben 
allgeipeinen  gruppentheoretischen  Gesichtspunkte,  von  denen  aus  wir 
sie  behandeln,  auch  für  andere  Gruppen  analoge  Theorien  geben.  Die 
Ergebnisse  sind  selbstverständlich  nicht  neu,  aber  die  Form  ihrer  Ab- 
leitung dürfte  es  teilweise  sein. 

Alsdann  werden  wir  zum  Schlüsse  des  Kapitels  für  die  Aufstellung 
dllgemeiner  Invariantentheorien  bei  vorgelegter  Gruppe  die  massgeben- 
den Gesichtspunkte  in  Kürze  andeuten. 


*)  Siehe  Lie,  Über  Differentialinvarianten.    Math.  Ann.  Bd.  24. 
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§  1.     Allgemeines  über  die  Invariantentheorie  der  binären  Formen. 

Liegt  eine  r-gliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen  Xi..oc„  vor: 
Xi'  =fi{xi..x„,  e^. .  Cr)     (*'  =  1 ,  2  . .  «) 

und  giebt  es  eine  bei  der  Gruppe  invariante  Schar  von  —  sagen  wir 
oo™  —  Mannigfaltigkeiten,  so  werden  diese  oo"*  Mannigfaltigkeiten 
durch  die  Transformationen  Tg  der  Gruppe  unter  einander  vertauscht. 
Da  die  Mannigfaltigkeiten  von  m  wesentlichen  Parametern  a^.  .  um  ab- 
hängen, finden  ihre  Vertauschungen  bei  Ausführung  der  Transforma- 
tion Te  der  gegebenen  Gruppe  ihren  Ausdruck  in  gewissen  Transfor- 
mationen der  Wertsysteme  {a^ .  .  a^) : 

Ok  =  tk{cii .  .Qm,  e^. .  er)      {k=  \,  2  .  .m). 

Zu  jeder  Transformation  Tg  der  gegebenen  Gruppe  gehört  eine  solche 
Transformation  Sg  der  Parameter  a^ . .  ttm-  Die  Gleichungen  der  Sg 
enthalten  ausser  a^.  .  um  noch  die  r  willkürlichen  Constanten  e^ . .  er, 
die  in  den  endlichen  Gleichungen  der  gegebenen  Gruppe  auftreten, 
d.  h.  die  Parameter  der  Gruppe,  die  aber  nicht  mit  den  Parametern 
a^. .  ttm  der  Schar  von  Mannigfaltigkeiten  verwechselt  werden  dürfen. 
Man  erkennt  nun  aus  der  begrifflichen  Auffassung  unmittelbar,  dass  mit 

-^  e  -t  e'  —  J-  g" 

auch 

SgSg'  ==  Sg" 

p^ametlr^^^'    ^^®  Transformationen  Sg .  , .  bilden  daher  eine  Gruppe,  die  Gruppe 
der  Parameter  a^.  .am'     (Siehe  Satz  36,  §  5  des  19.  Kap.) 

Wir  haben  dies  in  §  1  des  10.  Kap.  für  den  Fall  ausführlich 
dargestellt,  dass  die  gegebene  Gruppe  nur  zwei  Veränderliche  enthält. 
Aber  diese  Beschränkung  ist  bei  den  damaligen  Betrachtungen  so  un- 
wesentlich, dass  wir  ohne  weiteres  die  dortigen  Ergebnisse,  insbeson- 
dere die  dort  angegebene  Methode  der  Berechnung  der  infinitesi- 
malen Transformationen  der  neuen  Gruppe,  verallgemeinern  können. 
Wir  wollen  dabei  ausdrücklich  daran  erinnern,  dass  die  r  Parameter 
der  gegebenen  Gruppe  in  der  neuen  Gruppe  der  Parameter  der  Schar 
nicht  sämtlich  als  wesentlich  aufzutreten  brauchen.  Die  Gruppe  der 
Parameter  der  Schar  von  Mannigfaltigkeiten  Jcann  vielmehr  auch  weniger 
als  r-gliedrig  sein.  Aber  sie  ist  stets  (meroedrisch)  isomorph  auf  die 
gegebene  Gruppe  bezogen. 

vtnM^annfg-         Wenn  CS  sich  nun  darum  handelt  zu  entscheiden,  ob  und  wann 
faitigkeitoii  .g^g^-  Mannigfaltigheiten  der  betrachteten  Schar  vermöge  einer  Transforma- 
tion der  gegebenen  Gruppe  in  einander  überführbar  sind  oder,  wie  wir 
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kurz  sagen,  ob  sie  mit  einander  äquivalent  sind,  so  kommt  dies  auf 
ein  von  uns  schon  erledigtes  Fundamentalproblem  zurück.  Deuten  wir 
nämlich  a^. .  am  als  Coordinaten  in  einem  Räume  Bm  von  m  Dimen- 
sionen, so  wird  jede  der  oo"*  Mannigfaltigkeiten  durch  einen  Punkt 
(«1 .  .  ttm)  in  diesem  Räume  dargestellt,  und  umgekehrt.  Die  Gruppe 
der  Parameter  der  Schar  stellt  dann  eine  Gruppe  von  (höchstens  oo'") 
Transformationen  der  Punkte  des  Bm  dar.  Unsere  Frage  kommt 
mithin  auf  die  hinaus,  ob  und  wann  zwei  Punkte  des  Bm  vermöge 
dieser  Gruppe  in  einander  überführbar  sind.  Um  dies  zu  entscheiden 
haben  wir  nach  §  4  des  16.  Kap.  die  kleinsten  invarianten  Mannig- 
faltigkeiten in  diesem  Bm,  denen  die  betreffenden  Punkte  angehören, 
zu  berechnen.  Ein  Punkt  geht  vermöge  der  Gruppe  des  Bm  nur  in 
Punkte  der  ihm  zugehörigen  kleinsten  invarianten  Mannigfaltigkeit  im 
Bm  über.  Einem  Punkt  allgemeiner  Lage  des  Bm  erteilt  die  Gruppe 
der  Parameter  eine  gewisse  Anzahl  yon  einander  unabhängiger  Fort- 
schreitungsrichtungen.  Für  Punkte  specieller  Lage  können  sich  weniger 
ergeben.  Wir  finden  diese  Punkte  bekanntlich  durch  Nullsetzen  aller 
Determinanten  gleicher  Reihenzahl  der  Matrix  der  Gruppe.  Dadurch 
werden  invariante  Gleichungensysteme  gefunden,  die  wir  wie  schon  in 
einer  Fussnote  S.  711  singulär  nennen  wollen.  Die  Punkte,  deren 
Coordinaten  a^,  a^. .  am  diese  singulären  Gleichungensysteme  erfüllen, 
heissen  entsprechend  singulare  PunJde.  Jeder  singulare  Punkt  stellt 
eine  singulare  Mannigfaltiglceit  in  der  Schar  aller  oo"»  zu  betrachtenden  singulare 
dar,  d.  h.  eine,  die  mehr  infinitesimale  Transformationen  der  vor-  faitigkeu. 
gelegten  Gruppe  gestattet,  als  die  allgemeine  Mannigfaltigkeit  der 
Schar.  Wenn  letztere  gar  keine  infinitesimale  Transformation  der  ge- 
gebenen Gruppe  gestattet,  so  gestatten  die  singulären  mindestens  eine. 

Man  sieht,  dass  das  angeregte  Problem  nur  eine  andere  Fassung 
eines  früher  erledigten  ist.  Wir  werden  aber  doch  an  einem  wich- 
tigen Beispiele  zeigen,  wie  sich  die  Ausführung  des  entwickelten  Ge- 
dankenganges darstellt.  Dabei  sei  noch  bemerkt,  dass  die  endlichen 
Gleichungen  der  Gruppe  der  Parameter  a^ .  .  a^  der  invarianten  Schar 
ohne  Integration  direct  gefunden  werden  können,  sobald  die  endlichen 
Gleichungen  der  vorgelegten  Gruppe  bekannt  sind. 

Vom  Standpunkt  der  Gruppentheorie  aus  bietet  das  in  Rede 
stehende  Problem,  wie  gesagt,  keine  Schwierigkeiten  dar  und  ist  in 
allem  wesentlichen  längst  erledigt.  Aber  man  kann  in  bezug  auf  die 
auftretenden  Functionen  beschränkende  Voraussetzungen  machen  und 
dadurch  unter  Umständen  functionentheoretischen  Schwierigkeiten  be- 
gegnen. Denn  wenn  man  allgemeine  analytische  Functionen  zulässt, 
ist  bei   allen  Operationen  stillschweigend   immer    ein    solcher  Bereich 
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zu  begrenzen,  in  dem  sie  sich  regulär  und  eindeutig  verhalten.  So 
lange  man  über  die  Functionen  nichts  näheres  weiss,  kann  man  auch 
hierüber  nicht  hinaus  gehen.  Sobald  aber  nur  gewisse  Arten  von 
Functionen,  etwa  nur  algebraische,  auftreten,  erhebt  sich  ein  neues 
rein  algebraisches  Problem,  für  die  Ergebnisse  im  ganzen  Räume  Mm 
allgemein  gültige  Formeln  zu  finden.  Insbesondere  stellt  sich  dann 
das  algebraische  Problem,  die  den  Punkten  des  11^  zugeordneten 
kleinsten  invarianten  und  irreducibelen  Mannigfaltigkeiten  •  in  unzwei- 
deutiger Weise  darzustellen. 

Aber  alle  diese  Fragen  sind,  obgleich  sie  bedeutende  Schwierig- 
keiten machen  können,  nicht  solche,  die  der  Gruppentheorie  angehören. 

In  dem  in  diesem  und  dem  folgenden  Paragraphen  zu  gebenden 
wichtigen  Beispiel  nun  bieten  sich  derartige  algebraische  Schwierig- 
keiten dar.  Es  ist  nicht  unsere  Sache,  auf  diese  genauer  einzugehen. 
Vielmehr  legen  wir  das  Gewicht  darauf,  zu  zeigen,  welches  die  leiten- 
den gruppentheoretischen  Gesichtspunkte  bei  dem  betreffenden  Problem 
sind  oder  doch  sein  sollten. 

^'öru^T^'         ^^^  wollen  ausgehen  von  der  viergliedrigen    linearen   homogenen 
Gruppe  in  zwei  Veränderlichen  Xj  y. 

(1)  a;'=  a^x  +  ß^y,     «/'=  a^x  +  ß^y, 

deren  Determinante  mit  z/  bezeichnet  sei: 

^  =  «1/32  — «a/^i  4=0. 

Binäre  \Yii.  -vvollcn  die  Transformationen  der  Gruppe  auf  alle  binären  Formen 
ausüben.  Unter  einer  binären  Form  versteht  man  bekanntlich  eine 
homogene  ganze  rationale  Function  in  zwei  Veränderlichen  x,  y.  Es  ist 
augenscheinlich,  dass  jede  binäre  Form  bei  linearer  homogener  Trans- 
formation der  Veränderlichen  wieder  in  eine  binäre  Form  übergeht. 

Man  kann  nach  allen  Transformationen  in  ic,  «/  fragen,  die  jede  binäre 
Form  wieder  in  eine  solche  überführen,  und  deren  inverse  Transforma- 
tionen ebenfalls  diese  Eigenschaft  haben.  Da  x,  y  selbst  binäre  Formen 
sind,  so  sieht  man  leicht,  dass  bei  einer  derartigen  Transformation  die 
neuen  Veränderlichen  x\  y  binäre  Formen  der  alten  sein  müssen,  und  um- 
gekehrt. Dies  ist  aber  nur  dann  möglich,  wenn  x\  y  linear  und  homogen 
in  a?,  «/  sind,  wie  in  (1). 

Die  Schar  aller  binärer  Formen  ist  zwar  der  Gruppe  (1)  gegen- 
über invariant,  aber  sie  hängt  von  einer  unendlichen  Anzahl  von  Para- 
metern ab.  Doch  lässt  sich  unser  Problem  der  Äquivalenz  binärer 
Formen  gegenüber  der  linearen  homogenen  Gruppe  auf  das  Eingangs 
skizzierte  Problem  zurückführen: 
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Einerseits   nämlich    bemerkt   man,    dass    eine    binäre    Form   w**''*    ^"^^It« 

Grades  Grades. 

<p  =  a^x-  +  {f)a^x—'y  +  (^)a,x—^y^  +  •  •  +  «»^ 

durch  lineare  homogene  Transformation  stets  wieder  in  eine  binäre 
Form  desselben  Grades  übergeht.  Wir  können  uns  deshalb  auf  die 
Betrachtung  der  binären  Formen  w*®**  Grades  beschränken,  die  nur  von 
einer  endlicJien  Anzahl  von  Parametern  a^,  a^ . .  a„  abhängen. 

Andererseits  sieht  man,  dass  die  Äquivalenz  von  Formen  <p  gegen- 
über der  Gruppe  (1)  sich  deckt  mit  der  Äquivalenz  von  GleicJmngen 

cp  =  a,x-  +  (^^a,x—^y  +  i^^a.x—^y''  +  •  -.  +  a^y- 

zwischen  x,  y  und  (p  gegenüber  der  Gruppe  in  Xj  y,  (p,  die  aus  der 
Gruppe  (1)  durch  Hinzufügung  von 

(p  =  (p 
hervorgeht.     Wir   haben   also    thatsächlich    eine   Äquivalenzfrage   von 
oo"+^  Mannigfaltigkeiten  im  Räume  der  drei  Coordinaten  x,  y,  (p  vor 
uns.     Damit  aber  haben  wir  genau  den  Ausgangspunkt  dieses  Para- 
graphen erreicht. 

Zu  jeder  linearen  homogenen  Transformation  (1)  gehört  eine 
Transformation  in  «q,  aj..««.  Sie  ist  offenbar  ebenfalls  linear  und 
homogen.     Denn,  wenn  die  Form  (p  vermöge  (1)  in 

cp  =  a,'x-  +  (J)  a,'x—'y  +  [^)a,'x'—^y'  +  •  •  +  «„>'« 

übergeht,  so  muss  umgekehrt  wieder  aus  q)'  die  Form  q)  vermöge  der 
zu  (1)  inversen  Transformation 

x=^x-^y,     y  =  -Jx-{--y 

hervorgehen.     Setzen  wir  aber  diese  Werte  x,  y  in  cp  ein,  so  kommt; 

Wenn  wir  hierin  die  Klammern  ausrechnen,  dann  nach  Potenzen  von 
x',  y  ordnen  und  gliedweise  mit  cp  vergleichen,  so  übersehen  wir, 
dass  ÜQj  a^ . .  ün  linear  und  homogen  in  a^,  a^..an  sind.  Zugleich 
sehen  wir,  dass  sich  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  der  Para- 
meter a^,  «!..«„  ohne  jede  Schwierigkeit  ergeben. 

Deuten    wir   a^,   a^.  .  an   als    gewöhnliche   Coordinaten    in    einem 
Räume  22„+i  von  n  -\-  1  Dimensionen,  so  wird  jede  Form  n*^^  Grades 
<p  durch  einen  Punkt  (cIq,  tti . .  an)  des  R„-\-i  dargestellt.    Zwei  i^örwew Äquivalenz 
sind  dann  und  nur  dann  gegenüber  der  linearen  liomogenen  Gruppe  (1)  ^ 
äquivalent,  wenn  ihre  Bildpunkte  im  jB„+i  durch  eine  Transformation 

Ijio,  Continuierliche  Gruppen.  46 


binärer 
ormen. 
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der  Gruppe  der  Parameter  üq,  a^-  •  a„  in  einander  überführbar  sind. 
Um  dies  zu  entscheiden,  ist  nach  §  4  des  16.  Kap.  die  Zerlegung  des 
jRn+i  in  lauter  kleinste  invariante  Punktmannigfaltigkeiten  zu  be- 
wirken. Dazu  haben  wir  nach  Theorem  29  jenes  Palragraphen  die 
Determinanten  der  Matrix  der  Gruppe  der  Parameter  gleich  Null  zu 
setzen,  sowie  die  eventuell  vorhandenen  Invarianten  J(aQ,  % . .  a„)  zu 
berechnen,  die  sich,  wie  stets,  als  heliebige  Functionen  einer  gewissen 
endlichen  Anzahl  von  Invarianten  darstellen.  Durch  Nullsetzen  der 
Determinanten  der  Matrix  ergeben  sich  singulare  Gebilde  und  zu  ihnen 
^Formra^  gehören  singulare  Formen.  Da  eine  allgemeine  Form  w*^*^  Grades  keine 
infinitesimale  lineare  Transformation  zulässt  (sobald  n^  2  ist),  so  sind 
diese  singulären  Formen  als  die  gekennzeichnet,  die  bei  mindestens 
einer  infinitesimalen  linearen  homogenen  Transformation  in  sich  über- 
gehen. Ferner  die  Invarianten  der  Gruppe  der  Parameter  bestimmen 
sich,  da  diese  Gruppe  auch  linear  und  homogen  ist,  aus  vollständigen 
Systemen  von  linearen  Differentialgleichungen,  deren  Coefficienten  in 
«0,  a^.  .ttn  linear  und  homogen  sind.  Aber  die  Lösungen  eines  solchen 
Systems  lassen  sich  bekanntlich  immer  bestimmen.  Ihre  Berechnung 
kann  nur  algebraische  Schwierigkeiten  machen. 

Es  ist  dies  eine  Bemerkung,  die  für  die  ganze  Invariantentheorie 
der  binären,  fcernären  u.  s.  w.  Formen  gilt:  Alle  in  betracht  kommen- 
den Invarianten  lassen  sich  rein  algebraisch  bestimmen. 

Quadra-  Fassen  wir  ein  einfaches  Beispiel  ins  Auge:  Bei  der  quadratischen 

tische  Form. 

Form 

cp  ^  üqX^  -f-  2a^xy  +  a^y^ 


lautet  die  Gruppe  der  Parameter,  wie  man  sofort  berechnet,  so; 
(3) 


«o'=  2f^  (/32^«0  —  «2/^2«!   +  «2' «2); 

«/=  ^2  (—  ^kk(^(i  +  («1^2  +  «2/3i)ai  —  2a^a^a^), 

«2'=   Tii  (ßl^^O  —  «1^1«!   H-   «l^«2)- 


Wir   können    auch    nach    der   in  §  1   des   10.  Kap.   angegebenen 
Methode  die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppe  (3)  direct 
aus  denen  der  Gruppe  (1): 
(1')  yp     xp  —  yq    xq    xp  +  yq 

berechnen.     Wir  haben  danach  zu  setzen: 

dtp  ^  2{aQxdx  +  ai{xdy  +  ySx)  +  a^ydy)  -f- 
+  ic^^ÖQ  -|-  2xyda^  -f  2/^^% 
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und  hierin  unter  8x,  8y  die  Incremente  bei  einer  der  infinitesimalen 
Transformationen  (1')  zu  verstehen.  Alsdann  muss  d(p  für  alle  Werte 
von  X,  y  Null  sein.  Danach  zerfällt  dtp  =  0  in  drei  von  x,  y 
freie  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  da^,  8a^,  da^.  Gehen  wir  z,  B. 
von  j/p  aus,  so  ist  dx  =  ydt,  dy==0,  also  zu  setzen: 

2{aQxy  +  a^y^)dt  +  x^da^  +  2xydai  +  y^da^  =  0. 

Hieraus  folgt  einzeln: 

düQ  =  0,     da^  =  —  «0,     dag  =  —  2«i. 

In  dieser  Weise  finden  wir  als  infinitesimale  Transformationen  der 
Gruppe  (3)  der  Parameter  diese: 


— 

ö  dtty             ^  da. 

2%  f 

-       tto  ö 

2  göi 

2«i  Q-^ 2ao  ö-^ 

Die  letzte  infinitesimale  Transformation  erteilt  dem  Punkte  (qq,  a^,  a^) 
des  gewöhnlichen  Raumes  JBg,  in  dem  wir  die  quadratischen  Formen 
als  Punkte  abbilden,  die  Fortschreitung  längs  des  Radiusvectors  des 
Punktes.  Daraus  folgt,  dass  die  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit 
eines  Punktes  stets  den  Radiusvector  des  Punktes  enthält,  also  ein 
Kegel  ist.  Dies  wird  durch  die  Berechnung  verificiert:  Die  Gruppe 
besitzt  keine  Invariante,  da  die  dreireihigen  Determinanten  der  Matrix 


0 

—  «0 

—  2a^ 

2«o 

0 

2a, 

2ai 

«2 

0 

2ao 

—  2a, 

—  2a2 

nicht  sämtlich  identisch  Null  sind.  Ihr  Nullsetzen  liefert  den  in- 
varianten Kegel  zweiten  Grades 

a,a,  -  a,^  =  0 

als  singuläres  Gebilde,  Alle  zweireihigen  Determinanten  verschwinden 
nur  für  den  Anfangspunkt,  dessen  Invarianz  bekannt  ist.  Zwei  quadra- 
tische Formen  also,  die  nicht  durch  Punkte  jenes  Kegels  dargestellt 
werden,  sind  stets  in  einander  überführbar.  Zwei  solche,  die  durch 
Punkte  des  Kegels  dargestellt  werden,  ebenfalls.     Letztere  sind  wegen 

^0^2  —  «1^  =  0  die  rein  quadratischen  Formen  (^a^x  -{-ya^y)^.     Bei 

46* 


724  Kapitel  23,  §  1. 

allen  oo*  linearen  homogenen  Transformationen  nimmt  eine  allgemeine 
quadratische  Form  nur  oo^  Werte  an.  Sie  gestattet  daher  eine  infini- 
tesimale lineare  homogene  Transformation.  Dies  ist  übrigens  auch 
anders  leicht  einzusehen.  Die  rein  quadratischen  Formen  gestatten 
zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen. 

Es  kommen,  wie  sich  zeigte,  nur  solche  kleinste  invariante  Mannig- 
faltigkeiten in  betracht,  die  aus  Strahlen  durch  den  Anfangspunkt  be- 
stehen, also  durch  homogene  Gleichungen  zwischen  a^,  a^,  a^  dar- 
gestellt werden.  Diese  aber  sind  durch  ihren  Schnitt  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene  völlig  definiert. 

In  der  unendlich  fernen  Ebene  sind  a^,  %,  Og  als  homogene  Coor- 
dinaten  des  Punktes  aufzufassen,  in  dem  der  Strahl  vom  Anfangspunkt 
zum  Punkt  (üq,  a^,  a^)  des  B^  diese  Ebene  trifft.  Statt  also  im  Räume 
JR^  die  kleinsten  invarianten  Mannigfaltigkeiten  zu  suchen,  können  wir 
uns  darauf  beschränken,  sie  in  der  Ebene  mit  den  homogenen  Coor- 
dinaten  a^,  a^,  a^  aufzusuchen.  Durch  einen  Punkt  dieser  Ebene 
werden  dann  die  Form  q)  sowie  alle  Formen  Xcp  dargestellt,  in  denen 
X  ein  von  x,  y  unabhängiger  beliebiger  Factor  ist.  Die  Ersetzung  des 
1^3  durch  die  Ebene  kommt  also  darauf  hinaus,  dass  man  Formen,  die 
sich  nur  um  einen  Zahlenfactor  unterscheiden,  als  dieselben  auffasst, 
sodass  nur  noch  die  Verhältnisse  der  Parameter  «q,  a^,  %  iii  betracht 
kommen.  Nebenbei  bemerken  wir,  dass  wir  der  hier  betrachteten 
Gruppe  schon  öfters  begegnet  sind. 

Die  vorstehenden  Auseinandersetzungen  gelten  nun  auch  für 
Formen  beliebigen  Grades: 

(p  =  «0^'*  +  (r)  «^1^"  ~^y-\ — h  «»r  • 

Die  Gruppe  der  Parameter  a^,  «^ . .  a„  enthält  alle  Transformationen, 
die  den  Punkt  («q,  «!..«„)  im  B„+i  mit  den  gewöhnlichen  Coordinateu 
üq,  a^..an  längs  seines  Radiusvectors  fortführen.  Denn  bei  der  Trans- 
formation 

x  =  Xx,     y  =  ly 

geht  (p  in  k~"  ■  (p  über,  sodass 

Invariante  wird.     Deshalb  werden  auch  hier  die  Invarianten  homogen  von  nullter 
faitigkoit  Ordnung  sein,  die  Tdeinsten  invarianten  Mannigfaltigkeiten  aus  Strahlen 
strahlen,  durch  den  Anfangspunkt  bestehen  und  durch  den  Schnitt  mit  dem  un- 
endlich fernen  Räume  JR„  von  n  Dimensionen  bestimmt    Im  JR»  spielen 
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«Q,  «!..«„  die  Rolle  von  homogenen  Coordinaten.  Wir  beeinträchtigen 
mithin  die  Allgemeinheit  nicht,  wenn  ivir  nur  die  Verhältnisse  der  Fara- 
nieter  a^,  a^.  .an  als  wesentlich  auffassen. 

Es    deckt    sich    das  Äquivalenzproblem    mit    dem    folgenden:    Es-'^i"^^^^*"^ 
wird  gefragt,  ob  die  Gleichung  in  x,  y  Gieicbgn. 

(p  =  aox^  +  [fja,x»-'y  H f-  «„«/»  =  0 

durch  eine  lineare  homogene  Transformation  (1)  in  die  Gleichung  in  x,  y 

(p'  =  «oV«  +  (i)a.V"-i^'H h  «„'«/'«  =  0 

überführbar  ist."  Da  nämlich  cp  vermöge  der  fraglichen  Transforma- 
tion wieder  in  eine  binäre  Form  n^^^  Grades  übergeht,  so  sind  die 
beiden  Gleichungen  nur  dann  äquivalent,  wenn  die  beiden  Formen  (p 
und  q)    mit  einander  äquivalent  sind. 

Wir  wollen  einmal  die  Invarianten  der  Gruppe  der  Parameter  ins  ^^*'^?°'*!« 

rr  Invananto. 

Auge  fassen,  die  rational  sind.  Jede  solche  wird  sich  als  ein  Quotient 
aus  zwei  ganzen  Functionen  darstellen,  die  vom  selben  Grade  homo- 
gen sind: 

Da  die  Gruppe  der  Parameter  linear  und  homogen  ist,  so  bleibt  J  bei 
einer  Transformation  S  derselben  in  der  Weise  invariant,  dass  TJ  wie 
auch  V  sich  mit  einem  von  den  Parametern  «q,  a^. .  a^  unabhängigen 
Factor  q  reproduciert: 

Der  Factor  q  hängt  nur  von  a^,  /3j,  a^,  ß2,  den  Parametern  der 
Gruppe  (1),  ab.  Da  diese  in  den  Gleichungen  der  Gruppe  der  Para- 
meter, also  in  den  Ausdrücken  für  a^',  a^'. .  a„'  als  Factoren  in  Form 
von  Brüchen  mit  den  Nennern  z/"  auftreten,  deren  Zähler  vom  n^^^ 
Grade  in  a^,  /Sj,  a^j  ßs  sind,  so  erkennt  man,  dass,  wenn  U  vom 
m*^^  Grade  in  a^,  a^.  .  an  ist,  q  eine  rationale  homogene  Function  vom 
_^,^ten  Grade  in  a^,  ß^,  cc^,  /Sg  ^^^  dem  Nenner  z/""»  ist. 

Es  giebt  nun  oo^  lineare  homogene  Transformationen,   bei  denen 

P(«l,   ßi,   «2;  ^2)=  1 

ist.  Sie  bilden  eine  Untergruppe,  da  sie  sämtlich  U  invariant  lassen. 
Diese  Gruppe  hat  offenbar  paarweis  inverse,  die  identische  und  infinite- 
simale Transformationen.    Sie  enthält  aber  nicht  alle  Transformationen 

x==Xx,    y'=Uj, 

denn  bei  allen  diesen  kann  q  nicht  gleich  Eins  bleiben,  da  hier 
«1  ==  A,   /3i  =  0,    «^  =  0,    ß<i  =  l  ist.     Nach    Theorem  16,    §  4    des 
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lin^'homo   ^'  ^^V'f    is*   ^^^   Untergruppe   mithin    die    specielle    lineare   homogene 
Gruppe.   Qruppe.     Sie  ist  durch  die  Forderung: 

definiert,  sodass  also  q  eine  Function  von  J  allein  und  ojffenbar  von 
der  Form 

—  nm 

ist. 

Die  rationalen  Invarianten  J  der  Gruppe  der  Parameter  a^,  %..«„, 
die  sich  ergehen,  wenn  wir  die  Veränderlichen  x,  y  der  allgemeinen 
linearen  homogenen  Gruppe  (1)  unterwerfen,  sind  mithin  Quotienten 

von  gangen  Invarianten  U,  V  der  Gruppe  der  Parameter  a^,  a^.  .a„,  die 
sich  ergehen,  wenn  wir  die  Veränderlichen  x,  y  nur  der  speci eilen  linearen 
homogenen  Gruppe  unterwerfen. 

Das  Ergebnis  ist  auch  umkehrbar.  Nämlich  jede  Invariante  J 
der  Gruppe  der  Parameter  bleibt  insbesondere  auch  bei  den  Transfor- 
mationen dieser  Gruppe  invariant,  die  zur  speciellen  linearen  homo- 
genen Gruppe  in  X,  y  gehören  und  natürlich  für  sich  eine  Unter- 
gruppe bilden,  ist  also  eine  Function  aller  Invarianten  dieser  Unter- 
gruppe der  Gruppe  der  Parameter.  Soll  sie  bei  der  ganzen  Gruppe 
der  Parameter  invariant  sein,  so  muss  sie  bei  der  ungeändert  bleiben, 
die  zu  xp  -\-  yq  gehört  und  bis  auf  einen  Zahlenfactor  die  Form 

df    ,         d£,  .  df_ 

hat,  d.  h.  sie  muss  von  nullter  Ordnung  homogen  in  a^,  a^.  .an  sein. 

Bezeichnen   wir  die  Untergruppe  der  Gruppe  der  Parameter,   die 

zur  speciellen  linearen  homogenen   Gruppe    in   x,   y   gehört,    als    die 

Specielle  spccielle  Gruppc  der  Parameter,  so  sehen  wir  also:  Die  Invarianten  der 

Gruppe  der  ~5 

'p&i&metei  allgemeinen  Gruppe  der  Parameter  sind  identisch   mit  den   von  nullter 

Ordnung  homogenen  Invarianten  der  speciellen  Gruppe  der  Parameter. 

Invarianten  Da  die  Invarianten  der  speciellen  Gruppe  der  Parameter  an  sich 

speciellen  Intercssc  haben,  werden  wir  künftig  von  der  speciellen  linearen  homo- 
Gruppe. '  ö  z- 

genen  Gruppe: 

ausgehen.  Wir  sind  dann  sicher,  auch  die  für  das  Aquivalenzproblem 
bei  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe  in  betracht  kommen- 
den Invarianten  zu  finden. 
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Wir  bemerken  dabei  noch,  dass  sich  nach  Satz  13,  §  6  des 
20.  Kap.,  soviele  von  einander  unabhängige  Invarianten,  als  es  über- 
haupt giebt,  stets  homogen  wählen  lassen.  Die  Invarianten  der  spe- 
ciellen  Gruppe  der  Parameter  sind  diejenigen  Functionen,  die  von  den 
Vertretern  der  Theorie  der  binären  Formen  als  Invarianten  bezeichnet 
werden.  Die  von  nullter  Ordnung  homogenen  heissen  bei  ihnen  ab- 
solute Invarianten.  Vom  allgemeinen  Standpunkt  der  Gruppentheorie 
aus  sind  letztere  die  Invarianten  gegenüber  der  allgemeinen  Gruppe 
der  Parameter. 

Handelt    es    sich    um    die    Äquivalenz    einer   Reihe    von    Formen  ■^i"i^»^®''^ 

■^  \onFormeu- 

(p,  -^  .  .  .  mit  anderen  fp ,  ^'. . .,  so  werden  wir  die  Reihe  (p,  ip  . .  .  reihen. 
auch  schon  dann  mit  der  Reihe  q)',  ^/. .  ,  äquivalent  nennen,  wenn 
eine  lineare  homogene  Transformation  existiert,  die  g?,  ^...  in  A^?',  ft^'. .. 
überführt,  da  wir  festgesetzt  haben,  dass  nur  die  Verhältnisse  der 
Coefficienten  a^,  %  .  .  a„,  &„,  h^. .  hm,  •  .  •  jeder  einzelnen  Form  in  be- 
tracht  kommen  sollen.  Um  dies  Äquivalenzproblem  zu  behandeln, 
haben  wir  a^,  a^..««  unter  sich  homogen,  ebenso  b^,  bi..hm  unter 
sich  homogen  u.  s.  w.  anzunehmen,  also  die  speciellen  Gruppen  der 
Parameter  a^,  a^. .  a»,  ferner  h^,  h^. .  &,„  u.  s.  w.  zu  einer  einzigen 
Gruppe  zusammenzufassen,  deren  infinitesimale  Transformationen  also 
die  Summen  der  entsprechenden  infinitesimalen  Transformationen  der 
einzelnen  speciellen  Gruppen  der  Parameter  sind,  und  hinzuzufügen: 
df    .         df    .  ,  df 

u.  s.  w.  Die  Formenreihen  sind  äquivalent,  wenn  die  Wertsysteme 
(«0  :%:..:  a„,  hQ:\:  .  .:hm,  •  •  .)  in  die  Wertsysteme  (üq  :  a/ : .  . :  a^^ 
&o'  :&/:..:  hm,  •  •  •)  vermöge  der  so  gebildeten  Gruppe  überführbar 
sind.     Wir  werden  dies  nachher  an  einigen  Beispielen  erläutern. 

§  2.     "Weitere  Ausführungen  und  Beispiele. 

Ehe  wir  zu  den  Beispielen  übergehen,   wollen  wir  noch   die  me^Mit  Formen 

^  o  7  invariant 

einer  binären  Form  invariant  verknüpften  Functionen  besprechen.  Fun^c^fo'neu 

Liegt  nämlich  eine  Form 

(p  =  «0^«  +  (fj^iX^'-^y  -\ h  ttny^ 

vor,  so  kann  man  sich  nach  Functionen  fragen,  die  erstens  von  ihr 
abhängig  sind,  d.  h.  also,  welche  die  Form 
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haben,  und  die  zweitens  mit  (p  bei  der  speciellen  linearen  homogenen 
Gruppe  in  x,  y  invariant  verknüpft  sind.  Wenn,  um  dies  deutlicher 
auszudrücken,  q)  bei  einer  speciellen  linearen  homogenen  Transforma- 
tion von  X,  y  in 

q)'=a^x-  +  {^^a;x^-^y  -\ f-  «„'y'« 

übergeht,  so  soll  gleichzeitig  F  in 

F'  =  F{x',  y,  ÜQ,  a/. .  a„') 

übergehen.  Natürlich  sind  diese  Functionen  F  von  besonderer  Be- 
deutung für  die  Theorie  der  binären  B^ormen.  Insbesondere  pflegt  man 
in  dieser  Theorie  solche  Functionen  F  zu  suchen,  die  wieder  binäre 
Formen  sind.  Man  nennt  sie  dort  Covarianten.  Wir  bemerken  aber, 
dass  sie  nichts  anderes  sind,  als  Invarianten.  Die  Functionen  F 
müssen  nämlich  invariaift  sein  gegenüber  der  Gruppe  in  den  n  -\-  ?t 
Veränderlichen  Xj  y,  a^,  a^..an,  die  dadurch  entsteht,  dass  man  zu 
den  speciellen  linearen  homogenen  Transformationen  von  x,  y  die  zu- 
gehörigen linearen  homogenen  Transformationen  von  a^,  % . .  a„  hinzu- 
fügt. Dass  die  so  entstehenden  Transformationen  auch  eine  drei- 
gliedrige Gruppe  erzeugen,  ist  begrifflich  klar  und  wurde  in  §  1  des 
10.  Kap.  in  Satz  2  ausgesprochen. 

Man  kann  offenbar  auch  die  mit  einer  Beihe  von  Formen  q),  ip  .  . . 
invariant  verknüpften  Functionen  aufsuchen.  Man  wird  alsdann  nach 
den  Invarianten  der  dreigliedrigen  Gruppe  fragen,  die  aus  der  spe- 
ciellen linearen  homogenen  Gruppe  in  x,  y  hervorgeht,  wenn  man  die 
Transformationen  der  Coefficienten  a^,  «!..«„,  ferner  Iq,  h^.  .tm  u.  s.  w. 
der  Formen  g),  ^  .  .  .  mitberücksichtigt. 

Alle  diese  allgemeinen  gruppentheoretischen  Überlegungen  sollen 
an  den  einfachsten  Beispielen,  an  quadratischen,  cubischen  und  bi- 
quadratischen Formen  erläutert  werden. 

Dabei  bemerken  wir,  dass  man  von  vornherein  gewisse  diese 
Formen  betreffende  Ergebnisse  ohne  Rechnung  angeben  kann,  indem 
man  die  Theorie  der  projectiven  Gruppen  der  Geraden  benutzt. 

Eine  Form  nämlich: 

tp  =  a^x^  +  (j)a,x'*-^y  -] f-  «„«/» 

stellt  gleich  Null  gesetzt  eine  Gleichung  n^^^  Grades   für  —  dar,  und 

wir  wissen,  dass  die  Äquivalenz  von  Formen  sich  mit  der  dieser  Glei- 
chungen deckt.    Wenn  wir  x,  y  als  homogene  Funktcoordinaten  auf  der 
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Geraden  deuten,  so  wird  die  Gleichung  q)  =  0  gerade  n  Wurzelpunkte 
auf  der  Geraden  haben.  Sind  diese  gegeben,  so  sind  auch  die  Ver- 
hältnisse von  «n  >  «I  . .  «n  bekannt.     In  dieser  Auffassung  ist  also  die  .  ^"'°* 

r»*®"^  Grades 

Form  n*^"  Grades  durch  n  Furikte  der  Geraden  dargestellt.    Die  specielle<iurch«Pkte. 

m  •  •  p  «T  p  T    *^^'  Geraden 

lineare  homogene  Gruppe  in  x,  y  ist  ferner  m  dieser  Auffassung  die  dargestellt. 
allgemeine  projective  Gruppe  der  Geraden  (vgl.  §  4  des  5.  Kap.). 
Zwei  Formen  w*®"^  Grades  sind  dann  und  nur  dann  vermöge  der  spe- 
ciellen  linearen  Gruppe  einander  äquivalent,  wenn  die  n  Wurzelpunkte 
der  einen  durch  projective  Transformation  der  Geraden  in  sich  in  die 
n  Wurzelpunkte  der  anderen  überführbar  sind.  Nach  Satz  1,  §  1  des 
5.  Kap.,  sind  daher  zwei  lineare  oder  zwei  quadratische  oder  zwei 
cubische  Formen  mit  getrennten  Wurzelpunkten  stets  mit  einander 
äquivalent.  Aus  Satz  5  ebendaselbst  folgt  ferner,  dass  nur  solche 
Formen,  die  höchstens  zwei  getrennte  Wurzelpunkte  besitzen,  infinite- 
simale specielle  lineare  homogene  Transformationen  in  sich  gestatten. 
Es  sind  dies  die  oben  als  sinqulär  bezeichneten  Formen.    Hierher  ge-  singulare 

.  .    .  .  Formen. 

hören  alle  linearen  und  quadratischen,  ferner  diejenigen  cubischen 
Formen,  die  einen  rein  quadratischen  Factor  enthalten: 

{Xx-^  liijf{QX-\-6y), 

ferner  diejenigen  biquadratischen,  die  entweder  zwei  rein  quadratische 
Factoren  haben:    • 

[Ix-]-  [iyf{QX  +  6yf 

oder  aber  einen  rein  cubischen  Factor  besitzen: 

{kx -{- nyf  {qx -]r  Gy) 

u.  s.  w.  Natürlich  gehören  hierher  auch  alle  Formen  ri^^^  Grades,  die 
w*®  Potenzen  linearer  Formen  sind,  also  {Xx-\-^yy,  (A:c  +  fty)*  u.  s.  w. 
Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Besprechung  der  einzelnen  Formen. 
Dabei  deuten  wir  a^,  % .  .  a„,  wie  im  vorigen  Paragraphen  auseinander- 
gesetzt wurde,  als  homogene  Furiktcoordinaten  eines  nur  n-fach  aus- 
gedehnten Raumes.  Dann  kommen  für  die  Äquivalenzfrage,  wie  gesagt, 
nur  die  in  a,, .  .  a„  von  nullter  Ordnung  homogenen  Invarianten  und 
überhaupt  die  homogenen  invarianten  Gleichungensysteme  in  betracht. 

1.  Beispiel:    Quadratische  Form.  Quadra- 

..  _  ^  tische  Form. 

Wir  haben  schon  das  Äquivalenzproblem  einer  quadratischen  Form 

tp  =  «0«^  +  ^a^xy  -f-  a^y^ 

besprochen.  Wir  recapitulieren  unsere  Ergebnisse  kurz  mit  den  durch 
die  Auffassung  von  Oq,  a^,  a^  als  homogenen  Parametern  gebotenen 
Abänderungen. 
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Hier  lautet  die  specielle  Gruppe  der  Parameter: 

df        o       ^f 

—  2a,^  +  2^2  ^ 

9       df  df 

^  (7ao  ^  da^ 

Nullsetzen  der  infinitesimalen  Transformationen  giebt  ein  nur  zwei- 
gliedriges vollständiges  System  mit  einer  Lösung,  der  Invariante*) 

Deuten  wir  a^,  a^,  a^  als  homogene  Punktcoordinaten  in  der  Ebene, 
so  giebt  diese  Invariante  nur  gleich  Null  gesetzt  eine  invariante  Curve, 
einen  Kegelschnitt.  Er  ist  der  Träger  der  rein  quadratischen  Formen. 
Zwei  allgemein  gewählte  quadratische  Formen  sind  einander  stets 
äquivalent.     Fügen  wir  zur  Gruppe  noch 

df    .         df    ,         df 
^o'da,  '^^^da^  '^^^da, 

hinzu  und  setzen  dann  alle  dreireihigen  Determinanten  der  Matrix 
gleich  Null,  so  ergiebt  sich  nichts  Neues.  Also  sind  zwei  quadratische 
Formen  nur  dann  nicht  allgemein,  wenn  D^  bei  ihnen  Null  ist.  Zwei 
solche  rein  quadratische  Formen  sind  stets  mit  einander  äquivalent. 
Dass  jede  quadratische  Form  eine  infinitesimale  specielle  lineare  homo- 
gene Transformation  zulässt,  wurde  schon  oben  bemerkt.  Insbesondere 
die  rein  quadratischen  Formen  gestatten  deren  zwei  von  einander  un- 
abhängige. Suchen  wir  die  mit  einer  quadratischen  Form  invariant 
verknüpften  Functionen,  so  haben  wir  die  Invarianten  der  Gruppe  in 


^2  zu  bestimmen: 

yp 

df        o       df 

—  a^-^ 2a.  ^ 

0  ca^            ^  da. 

o        df 

xp       yq       2a,  ^^^ 

+  2«^^ 

xq       2a,/ 

Nullsetzen  dieser  drei  infinitesimalen  Transformationen  giebt  ein  drei- 
gliedriges vollständiges  System  in  fünf  Veränderlichen  x,  y,  a,,  a,,  Oj, 
das  also  zwei  von  einander  unabhängige  Lösungen  besitzt.  Solche 
kennen  wir  aber  schon,  nämlich  die  Form  q)  selbst  und  die  Invariante 
D(p.  Mit  einer  quadratischen  Form  cp  ist  also  keine  andere  binäre  Form 

*)  Wir  wählen  die  Bezeichnungen  in  Einklang  mit  den  in  der  Theorie  der 
binären  Formen  gebräuchlichen. 
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Form   invariant    verknüpft   ausser   den  trivialen,    die  Functionen  von 
9?  sind. 

3.  Beispiel:   System  von  zwei  quadratischen  Formen  nadritische 

9     1     c\  19  Formen. 

(p  =  üqX^  +  2aj^xy  +  a^y^ 
t  =  hQa^  +  2hixy  -{-  h^y\ 

Hier  haben  wir  zur  Entscheidung  der  Aquivalenzfrage  die  Gruppe   zu 
betrachten : 


8f        9       df 
^0  da,        ^^1  da. 

-h    ^f       2h    ^f 
^0  db,       ^^1  a&. 

2  3aj 

2^0  ,Y. 

+  2&.  ,\[ 

1  gflo 

-''^di 

-h    ^f-- 

Die    infinitesimalen  Transformationen   stellen   gleich  Null   gesetzt  ein 

dreigliedriges    vollständiges    System    in    6  Veränderlichen   «o,   a^,  a^, 

\>   ^ij   ^2    d^^'     -^^    giebt   also    drei   von    einander   unabhängige  In- 
varianten.    Zwei  kennen  wir  schon,  nämlich 

Dy  =  2(aoa2  —  O»     -^i//  =  2(b^\  —  \^), 

während  eine  dritte  diese  ist: 

A(fnp  ^  ao&2  —  2aJ)i  +  «2^0* 

Homogen    von   nuUter  Ordnung    in    a^,  a,,  %   "^i^  ^0;  ^i>  ^2  i^^  ^^^ 
die  Invariante: 

In  Oq,  ai,  «2  wie  in  &o,  &,,  h^  homogene  invariante  Gleichungen  sind 
also  diese: 

Z)y  =  0,      D^  =  0,     J=Const., 

sowie  solche,  die  sich  durch  Nullsetzen  der  fünfreihigen  Determinanten 
der  Matrix  der  Gruppe  ergeben,  nachdem  zur  Gruppe 

df    ,         d£.         df 

hinzugefügt  worden   ist.     Aber    diese    fünfreihigen  Determinanten  lie- 
fern, wie  die  Ausrechnung  zeigt,  die  6  Relationen 

Dfp{h^Äcpyj  —  aoDyj)  =  0,  Dyj(aQAtpyj  —  h^B^)  =  0, 
Btf,{\A^xf)  —  a^B^p)  =  0,  B^{a^A(p-^  —  ^i-Dy)  =  0, 
B(p{h2Ä(pyj  —  a^By,)  =  0,     Bxpia^A^^  —  h^B^p)  =  0. 
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Wenn  also  eine  der  beiden  Grössen  D^,  D^  nicht  Null  ist,  so  müssen 
&o,  &i,  &2  proportional  «„,  «i,  «g  sein.  Aber  diesen  Fall  scliliessen  wir 
natürlich  aus.  Es  ergeben  sich  also  keine  neuen  invarianten  Glei- 
chungen. Nullsetzen  aller  vierreihigen  Determinanten  giebt,  wie  man 
leicht  sieht,  ebenfalls  kein  neues  invariantes  Gleichungensystem.  Die 
beiden  quadratischen  Formen  tp  und  ^  sind  durch  Punkte  der  Ebene 
mit  den  homogenen  Coordinaten  üq,  a^,  a^  bez.  &„,  \,  h^  dargestellt. 
J(pxlj  =■  Const.  stellt  eine  invariante  Zerleg*ing  der  Schar  aller  Punkt- 
paare dar.  Also  folgt:  Ein  allgemein  gewähltes  System  von  zwei 
quadratischen  Formen  ist  in  ein  anderes  solches  dann  und  nur  dann 
überführbar,  wenn  Jcp^j  bei  beiden  denselben  Zahlenwert  hat.  Geome- 
trisch ist  Jfp'tf)  leicht  zu  deuten.  Denn  die  Bildpunkte  von  (p  und  ^ 
werden  ja  durch  die  allgemeine  projective  Gruppe  des  Kegelschnittes 
D(p  =  0  unter  einander  transformiert.  Die  Bildpunkte  von  (p  und  ^ 
bestimmen  nun  eine  Gerade,  die  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten 
trifft.  Alle  vier  Punkte  besitzen  ein  augenscheinlich  invariantes 
Doppelverhältnis.  Es  muss  also  J^,^  eine  Function  des  Doppelverhält- 
nisses sein,  welches  die  Bildpunkte  von  (p  und  ^  und  die  Schnittpunkte 
ihrer  Geraden  mit  dem  Kegelschnitt  bestimmen.  Besonderer  Art  sind 
nur  die  Paare  von  Formen,  von  denen  eine,  etwa  <p,  rein  quadratisch  ist 
(D(p  =  0),  oder  die  alle  beide  rein  quadratisch  sind  (Z)y==0,  Drp  =  0). 
Ein  solches  Paar  ist  nur,  aber  auch  stets  in  ein  ebensolches  über- 
führbar. 

Die  mit  cp  und  f  invariant   verknüpften  Functionen   sind  die  In- 
varianten der  Gruppe  in  x,  y,  a^,  %,  a.^,  b^,  h^,  \: 

Nullsetzen  giebt  ein  dreigliedriges  vollständiges  System  mit  8  —  3  =  5 
unabhängigen  Lösungen.  Aber  wir  kennen  schon  fünf  solche,  nämlich 
(p,  ^,  D(p,  Dyj,  Äfpxf).  Jede  andere  ist  folglich  eine  Function  von 
diesen  fünfen.  Wir  wollen  dies  an  einem  Beispiel  illustrieren:  Die 
Formen  (p  und  ^  sind  durch  Punkte  der  Ebene  dargestellt,  die  der 
projectiven  Gruppe  des  Kegelschnittes  unterworfen  sind.  Bei  dieser 
Gruppe  ist  Pol  und  Polare  invariant  verknüpft.  Also  ist  mit  den 
beiden  Punkten  auch  der  Pol  ihrer  Geraden  invariant  verknüpft.  Er 
stellt  aber  wieder  eine  quadratische  Form  %•  dar.  Sie  ist  somit  in- 
variant   mit    (p    und    ^   verknüpft    und    folglich    eine    Function    von 
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(p,  if,  D(p,  Dyjf  A(pyj.  In  der  That  beweist  man,  worauf  wir  nicht 
eingehen,  dass 

das  Quadrat  einer  quadratischen  Form  ist,  die  eben  durch  den  Pol 
der  Geraden  dargestellt  wird,  welche  die  ßildpunkte  von  (p  und  ip 
verbindet.  • 

3.  Beispiel:    Cubisclie  Form  ^^^om^ 

(p  =  üqX^  -\-  da^x^y  +  Sa^xy^  +  a^y^ 

Hier  ist  die  specielle  Gruppe  der  Parameter,  wie  man  nach  bekannter 
Methode  leicht  findet,  diese: 


Sf        0      df        o       df 
^^da,         "^^^da,         "^^^da. 

~3ao5 

df    ,            df    ,    ^       df 

3a    ^^- 

9       df                df 
'"^^da,           ^^da. 

Nullsetzen  dieser  infinitesimalen  Transformationen  giebt  ein  drei- 
gliedriges vollständiges  System  mit  einer  Lösung: 

Deuten  wir  Oq,  a^,  a^,  a^  als  homogene  Punktco ordinaten  im  gewöhn- 
lichen Räume,  so  stellt  nur  i?^  =  0  eine  invariante  Fläche  in  diesem 
Räume  dar.  Denn  andere  invariante  Flächen  könnten  nur  solche  sein, 
welche  die  Determinante  der  Gruppe,  die  nach  Hinzufügung  von 

df    ,         df    .         df    .         df_ 
"o  da,  "T"  ^1  ä^  "T  ^2  aa,  "1"  ^3  go3      .  , 

hervorgeht,  zum  Verschwinden  bringen.  Dies  liefert  genau  JR^  =  0. 
Nullsetzen  aller  dreireihigen  ünterdeterminanten  dagegen  giebt  die 
invariante  Gurve 

Nullsetzen  aller  zweireihigen  Determinanten  liefert  nichts.  Die  in- 
variante Curve  ist  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung,  die  invariante 
Fläche  ist  von  vierter  Ordnung.  Wir  haben  hier  die  allgemeine  pro- 
jective  Gruppe  jener  Raumcurve  dritter  Ordnung  vor  uns  (vgl.  das 
Beispiel  §  3  und  §  4  des  16.  Kap.).  Bei  ihr  bleibt  die  Fläche  der 
Tangenten  der  Curve  in  Ruhe.  Mithin  ist  JB^  =  0  diese  Developpabele 
der  Curve.  Zwei  cubische  Formen,  deren  Bildpunkte  weder  auf  der 
Curve,  noch  auf  der  Fläche  liegen,  sind  stets  mit  einander  äquivalent. 
Da  die  Punkte  der  Developpabelen  bei  der  Gruppe  zwei  von  einander 
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unabhängige  Fortschreitungsrichtungen  erfahren,  so  sind  sie  alle  mit 
einander  äquivalent.  Sie  stellen  somit  oo^  cubisehe  Formen  dar,  die 
unter  sich  äquivalent  sind.  Ebenso  geben  die  Punkte  der  Curve  c»^ 
cubisehe  Formen,  die  nur  unter  sich  äquivalent  sind.  Die  besondere 
Art  dieser  Formen  liegt  auf  der  Hand:  Die  ersteren  sind  die  cx)^ 
cubischen  Formen  mit  rein  quadratischem  Factor: 

die  letzteren  die  oo^  rein  cubischen  Formen: 

{Xx-\-  iiyf. 

Beides  sind  singulare  Formen,  die  ersteren  gestatten  eine,  die  letzteren 
zwei  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der 
speciellen  linearen  homogenen  Gruppe.  Wir  sehen  auch :  H  =  0  ist 
die  Bedingung  dafür,  dass  die  cubisehe  Gleichung  (p  =  0  eine  Doppel- 

DiB-     Wurzel  —    hat.      Daher    heisst    jR    die    Discriminante    der    cubischen 

criminante.  X 

Form  (p. 

Um  die  mit  einer  cubischen  Form  invariant  verknüpften  Functionen 
zu  finden,  bilden  wir  die  dreigliedrige  Gruppe  in  ic,  y,  üq,  a^,  a2,  a^: 

Q       ^Z"  df    .  df    ,    ^       df 

^       df        ^       df  df_ 

Nullsetzen  liefert  ein  dreigliedriges  vollständiges  System  mit  6  —  3  =  3 
von  einander  unabhängigen  Lösungen.  Eine  ist  gj,  eine  zweite  M, 
eine  dritte  folgende: 

J^  ^  2{(aoa2  —  «/)^^  +  K«3  —  «i«2)^y  +  («i«3  —  02/^}- 

Mit  jeder  cubischen  Form  ist  also  diese  binäre  Form  /d,p  invariant  ver- 
Hease'sche  knüpft.     Man  nennt  sie  die  Hesse^sche  Form.     Hieran  knüpfen  wir  die 

Form.  ^  '■ 

Bemerkung:  Eine  cubisehe  Form  q)  mit  der  Hesse'schen  Form  ^(p^O 
.  kann  durch  die  specielle  Gruppe  der  Parameter  nur  in  eine  solche 
cubisehe  Form  cp'  übergeführt  werden,  deren  Hesse'sche  Form  ^^'  durch 
diese  Gruppe  aus  z/,,  hervorgeht,  d.  h.  deren  ^,p'  ebenfalls  identisch  Null 
ist.  Alle  cubischen  Formen  also,  deren  Hesse'sche  Form  identisch  ver- 
schwindet, bilden  für  sich  eine  invariante  Schar.  Aber  z/^  =  0  stellt 
drei  Bedingungsgleichungen  zwischen  a^,  üy,  a^,  a^  dar,  von  denen 
zwei  von  einander  unabhängig  sind.  Mithin  haben  wir  hier  eine  in- 
variante Schar  von  oo^  cubischen  Formen  vor  uns,  die  mit  der  einzigen 
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derartigen  Schar,  die  wir  oben  fanden,  übereinstimmen  .muss.  Daher: 
Das  identische  Verschwinden  von  z/^  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  cp 
ein  reiner  Cabus  ist. 


4.  Beispiel:   Biquadratische  Form 

(p  =  a^x''  +  4:a,x^y  +  6a^x^y^  +  ia^xy^  +  a^y^ 
Die  dreigliedrige  Gruppe  der  Parameter  ist  hier  diese: 


Biquadra- 
tische Form. 


(5) 


za.  ^ dßg  ö 4o5q  ^ 


Die  Invarianten  der  Gruppe  erfüllen  ein  dreigliedriges  vollständiges 
System  in  fünf  Veränderlichen.  Es  giebt  also  zwei  von  einander  un- 
abhängige : 

i  ^  ^(ßoCii  —  ^a^^a^  -f-  ^a^), 

j  ^  6 («002 ^4  —  ötoög^  —  «i^ö^  —  «2^  +  2aia2%)> 

deren  letztere  sich  auch  so  schreiben  lässt: 


j  =  Q 


<»A 


a,     «o 


Als  von  nullter  Ordnung  homogene  Invariante  geht  daher  die  Function 


hervor.     In  dem  Räume  B^  von  vier  Dimensionen  mit  den  homogenen 
Punktcoordinaten  öq  .  . 
ten  Mannigfaltigkeiten 


Punktcoordinaten  öq  .  .  a^  bleiben  demnach  die  cx)^  dreifach  ausgedehn- 


0 

-7ö  ==  Const. 
einzeln  invariant.     Fügen  wir  zur  Gruppe  noch 


df 


df 


df 


hinzu  und  setzen  wir  dann  die  vierreihigen  Determinanten  ihrer  Matrix 
gleich  Null,  so  ergiebt  sich  ein  invariantes  Gleichungensystem.  Es 
hat,  wenn  die  obigen  Bezeichnungen  i,  j  sowie  die  folgenden  später 
wieder  auftretenden  Abkürzungen 
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Öq  =  2(aoa2  —  aj^),     d^  =  2{a^a^  —  a^^), 

3^2  =  «0^4  +  2aia3  —  3*22^ 
benutzt  werden,  die  Form: 

(6)  d,i-akj  =  0     (Ä;  =  0,  1,  2,  3,  4). 

Entweder  ist  also 

(6')  *=i  =  0 

oder 
(6") 


^- 

-!l- 

_!^- 

^3 

^4 

J 

«n 

«1 

«« 

a„ 

a. 

t 

Die  Gleichungen  (6')  definieren  eine  invariante  zweifach  aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit.  Dasselbe  thun  die  Gleichungen  (6"),  wenn 
i  und  j  nicht  beide  Null  sind,  denn  die  fünf  Gleichungen  (6")  redu- 
cieren  sich  auf  nur  zwei  von  einander  unabhängige,  wie  man  leicht 
einsieht.  Wir  haben  also  zwei  verschiedene  invariante  Mannigfaltig- 
keiten von  zwei  Dimensionen  erhalten.  Dass  sie  wirklich  verschieden 
sind,  erkennt  man  z.  B.  daraus,  dass  der  Bildpunkt  der  Form  x^y^ 
zwar  auf  der  einen  (6"),  nicht  aber  auf  der  anderen  (6')  liegt,  während 
umgekehrt  für  die  Form  x^y  zwar  (6')  erfüllt  ist,  aber  die  d*  den  a* 
nicht  proportional  sind. 

Nullsetzen  aller  dreireihigen  Determinanten  giebt 

(7)  8^  =  8,  =  d,  =  8,  =  d,  =  0. 

Von  diesen  Gleichungen  sind  nur  drei  von  einander  unabhängig.  Sie 
stellen  also  eine  invariante  Curve  dar  und  zwar  eine  Curve  vierter 
Ordnung  im  JB^.  Nullsetzen  aller  zweireihigen  Determinanten  liefert 
nichts.     Wir  finden  also: 

Zwei    allgemein    gewählte    biquadratische  Formen    sind    einander 

äquivalent,   sobald  bei  beiden  "^  denselben  Wert  hat. 

Besondere  Formen  sind  nur  die  singulären,  die  entweder  durch 
die  Punkte  der  Mannigfaltigkeit  (6')  oder  die  der  Mannigfaltigkeit  (6") 
oder  die  der  Curve  (7)  dargestellt  werden.  Solche,  die  den  beiden 
ersteren  Arten  angehören,  gestatten  eine,  solche  der  letzten  Art  zwei 
infinitesimale  specielle  lineare  homogene  Transformationen  in  sich. 
Nach  den  diesen  Beispielen  vorausgeschickten  Bemerkungen  sind  diese 
singulären  Formen  die  von  den  Gestalten: 

{Ix  +  iiyf  {qx  -{-  0y),     {Ix  +  tiyf  {qx  +  öyf, 
{Xx  -f  [lyy. 
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Die  der  ersten  Gestalt  werden  durch  die  Punkte  der  Mannigfaltigkeit 
(6')  dargestellt,  da  z.  B.  x^y  einen  Bildpunkt  auf  (6')  hat.  Die  der 
zweiten  Art,  zu  denen  z.  B.  x^y^  gehört,  erfüllen  (6"),  die  der  letzten 
Art  notwendig  (7). 

Die  Bedingung  dafür,  dass  die  biquadratische  Gleichung  9  =  0 

eine  dreifache  Wurzel  —  habe,   ist  mithin  i=y  =  0,    die  Bedingung 

dafür,  dass  sie  zwei  Doppelwurzeln  habe,  ist,  dass  die  8  den  a  pro- 
portional werden,  die  Bedingungen  dafür,  dass  sie  eine  vierfache 
Wurzel  besitze,  wird  durch  die  Gleichungen  (7),  unter  denen  drei  von 
einander  unabhängige  sind,  ausgedrückt. 

Man  vermisst  hierbei  den   Fall,    dass    gj  =  0    eine   Doppelwurzel 
habe.     Das  liegt  darin,  dass  die  Formen 

{Ix  +  \iyY  {qx  +  6y)  {ax  +  ^y) 

heine  singulären  sind.  Da  es  deren  00^  giebt  und  da  sie  nur  wieder 
mit  solchen  äquivalent  sein  können,   so   erfüllen   ihre  Bildpunkte  eine 

invariante  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  "^  =  Const.    Um  den 

Wert  der  Constanten  zu  finden,  brauchen  wir  i  und  j  nur  für  eine 
solche  Form,  etwa  für  x^y(x  -\-  y),  zu  berechnen.     Wir  finden: 

t»  6 

oder: 

Dies  ist  also  die  Bedingung  dafür,  dass  g?  =  0  eine  Doppelwurzel  hat. 
Deshalb  heisst  R  die  Discriminante  von  od.     Die   Curve   (7)   der   rein    .  '^}^-  , 
biquadratischen  Formen  kann  in  Parameterdarstellung  so   geschrieben 
werden : 

ÜQ  =  f^,     a^  =  t^t,     «2  =  ^^^^j     %  =  ^^^>     ^4  =  ''^*- 

Ihre  Tangenten  erzeugen  natürlich  eine  invariante  Mannigfaltigkeit. 
Es  ist  dies  die  der  Formen  mit  rein  cubischem  Factor 

(lx+  fiyfiQX  +  ay), 

d.  h.  die  Mannigfaltigkeit  (6').  Denn  zwei  benachbarte  Punkte  der 
Curve  (7)  stellen  zwei  Formen 

(Ix  +  (lyf,     ((A  +dX)x  +  (ft  +  dii)yY 

dar.  Jede  Form  auf  der  durch  beide  Punkte  bestimmten  Tangente 
ist    additiv    aus    diesen    beiden    gebildet,    besitzt    also     den    Factor 

{Xx  +  (lyf. 

Lie,  Continuierliohe  Ornppen.  47 


Hesse'sclie 
Form. 
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Wollen  wir  schliesslich  die  mit  der  biquadratischen  Form  q)  in- 
variant verknüpften  Functionen  finden,  so  haben  wir  die  Invarianten 
der  dreigliedrigen  Gruppe  in  x,  y,  üq,  a^,  a^,  «g,  a^  zu  suchen,  die 
entsteht,  wenn  wir  die  infinitesimalen  Transformationen  (5)  zu  denen 
der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe 

yp     xp  —  yq     xq 

addieren.  Nullsetzen  der  infinitesimalen  Transformationen  giebt  ein 
dreigliedriges  vollständiges  System  in  sieben  Veränderlichen,  sodass 
vier  von  einander  unabhängige  Invarianten  vorhanden  sind.  Drei  sind 
uns  schon  bekannt,  nämlich  die  Form  q)  selbst,  sowie  die  früheren 
Invarianten  i  und  j.     Eine  vierte  ergiebt  sich  in  dieser  Gestalt: 

J  =  d,x'  +  ^d.x'y  +  6d,xY  +  4d,xy'  +  d.y', 

in  der  Öq,  d^..d^  die  oben  eingeführten  Grössen  bedeuten.  Es  ist 
diese  mit  der  biquadratischen  Form  9p  invariant  verbundene  ebenfalls 
biquadratische  Form  die  sogenannte  Hesse' sehe  Form  von  qp.  Alle  bi- 
quadratischen Formen  q),  deren  Hesse'sche  Form  identisch  Null  ist, 
bilden  für  sich  eine  invariante  Schar.  Nach  (7)  sind  dies  die  rein 
biquadratischen  Formen.  Ferner  lehrt  (6"),  dass  man  die  Formen  cp, 
die  das  Quadrat  quadratischer  Formen  sind,  auch  dadurch  definiereil 
kann,  dass  für  sie  qp  :  z/  eine  von  x,  y  freie  Grösse  ist. 

Wir  bemerkten  schon,  dass  die  in  der  Theorie  der  binären  Formen 
auftretenden  Invarianten  aus  vollständigen  Systemen  gefunden  werden, 
deren  Coefficienten  linear  und  homogen  in  den  Variabein  und  Para- 
metern sind,  und  dass  sie  sich  daher  stets  bestimmen  lassen.  Es  folgt 
dies  andererseits  auch  daraus,  dass  uns  die  endlichen  Gleichungen  der 
betreffenden  Gruppen'  bekannt  sind.  In  der  Theorie  der  Formen 
Symbolik,  beuutzt  man  nun  eine  besondere  Symbolik,  um  die  Invarianten  zu  be- 
rechnen. Die  Möglichkeit  dieser  allerdings  auf  das  Specialgebiet  be- 
schränkten Symbolik  hat  den  folgenden  Grund: 

Liegt  etwa  eine  Form  w*®°  Grades 

(p  =  a^x!^  +  (i)aii»«-^t/  -I f-  ttn^* 

vor,  so  deuten  wir  sie  als  Punkt  eines  Raumes  jB„  von  n  Dimensionen 
mit  den  homogenen  Coordinaten  üq,  a^..  an.  Die  Punkte  dieses  Raumes 
werden  dann  durch  die  lineare  homogene  Gruppe  dieser  Parameter 
ÜQ,  ajL..a„  unter  einander  transformiert.  Insbesondere  werden  alle 
00^  Formen,  die  w*"  Potenzen  von  linearen  Formen  sind: 

(kx  +  iiyY, 
durch  die  Punkte 


DifiFerentialparameter  in  der  Invariantentheorie  der  binären  Formen.      739 

«0  =  A",     «1  =  ^"— ^^,     . .  .  a„  =  ft" 

einer  Curve  w*®'  Ordnung  dargestellt,  die  in  keiner  nur  (n — l)facli 
ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltigkeit  liegt  und  augenscheinlich  bei 
der  Gruppe  invariant  ist.  Ihre  Punkte  werden  also  unter  sich  trans- 
formiert. Wenn  man  nun  nur  diese  Transformationen  der  Punkte  der 
Curve  kennt,  mit  anderen  Worten,  wenn  man  nur  die  Transforma- 
tionen der  linearen  Formen  Ix  +  f*^  kennt,  so  kennt  man  auch  die 
ganze  lineare  homogene  Gruppe  im  i2„.  Denn  jede  (n  —  l)fach  aus- 
gedehnte ebene  Mannigfaltigkeit  Mn—x  schneidet  die  Curve  in  n 
Punkten,  deren  Transformationen  bekannt  sind,  sodass  also  auch,  da 
die  Mn—i  durch  diese  n  Punkte  völlig  bestimmt  wird,  die  Transfor- 
mationen der  ebenen  Mn—i,  mithin  auch  die  aller  Punkte  des  i?„  be- 
kannt sind.  Rechnerisch  lässt  sich  die  Gruppe  der  Parameter  von  tp 
aus  der  Gruppe  der  Parameter  von  kx -\- ^y  so  ableiten:  Letztere 
Gruppe  bestimmt  A'  und  ft'  als  lineare  homogene  Functionen  von  X 
und  ft.     Also  werden  sich 

A'",     A'«-V'  ..•   f*'" 

linear  und  homogen  durch 

A",      A"-V    .../*" 

ausdrücken.  Setzen  wir  in  diesen  Ausdrücken  für  diese  beiden  Werte- 
reihen bez.: 


und: 


«0 ,     a^    . ..  ün 


«0  7       «1 


so  erhalten  wir  die  gesuchte  Gruppe  im  i?«. 

Dies  ist  in  der  Hauptsache  der  Grund  dafür,  dass  man  bei  der 
Berechnung  der  Invarianten  eine  solche  Symbolik  anwenden  darf,  bei 
der  die  Form  (p  durch  die  specielle  {Xx  -f-  f*y)"  ersetzt  wird. 


§  3.     Differentialparameter  in  der  Invariantentlieorie  der  binären 

Formen. 

Nur  kurz  sollen  jetzt  die  Differentialparameter  in  der  Invarianten- Differentiai- 

J-,  .  Parameter. 

theorie  der  binären  Formen  oder  also  die  Differentiationsprocesse  be- 
sprochen werden,  durch  die  man  aus  bekannten  Invarianten  neue 
findet. 

Angenommen,  es  sei  eine  Reihe  von  Formen  <p,'ip  . . .  gegeben. 
Es  handelt  sich  alsdann  um  die  Frage,  ob  es  einen  Ausdruck  Sl  giebt, 
der   eine    Function    der  Veränderlichen    x,    y    und    der    Coefficienten 

47* 
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ÜQ,  «1 .  .  .,  &o;  &i  •  •  •  der  Formen  sowie  einer  Anzahl  von  Functionen 
^,  W. . .  und  ihrer  Differentialquotienten  nach  x,  y,  üq,  a-^...,  Öq,  \... 
sein  soll  und  der  eine  mit  cp,  ?/?...  invariant  verknüpfte  Function 
darstellt,  sobald  ^,  W...  irgend  welche  mit  (p,  tp  .  . .  invariant  ver- 
knüpfte Functionen  bedeuten.  Existieren  solche  Ausdrücke  Sl,  die  wir 
Differential parameter  nennen,  so  fragt  es  sich,  wie  man  sie  methodisch 
sämtlich  bestimmen  kann. 

Es  giebt  eine  ausserordentlich  grosse  Anzahl  von  Differential- 
parametern. Zu  ihrer  Bestimmung  können  wir  ein  Verfahren  ein- 
schlagen analog  dem  im  letzten  Kapitel.  Wir  begnügen  uns  aber  damit, 
nur  einige  der  einfacheren  und  wichtigeren  unter  diesen  Differential- 
parametern abzuleiten. 

Es  möge  J  eine  mit  den  Formen  q),  ip  .  .  .  invariant  verknüpfte 
Function  sein.  Alsdann  erfahren  die  Differentialquotienten  von  J  ge- 
wisse Transformationen  bei  der  dreigliedrigen  Gruppe,  die  aus  der 
speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  in  a;,  ^  hervorgeht,  wenn  man 
Transformationen  der  Parameter  a^,  «j...,  h^,  b^...  der  Formen  cp,  rl)... 
incremente  mitbcrücksichtifft.     Um  insbesondere  die  Incremente  iener  Differential- 

derDiffquot.  ,  °  •' 

einer     Quotientcn  bei  den  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppe  zu 
berechnen,  gehen  wir  aus  von  der  Formel: 

dJ^  Jxdx  +  Jydy  -f  Ja^düQ  -\ [-  Jt^dh^^  -\ . 

Hierin  bedeutet  J  mit  angehängtem  Index  den  partiellen  Differential- 
quotienten von  J  nach  der  durch  den  Index  angegebenen  Grösse.  Er- 
fahren nun  bei  einer  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe 
X,  y,  «0  •  •  •»  \  ' '  •  d^^  Incremente  dx,  öy,  öUq  .  . .,  (J&q  . . .,  so  ergiebt 
sich,  da 

ddJEBdöJ=0 

ist,  weil  J  invariant,  also  dJ=0  ist,  die  Formel: 

0  =  dJxdx  -{-  8 Jydy    +  ^«^«o  ^«o  +  *  •  +  ^Ji>^   ^^o  +  * '  * 


CS") 

i     +  Jxddx  +    Jyddy  -f    Jaß8aQ-\-  •  •  -\-    Jf,ßd\  -f 

Diese  Relation  muss  für  alle  Werte  von  x,  y,  %  . . .,  &o  •  •  •  bestehen. 
Rechnet  man  die  Grössen^^da;,  ddy^  ddüQ  . .  .,  ddh^  .  . .  aus,  so  er- 
hält man  rechts  einen  in  dx,  dy,  da^  . .  .,  dh^  .  . .  linearen  und  homo- 
genen Ausdruck,  dessen  sämtliche  Coefficienten  also  Null  sein  müssen. 
Dies  liefert  die  Werte  von  dJ^.,  dJy,  dJa^...,  dJb^-'-.  Man  be- 
merkt, da  dx  und  dy  lineare  homogene  Functionen  von  x,  y  allein, 
ferner  da^  ..  ..solche  von  a^  . .  .  allein  u.  s.  w.  sind,  dass  dJ^,  dJy 
lineare  homogene  Functionen  von  Jx,  Jy  allein,  dJ„^ . . .  solche  von 
Jao  •  •  •  allein  u.  s.  w.  werden. 
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Wenn  z.  B. 

(9)  da,=^jy,jajdt      (Ä;  =  0,  1  ■  ■  ) 
wäre,  so  käme  sofort: 

(10)  öJa,  =  ~^yj,Jajdt      Qc  =  0,1.  .). 

Wir  wollen  nun  nach  den  Differentialparametern  Sl  fragen,  die 
von  X,  y,  «0  •  •  •>  ^0  •  •  •>  ^0°  einer  beliebigen  mit  qp,  ^  .  .  .  invariant 
verknüpften    Function   J.    sowie    deren    ersten   partiellen    Differential- ^^*^^'"^°"*i- 

'■  '  '-  Parameter 

quotienten  J^,  Jy,  Ja^  .  .  .,  Jö„  .  . .  abhängen.     Zu  verlangen  haben  wir,«"*^'  ^''^''■ 
dass  Sl  unter  der  Voraussetzung  dJ  =  0  bei  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Gruppe  invariant  bleibe.     Es  ist  aber 

Mithin  muss  iß  den  drei  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
genügen ,  die  durch  Nullsetzen  der  drei  um  die  Ineremente  von 
J,  Jx,  Jy,  Juo  '  •  -,  Jöo  ■  -  •  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen 
unserer  Gruppe  hervorgehen.  Diese  Bedingung  ist  auch  —  wie  man 
zeigen  könnte  —  hinreichend.  Man  kann  ferner  einsehen,  dass  diese 
drei  Differentialgleichungen  ein  dreigliedriges  vollständiges  System 
bilden.  Doch  gehen  wir  an  dieser  Stelle  auf  den  Nachweis  nicht  ein, 
der  sich  ganz  allgemein,  bei  beliebiger  Gruppe,  führen  lässt. 

Die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Differentialparameter 
erster  Ordnung  mit  nur  einer  Invariante  J  ist  hiernach  endlich  und 
lässt  sich  sofort  berechnen:  Wenn  die  Form  cp  vom  «j*^"^,  ^  vom 
Wg*®"  Grade  ist  u.  s.  w.  und  wenn  im  ganzen  m  Formen  q),  ^  .  .  .  vor- 
liegen, so  hat  das  vollständige  System 

2  +  (n,  -f  1)  +  (w,  +  1)  +  • .  +  (w.  +  1) 

+  3  +  (rt,  +  1)  +  (%  +  !)  +  ••  +  in>n  +  1), 
also 

5  +  2m  +  22Jni 

unabhängige  Veränderliche,  daher  giebt  es 

2  4-  2w  +  2Sni 

von  einander  unabhängige  Differentialparameter  erster  Ordnung  mit 
nur  einer  Invariante  J.  Von  diesen  ist  eine  grosse  Anzahl  frei  von 
Jx,  Jy,  Jao-  '  •,  J*o  •  •  ••  ^^^^  ^^^^^  "^^^  ihnen  freien,  die  wir  uneigent- 
liche Differentialparameter   nennen  können    und   die   mit  cp,  ip . . .  in- 
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variant  verknüpfte  Functionen  sind,  erfüllen  ein  dreigliedriges  voll- 
ständiges System  mit  nur 

3  -f  w  +  ZWf 

unabhängigen  Veränderlichen.     Ihre  Zahl  beträgt  somit 

m  -j-  Ufii. 

Also  ist  jeder  Differentialparameter  erster  Ordnung  mit  nur  einer 
Invariante  J  der  m  Formen  (p,  ^  . . .  eine  Function  von  (m  -\-  En^ 
mit  9,  ^  . . .  invariant  verknüpften  Functionen  und  {2  -{-  m  -\-  2Jn,) 
eigentlichen  Differentialparametern.  Letztere  Zahl  ist  gerade  so  gross 
wie  die  der  Veränderlichen  und  Parameter. 

Fassen  wir  den  Specialfall  ins  Auge,   dass  nur  zwei  Formen  n}^^ 
Grades  <p  und  ^  vorliegen: 

g)  =  üqX»  +  (i)«!^?"-'^  -\ f-  a„^, 

t  =  \x^  +  {fjhx—'y  -i h  hny\ 

Unter  den  Differentialparametern,  die  es  hier  giebt,   sind  es   nament- 
lich zwei,  die  in  der  Theorie  der  binären  Formen   eine  Rolle  gespielt 
Evectanten.  haben,  uämlich  die  sogenannten  JEvectanten : 

Ä{J)  =  JaX  -\-Ja,h-\ h  Jahny 

B(J)  ^  Jb^ÜQ  +  «76,«!   +  — h  Jb„Cin. 

Dass  sie  in  der  That  Differentialparameter  sind,  ist  leicht  einzusehen, 
denn  wenn  aQ..a„  die  Incremente  (9)  erfahren,  so  erfahren  h^.-hn  diese; 

8h  =^ykjhdt      (Ä  ==  0,  1  . .  n). 
Demnach  und  nach  (10)  wird  also: 


SÄ{J)  _ 

St         __ 

0 


7« 


—  yk 

0  0 


/  Vjk  Jaj  h  +   >    >■  Jat  Yki  h  . 


Dieser  Ausdruck  aber  ist  identisch  Null,  also 

dA{J)  =  0. 
Analog  ist 

dB{J)  =  0. 

Da  die  besondere  Form  der  Constanten  ykj  hier  keine  Rolle  ge- 
spielt hat,  so  sehen  wir:  Liegt  irgend  eine  lineare  homogene  Gruppe 
in  w  -{-  1  Veränderlichen  a^. .  On  vor  und  ist  J  eine  Invariante  zweier 
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Wertsysteme  (a^  . .  a„),  {\  . .  &„),  so  sind  Ä(J)  und  B(J)  Differential- 
parameter der  Gruppe. 

Bisher  haben  wir  nur  specielle  Fälle  von  Differentialparametern 
besprochen.  Wir  können  die  Betrachtungen  nach  mehreren  Rich- 
tungen hin  verallgemeinern. 

Zunächst  können  wir  Differentialparameter  suchen,  die  auch  von ^ifferentiai- 
den  höheren  Differentialquotienten  der  Invariante  J  abhängen.  Dabei  2.  ordn. 
haben  wir  unsere  Gruppe  zu  erweitern  durch  Hinzunahme  der  Trans- 
formationen, welche  die  höheren  Differentialquotienten  von  J  erfahren, 
um  die  Incremente  dieser  höheren  Differentialquotienten  bei  den  in- 
finitesimalen Transformationen  der  Gruppe  zu  bilden,  gehen  wir  von 
den  Formeln  aus: 

dJ^  ^  Jxo:  dx  +  J^y  dy  +  J^ao  d%-] , 

dJy    ^    J:,y     dx     -f     Jyy    dtf     +     Jya^    d Üq     -\ , 

dJa^^E  J^aßx  -f  Jyaßy  +  Ja^^dtt^  -\ , 


die  wir  variieren.     Die  erste  liefert  z.  B.: 

ddJx  ^  dJxxdx  +  öJxydy  +  ^Jxaßcto  +  •  •  •  + 
+  Jxxddx  -f-  Jxyddy  +  Jxaodda^  -\ . 

Da  uns  dJ^,  dx,  dy,  öüq  . . .  bekannt  sind,  so  erhalten  wir  hieraus, 
wenn  wir  alle  Differentiationen  ausgeführt  haben,  eine  in  dx,  dy,  da^ . . . 
lineare  homogene  Gleichung,  die  für  alle  Werte  von  dx,  dy,  da^  . .  . 
bestehen  muss.  Sie  liefern  daher  die  Werte  von  dj^x,  SJxy,  öJxa„"-. 
Entsprechend  berechnen  sich  die  Incremente  der  übrigen  zweiten 
Differentialquotienten.  Man  übersieht,  dass  sie  sich  linear  und  homo- 
gen durch  die  zweiten  Differentialquotienten  von  J  ausdrücken.  Die 
gesuchten  Differentialparameter  zweiter  Ordnung  sind  nun  die  In- 
varianten der  durch  Hinzunahme  der  Transformationen  der  ersten  und 
zweiten  Differentialquotienten  von  J  erweiterten  Gruppe.  Der  allge- 
meinste ist  demnach  eine  beliebige  Function  einer  leicht  zu  berech- 
nenden endlichen  Anzahl  von  Differentialparametern.  Sie  bestimmen 
sich  wieder  aus  einem  dreigliedrigen  vollständigen  System  von  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen,  deren  Coefficienten  linear  und  homo- 
gen in  x,  y,  «0  •  •  •>  \  • ' '}  ^  ^^^  ^^^  Differentialquotienten  von 
J  sind. 

Entsprechendes  gilt  von  den  höheren  Differentialparametern.  Ihre 
Berechnung  bietet  nur  algebraische  Schwierigkeiten.  Die  Anzahl  der 
von  einander  unabhängigen  ist  stets  endlich. 
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Wenn  wir  mit  ^„(J)  und  ^m{J)  Differentialparameter  w*®'  und 
^ter  Ordnung  bezeichnen,  so  ist  offenbar  ^ni-^mJ)  ein  Differential- 
parameter (w  +  w*)*"  Ordnung.  Man  erhält  also  eine  grosse  Anzahl 
höherer  Differentialparameter  durch  Differentiationsprocesse.  Ja,  man 
könnte  zeigen,  dass  von  einer  gewissen  Ordnung  an  alle  höheren  in 
dieser  Weise  gefunden  werden  können,  doch  wollen  wir  darauf  hier 
noch  nicht  eingehen.  Ein  analoges  Theorem  für  die  Differentialinvarian- 
ten gilt  bei  beliebigen  endlichen  continuierlichen  Gruppen,  worauf  wir 
im  nächsten  Paragraphen  zurückkommen. 
Differential-         MsLii  kanu  cndHch  Differentialparameter  suchen,  welche  die  Differen- 

parametcr  ^  ' 

^0°      tialquotienten  von  mehreren  Invarianten  J,  K .  . .  enthalten.     Man  hat 

mehreren  ^ 

iuvarianten.2Q  (Jem  Zwcck  dassclbe  Verfahren  wie  bisher  einzuschlagen.  Die 
Gruppe  wird  durch  Hinzunahme  der  Transformationen  von  J,  K... 
und  ihrer  Differentialquotienten  erweitert,  und  die  gesuchten  Differen- 
tialparameter sind  die  Invarianten  der  so  entstehenden  dreigliedrigen 
Gruppe.  Wieder  ist  die  allgemeinste  von  w*®'  Ordnung  eine  beliebige 
Function  einer  gewissen  endlichen  Anzahl  von  einander  unabhängiger. 
Zu  diesen  Differentialparametern  gehört  z.  B.  der  in  der  Theorie  der 
über-     binären  Formen  als  w*^  Uberschiehung  bezeichnete: 

Schiebung. 


deren  Invarianz  leicht  nachzuweisen  ist. 


Auf  die  Berechnung  der  Differential parameter  gehen  wir  nicht 
näher  ein.  Die  Betrachtungen  der  drei  letzten  Paragraphen  be- 
zwecken ja  nur,  einen  Überblick  über  die  leitenden  gruppentheore- 
tischen Gesichtspunkte  zu  geben,  nicht  aber  einen  Abriss  der  Theorie 
der  binären  Formen  zu  liefern.  Die  Probleme,  die  sich  stellen,  bieten, 
wie  wir  gezeigt  haben,  vom  gruppentheoretischen  Standpunkt  aus 
keine  Schwierigkeiten  dar.  Wohl  aber  können  bedeutende  algebraische 
Hindernisse  auftreten.  Um  diese  bequem  zu  überwinden,  hat  man 
von  der  dieser  speciellen  Theorie  eigentümlichen  symbolischen  Be- 
zeichnungsweise der  Formen  Gebrauch  zu  machen. 

Noch  sei  bemerkt;  Wir  betonten  überall,  dass  die  Anzahl  der 
von  einander  unabhängigen  Invarianten  endlich  ist,  dass  also  jede  In- 
variante durch  eine  endliche  Anzahl  von  Invarianten  ausdrückbar  ist. 
Wir  sagen  deshalb,  im  vorliegenden  Problem  besitze  die  betrachtete 
invariante  Schar  von  Mannigfaltigkeiten  gegenüber  der  linearen  homo- 
Endiiches  gcuen  Gruppc  ein  endliches  Formensystem. 
■ystem.  Dies  darf  nicht  mit  der  in  der  Theorie  der  binären  Formen   von 
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Gordan  und  anderen  gebrauchten  Bezeichnung  eines  endlichen  Formen- 
systems verwechselt  werden.  Dort  stellt  man  sich  vielmehr  das  alge- 
braische Problem,  alle  ganzen  rationalen  Invarianten  ganz  und  rational 
durch  eine  endliche  Anzahl  solcher  auszudrücken. 

Nur  ganz  kurz   deuten  wir   an,    wie    sich    gruppentheoretisch    die   In- 
variantentheorie der  ternären  Formen  darstellt. 

Verstehen    wir    unter    x,    y,    z    homogene    Punktcoordinaten,    unter   ^J®^^*^^ 
u,    u,   w    homogene    Liniencoordinaten    in    der    Ebene    mit    gemeinsamem 
Coordinatendreieck,  so  stellt  eine  ternäre  Form 

ikl 

gleich  Null  gesetzt  eine  Curve  w*®'  Ordnung  dar,   ferner  die  ternäre  Form 

1  ..m 

1p  ^^  AikiU^v'^w'      (i  -\-  Je  -\-  l  =  m) 

ikl 

gleich  Null  gesetzt  eine  Curve  w*®'  Classe  und  schliesslich  die  Form 

!••»  l..m  ■     \      1      \      1 

einen  Connex  {n,  m)  dar.  %  =  0  giebt  bei  festgehaltenen  rr,  ?/,  z  eine 
Curve  m**"  Classe,  bei  festgehaltenen  m,  v,  w  eine  Curve  w*®'  Ordnung. 
Diese  Gebilde  werden  unter  einander  transformiert,  sobald  man  auf 
die  Ebene  eine  projective  Transformation  ausübt.  Bei  dieser  werden 
X,  2/»  ^  linear  und  homogen  transformiert  und  zwar,  wie  wir  annehmen 
können,  durch  eine  Transformation  der  speciellen  linearen  und  homogenen 
Gruppe  in  ic,  ?/,  z.  Ferner  werden  nach  §  2  des  19.  Kap.  auch 
M,  V,  w  durch  die  hierzu  dualistische  lineare  homogene  Transformation 
unter  einander  vertauscht.     Geht  die  Form  i  dabei  etwa  über  in  diese: 

1  . .  n  1 .  .  in 
ikl      qat 

SO  werden  die  Parameter  31'  gewisse  Functionen  der  ursprünglichen  %  sein. 
Man  findet  sie,  indem  man  in  i  statt  x,  «/,  z,  u,  v,  w  ihre  Werte  in 
den  transformierten  Veränderlichen  einsetzt  und  darauf  %  mit  %  ver- 
gleicht. Die  31'  sind  offenbar  ebenfalls  lineare  homogene  Functionen  der  31. 
Sie  bestimmen  also  auch  eine  lineare  homogene  Transformation.  Alle  so 
sich  ergebenden  lineai'en  homogenen  Transformationen  bilden  wieder  eine 
Gruppe,  die  (specielle)  Gruppe  der  Parameter.  Zwei  Formen  %  und  %  sind  Gruppe 
äquivalent,  wenn  die  zugehörigen  Wertsysteme  (31)  und  (31')  der  Parameter  Parameter, 
vermöge  der  Gruppe  in  einander  überführbar  sind,  sonst  nicht.  Damit 
kommen  wir  wieder  zum  Problem  der  kleinsten  invarianten  Mannigfaltig- 
keiten bei  der  Gruppe  der  Parameter  im  Räume  der  Parameter  zurück, 
das  erledigt  ist. 
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Die  Formen  g>  und  i/;,  die,  gleich  Null  gesetzt,  Curven  w*®'  Ordnung 
bez.  m*®'  Classe  darstellen,  sind  Specialfälle  der  allgemeinen  Form  y^.  Für 
ihre  Parameter  A  bez.  A  gilt  also  auch  das  soeben  Gesagte.  Noch  ist  zu 
bemerken,  dass  bei  der  Äquivalenzfrage  wieder  nur  diejenigen  kleinsten 
invarianten  Mannigfaltigkeiten  in  betracht  kommen,  die  durch  homogene 
Gleichungen  in  den  Parametern  ausgedrückt  werden.  Von  den  Invarianten 
der  Gruppe  der  Parameter  spielen  also  nur  die  von  nullter  Ordnung  homo- 
genen eine  Rolle. 

Die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  der  Parameter  er- 
geben sich  durch  die  in  §  1  des  10.  Kap.  auseinandergesetzte  Methode  wie 
bei  den  binären  Formen. 

cubkche  Betrachten  wir  als  einziges  Beispiel  die  cuhische  ternäre  Form: 

^°'''=^-  1,  2,  3 

9  =  '^Amx'yh'     (i  +  Ä;  +  Z  =  3), 

ikl 

die,  gleich  Null  gesetzt,  eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnung  in  der  Ebene 
darstellt.  Die  cubische  Form  qp  hat  offenbar  insgesamt  zehn  Parameter 
"^300  j  -^030  •  •  -^111  •  -ß^^  ^^^  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe 
in  aj,  ^,  0,  die  8-gliedrig  ist,  werden  sie  einer  8-gliedrigen  Gruppe  von 
Transformationen  unterworfen.  Wäre  diese  Gruppe  nämlich  weniger  als 
achtgliedrig,  so  müsste  eine  allgemeine  ebene  Curve  dritter  Ordnung  wenig- 
stens eine  infinitesimale  projective  Transformation  zulassen,  was  bekanntlich 
nicht  der  Fall  ist.  Die  Gruppe  der  Parameter  besitzt  also  10  —  8  ==  2 
Invarianten,  darunter  eine  homogene  J",  d.  h.  eine,  die  auch  bei  der  in- 
finitesimalen linearen  Transformationen,  die  den  Am  ihnen  proportionale 
Incremente  erteilt,  nämlich  bei  dieser: 

invariant  bleibt.  Diese  Invax'iante  J  ist  also  für  die  Äquivalenz  ausschlag- 
gebend: Zwei  allgemeine  ebene  Curven  dritter  Ordnung  sind  durch  pro- 
jective Transformation  in  einander  überführbar,  wenn  die  Invariante  J"  bei 
beiden  denselben  Zahlenwert  hat,  sonst  nicht.  Die  Bedeutung  von  J  ist 
leicht  zu  ersehen:  Bekanntlich  ist  der  Wert  des  Doppelverhältnisses  der 
vier  Tangenten,  die  man  von  einem  Punkte  aus  an  eine  allgemeine  Curve 
dritter  Ordnung  ziehen  kann,  von  der  Lage  des  Punktes  unabhängig,  also 
durch  die  Curve  selbst  gegeben.  Andererseits  ändert  er  sich  natürlich 
nicht  bei  projectiver  Transformation.  Es  ist  das  Doppelverhältnis  demnach 
die  Invariante  J. 

Nicht  allgemeiner  Lage  sind  nur  die  Curven  dritter  Ordnung,  die  wir 
sio^iäre  nach   unserer  Tex'minologie   als   singulär   bezeichnen    müssen,    nämlich    die- 
jenigen,   für    welche    alle   vierreihigen   Determinanten    der  Matrix   der    um 

^^Aija  o-j—  vergrösserten  Gruppe   verschwinden,   die   also   eine   infinitesi- 
male projective  Transformation  in  sich  gestatten. 

Nach  §  4  des  3.  Kap.  aber  muss  sich  jede  ebene  Curve,  die  eine  in- 
finitesimale   projective    Transformation    gestattet,    nicht    transcendent    und 
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weder  Gerade  noch  Kegelschnitt  ist,  notwendig  bei  geeigneter  Cooi'dinaten- 
wahl  auf  die  Form 

ct^iy^z^*  =  Const. 

bringen  lassen,  in  der  A^  -f~  ^2  4"  ^3  =^  ^  i^^-  ^^^  Constante  rechts  lässt 
sich  sofort  durch  projective  Transformation  gleich  Eins  machen.  Daher 
folgt:  Jede  ebene  Curve  dritter  Ordnung,  welche  eine  infinitesimale  pro- 
jective Transformation  gestattet,  kann  auf  die  Form: 

xy^  =  z^ 

gebracht  werden.  Alle  solche  Curven  sind  also  mit  einander  äquivalent. 
Bekanntlich  lässt  sich  andererseits  jede  Curve  dritter  Ordnung  mit  Spitze 
bei  geeigneter  Coordinatenwahl  auf  diese  Gleichung  bringen. 

Sobald  also  9)  ==  0  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  Spitze  darstellt, 
ist  <p  nur  mit  solchen,  aber  auch  mit  allen  solchen  cubischen  Formen  qo' 
äquivalent,  die  gleich  Null  gesetzt  ebenfalls  eine  Curve  dritter  Ordnung 
mit  Spitze  darstellen. 

Aber  qo  =  0  kann  nun  auch  zerfallen.  Zerfällt  die  Curve  in  einen 
Kegelschnitt  und  eine  schneidende  (nicht  berührende)  Gerade,  so  ist  die 
Form  (p  mit  jeder  derartigen,  bei  der  dasselbe  eintritt,  äquivalent,  weil  es 
stets  eine  projective  Transformation  giebt,  die  einen  gegebenen  Kegel- 
schnitt mit  Secante  wieder  in  einen  gegebenen  Kegelschnitt  mit  Secante 
überführt. 

Wenn  qo  =  0  einen  Kegelschnitt  mit  Tangente  darstellt,  so  ist  (p 
wieder  mit  jeder  Form  cp    äquivalent,  bei  der  dasselbe  gilt. 

Ebenso,  wenn  g?  =  0  drei  ein  wirkliches  Dreieck  bildende  Geraden 
darstellt. 

Femer  gilt  dasselbe,  wenn  qo  =  0  drei  durch  einen  Punkt  gehende 
verschiedene  Geraden  liefert. 

Ferner  auch,  wenn  qp  ==  0  eine  Doppelgerade  und  einfache  Gerade 
darstellt,  also  qo  das  Product  aus  einer  rein  quadratischen  und  einer 
linearen  Form  ist. 

Schliesslich,  wenn  qo  ein  reiner  Cubus  einer  linearen  Form  ist. 

Alle  diese  Fälle  also  müssen  sich  durch  Nullsetzen  aller  Deterrainanteu 
gleicher  Eeihenzahl  der  Matrix  ergeben.  Unsere  früheren  Resultate  aber 
haben  uns  der  factischen  Ausrechnvmg  dieser  Determinanten  überhoben. 

Weiter  wollen  wir  hier  auf  die  ternären  Formen  nicht  eingeben. 


§  4.    Das  allgememe  Äquivalenzproblem. 

Vorgelegt  sei  eine  r-gliedrige  Gruppe  X^f .  .  .  Xrf  in  einer 
gewissen  Anzahl  von  Veränderlicben.  Deuten  wir  diese  Veränder- 
lichen als  gewöhnliche  Punktcoordinaten  in  einem  Räume  von  ent- 
sprechender Dimensionenzahl,  so  stellt  die  Gruppe  eine  Gruppe  von 
Transformationen  dieses  Raumes  dar.  Liegen  in  diesem  Räume  zwei 
Mannigfaltigkeiten  vor,  so  erhebt  sieh  die  Frage,  wie  man  entscheidet, 
ob  sie  durch  eine  Transformation  der  Gruppe  in  einander  überführbar 
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^1&ibudT*^^^'^^>  ob  sie  also  vermöge  der  Gruppe  mit  einander  äquivalent  sind. 
Dieses  Äquivalenzproblem  soll  hier  in  grossen  Zügen  erledigt  werden. 
Beispiele  hierzu  haben  wir  in  dieser  Abteilung  schon  mehrere  gegeben. 

"^^  Faa''^'  Zunächst  lässt  sich  ein  besonderer  Fall  dieses  Problems  als  wesent- 
lich einfacher  als  der  allgemeine  Fall  abtrennen.  Gesetzt  nämlich,  es 
sei  uns  bekannt,  dass  die  beiden  zu  betrachtenden  Mannigfaltigkeiten 
zu  einer  bei  der  Gruppe  invarianten  ebenfalls  bekannten  Schaar  von 
oo"*  Mannigfaltigkeiten  gehören,  die  von  m  wesentlichen  Parametern 
a^  . . .  ttm  abhängt,  so  bemerken  wir,  dass  jede  Transformation  der 
Gruppe  diese  oo"*  Mannigfaltigkeiten  unter  einander  vertauscht,  also, 
da  letztere  durch  die  Wertsysteme  (a^  . .  .  a^)  bestimmt  werden,  eine 
Transformation  in  a^  .  . .  a,n  bewirkt.  Alle  diese  Transformationen 
von  tti  . . .  ttm  stellen,  wie  man  begrifflich  sofort  einsieht,  wieder  eine, 
^^pp®    und  zwar  eine  höchstens  r-gliedrige  Gruppe  dar,  die  Gruppe  der  Para- 

parameter.  ^g^gy  a^  , . .  a^.  (Vgl.  Satz  36,  §5  dcs  19.  Kap.)  Das  Äquivalenz- 
problem kommt  also  auf  das  Problem  zurück,  zu  entscheiden,  ob  zwei 
Wertsysteme  (a^  . .  .  «;„),  (a/. .  .  am)  durch  die  Gruppe*  der  Parameter 
in  einander  überführbar  sind.  Sie  sind  es,  wenn  im  Räume  der  m 
Parameter  a^ . .  .  a^«  der  Punkt  {a^'. . .  a^)  der  kleinsten  bei  der  Gruppe 
der  Parameter  invarianten  Mannigfaltigkeit  des  Punktes  (a^  .  . .  a,n)  an- 
gehört. Das  Problem  reducirt  sich  hier  auf  das  der  Bestimmung  der 
kleinsten  invarianten  Mannigfaltigkeiten  im  Räume  («^  .  . .  a,„)  bei  der 
Gruppe  der  Parameter.  Dies  Problem  wurde  aber  im  16.  Kap.  allge- 
mein erledigt.  In  den  ersten  Paragraphen  des  gegenwärtigen  Kapitels 
haben  wir  Beispiele  hierzu  betrachtet*). 

Sehen  wir  von  diesem  Specialfall  ab,  so  führen  uns  die  folgenden 

^probiem.^* Überlegungen  stets  zum  gewünschten  Ergebnis,  eine  endliche  Anzahl 
von  Kriterien  für  die  Äquivalenz  zweier  Mannigfaltigkeiten  aufzustellen. 
Diese  Überlegungen  werden  durch  die  im  vorigen  Kapitel  gegebenen 
Beispiele  erläutert.  Wie  dort  führt  auch  im  allgemeinen  Falle  die 
Theorie  der  Differentialinvarianten  und  invarianten  DiflFerentialglei- 
chungen  stets  zum  Ziel.  — 

Das  Problem  der  Äquivalenz  zerfällt  zunächst  in  eine  Reihe  ein- 
zelner.    Es    ist   nämlich    klar,    dass   nur    zwei  Mannigfaltigkeiten  von 


*)  Handelt  es  sich  um  die  Äquivalenz  algebraischer  Gebilde  gegenüber  einer 
projectiven  Gruppe  oder,  sagen  wir,  gegenüber  einer  linearen  homogenen  Gruppe, 
sobald  nämlich  homogene  Coordinaten  eingeführt  werden,  so  bleibt  die  Ordnung 
der  Gebilde  bei  der  Gruppe  invariant.  Die  Gebilde  von  bestimmter  Ordnung 
gehören  also  zu  einer  invarianten  Schar,  für  welche  die  Betrachtungen  des  Textes 
Geltung  haben. 
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gleicher  DimensionenmM  mit  einander  äquivalent  sein  können.  Wir 
haben  demnach  soviele  einzelne  Äquivalenzprobleme,  als  es  Dimen- 
sionenzahlen von  Mannigfaltigkeiten  im  Raum  der  Veränderlichen  der 
gegebenen  Gruppe  giebt.  Um  nun  die  Betrachtungen  nicht  unnötig 
zu  verwickeln,  beschränken  wir  uns  auf  das  Aquivalenzproblem  für 
die  Mannigfaltigkeiten  grösster  DimensionenmM,  d,  h.  für  die,  welche 
durch  nur  eine  Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen  gegeben  werden.  * 

In  den  anderen  Fällen  kommen  wir  auf  ganz  analogem  Wege  durch, 
wenn  auch  der  analytische  Apparat  etwas  complicierter  wird.  Übri- 
gens haben  wir  in  §§  2,  3  des  vorigen  Kapitels  auch  diese  anderen 
Fälle  völlig  erledigt  beim  Beispiel  der  Gruppe  der  Bewegungen  im 
Räume. 

Um   uns    möglichst   bequem   ausdrücken    zu   können,    wollen    wir  Gruppe  im 
annehmen,  die  gegebene  r-gliedrige  Gruppe  X^f.  .  Xrf  enthalte  w -j-  1      " 
Veränderliche,    die    wir    mit   0,  x^  .  .  Xn  bezeichnen.     Wir   deuten    die 
Veränderlichen    als    gewöhnliche  Funktcoordinaten    in    einem    Räume 
JR„_l_i  von  w -j-  1  Dimensionen.     Eine  w-fach   ausgedehnte  Mannigfal- "'^^^^j^^J'g^' 
tigkeit  wird  dann  durch  eine  Gleichung:  fam^klft 

(o  {z,  x^.  .Xn)  =  0 

dargestellt.  Sie  wird  im  allgemeinen  3  enthalten.  Dies  wollen  wir 
immer  annehmen,  da  im  anderen  Falle  eine  andere  Coordinatenauswahl 
stets  zum  Ziele  führt.  Wir  betrachten  also  im  Hn^i  zwei  Mannig- 
faltigkeiten: 

8  =  (pix^..  Xn),      2  =  tl^{Xi  .  .Xn) 

und  fragen  uns,  ob  sie  durch  die  Gruppe  in  einander  überführbar  sind. 

Die  Mannigfaltigkeiten  werden  dadurch  gegeben,  da'ss  is  als  Function 
von  Xi  .  .  Xn  definiert  wird,  während  x^  .  .  x^  als  von  einander  unab- 
hängige Veränderliche  zu  betrachten  sind.  Es  haben  also  für  unsere 
Mannigfaltigkeiten  die  partiellen  Differentialquotienten  von  s  nach 
Xi  .  .  Xn  einen  bestimmten  Sinn. 

Fassen  wir  eine  w-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit   ins   Auge,  schar  der 
Sie  geht  bei  allen  00''  Transformationen  der  Gruppe  in  höchstens  cx)*"  ^Mamig*^ 
von   einander  verschiedene  Mannigfaltigkeiten  M  über.     Nach  Satz  1,  ^  ^^  "'  °°' 
§  2  des  vorigen  Kap.,  geht  sie  übrigens,    wenn  sie  gerade  p  von  ein- 
ander unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe  gestattet, 
in   genau   oo''"^  Mannigfaltigkeiten  M  über.     Die  Schar  dieser  höch- 
stens oo'"  Mannigfaltigkeiten   M  ist   gegenüber  der  Gruppe   invariant 
und   enthält    alle    mit   der    ursprünglichen   äquivalenten   Mannigfaltig- 
keiten. 
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''lifchun^'en  DiGse  Schar  wird  durch  Differentialgleichungen  definiert  sein,  da 
der  Schar,  gjg  continuicrlich  ist.  Erfüllt  sie  eine  partielle  Differentialgleichung 
zwischen  z  als  abhängiger  und  x^...Xn  als  unabhängigen  Veränderlichen, 
so  erfüllt  sie  offenbar  auch  jede,  die  aus  dieser  Differentialgleichung 
durch  Differentiation  nach  den  unabhängigen  Veränderlichen  x^  .  .  Xn 
hervorgeht.  Die  Schar  erfüllt  also  sicher  unendHch  viele  partielle 
»  Differentialgleichungen.     Wir  können  uns  die  Gesamtheit  dieser  Diffe- 

rentialgleichungen so  hingeschrieben  denken,  dass  sie  mit  der  niedrig- 
sten Ordnung  anfangend  zu  immer  höheren  Ordnungen  aufsteigen, 
dass  sich  ferner  aus  denen  p*^'  Ordnung  die  _p**°  Differentialquotienten 
nicht  eliminiren  lassen  und  dass  endlich  jede  durch  Differentiation 
aus  einer  der  Differentialgleichungen  hervorgehende  Differentialgleichung 
im  System  vorhanden,  d.  h.  eine  Folge  der  hingeschriebenen  ist.  Im 
Folgenden  stellen  wir  uns  also  das  System  von  Differentialgleichungen, 
das  wir  kurz  mit 

Slj,  =  0    (jfc  =  l,  2...) 

besSränkt  hezcichncn,  stets  in  dieser  unbeschränkt  integräbelen  Form  aufgestellt  vor. 

"'^system^'         Alsdanu  werden  durch  ü^  =  0  alle  partiellen  Differentialquotien- 
^h=^    ten    von   z  nach    x^.  .  .Xn  durch   eine   gewisse  Anzahl  derselben  aus- 

geifindene  gedrückt  scin,  zwischen  denen  nun  keine  Relation  mehr  besteht.    Hier- 

Diffquot.  i^gj  rechnen  wir  zu  den  Differentialquotienten  auch  z  selbst  als  nullten. 
Andererseits  können  wir  uns  eine  der  Mannigfaltigkeiten  M  der  Schar 
in  einem  Punkte  (x^ .  .  Xn)  allgemeiner  Lage  auf  ihr  durch  die  Reihen- 
entwickelung von  z  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x^^  —  x^y 
x^  —  x^, ...  ^»  —  ^n^  gegeben  denken.  In  dieser  Entwickelung  treten 
in  den  Coefficienten  die  Werte  der  Differentialquotienten  von  e  an  der 
Stelle  {x^  . .  Xn)  auf.  Geben  wir  denjenigen  unter  diesen  Differential- 
quotienten, die  durch  das  System  ß*  =  0  nicht  gebunden  werden, 
irgend  welche  Werte,  so  liefert  das  System  ißA  =  0  auch  die  Werte 
aller  übrigen  Differential quotienten,  sodass  damit  aus  der  Schar  aller 
unserer  Mannigfaltigkeiten  M  eine  ganz  bestimmte  herausgegriffen  ist. 
Mithin  hängen  die  Mannigfaltigkeiten  M  von  sovielen  wesentlichen 
willkürlichen  Constanten  ab,  als  es  Differentialquotienten  von  z  giebt, 
die  nicht  vermöge  ü^:  =  0  durch  Relationen  verknüpft  sind.  Da  die 
Schar  aus  höchstens  oo''  Mannigfaltigkeiten  besteht,  werden  also  durch 
das  System  Slk  =  0  höchstens  r  Differentialqiwtienten  nicht  gebunden. 
Diffquot.  Hieraus  folgt,    dass  vermöge    Sl^  ==  0   die   Differentialquotienten 

j*«'  ordng.  von  ciucr  gewissen  Ordnung  an,    sagen  wir  der  3**",  sämtlich  durch 
niedere    die  niederen  ausgedrückt  werden.     Denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so 

ansgedr,  ,  .       x^.  . 

würde  ja  von  jeder  beliebigen  Ordnung  mindestens  ein  Differential- 
quotient willkürlich   bleiben.     Die  Zahl  q  ist  an  eine   obere  Grenze 
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gebunden.  Denn  es  sind  vermöge  ß;t=0  nicht  alle  Differentialquotienten 
(g  —  1)*®'  Ordnung  durch  die  niederen  ausgedrückt,  weil  sonst  q  —  1 
an  die  Stelle  von  q  treten  müsste.  Es  ist  also  mindestens  ein  Diffe- 
rentialquotient (g'  —  l)*^'^  Ordnung  willkürlich,  daher  auch  mindestens 
einer  (g'  —  2)*^'  Ordnung  u.  s.  w.,  bis  schliesslich  auch  der  von  nullter 
Ordnung,  z  selbst,  willkürlich  bleibt.  Somit  sind  sicher  soviele  Diffe- 
rentialquotienten nicht  gebunden,  als  es  Ordnungen  vor  der  g*^"  giebt, 
also  sicher  q.  Da  höchstens  r  Differentialquotienten  nicht  durch  Rela- 
tionen verknüpft  sind,  so  ist 

q-^r. 

Da  die  Schar  von  Mannigfaltigkeiten  M  bei  der  Gruppe  invariant^.^^^^f  ^^j, 
ist,  ist  es  auch  das  System  der  Differentialgleichungen  £1^  =  0.     Um 
dies  analytisch  auszudrücken,  haben  wir  die  Transformationen  mitzu- ''"raisf.  ^• 

,  .  ....  .  Diffquot. 

berücksichtigen,  welche  die  Differentialquotienten  von  2  bei  der  vor- 
gelegten Gruppe  erfahren.  Sie  lassen  sich  im  gegebenen  Falle  leicht 
aufstellen.  Wir  deuten  dies  nur  kurz  an  für  die  ersten  partiellen 
Differentialquotienten  von  g  nach  x^ . .  x„,  die  wir  p^.  .pn  nennen. 
Wenn  bei  einer  Transformation  der  Gruppe  z,  x^  . .  Xn  in  /,  x^.,Xn 
übergehen  und  wenn  die  ersten  partiellen  Differentialquotienten  von  s 
nach  x^ . .  Xn   v^ii  Pi-.pn    bezeichnet  werden,  so  ist: 

dz^PydXi-]rPidx^-\ \-pndXn. 

Ersetzen  wir  hierin  a;/. .  Xn,  durch  ihre  Werte  in  Zy  x^. .  Xn  und  dz 
durch 

dz  ^  PidXi  +  p^dx^  -\ h  PndXn , 

so  erhalten  wir  eine  in  dx^  . .  dXn  lineare  homogene  Relation.  Sie 
muss  für  alle  Differentiale  dx^.  .  dx„  der  unabhängigen' Veränderlichen 
x^..Xn  bestehen,  zerfällt  also  in  n  einzelne,  die  gerade  p^-.pn  als 
Functionen  von  z,  x-^..Xn,  Pt  . .  Pn  bestimmen.  Entsprechend  ergeben 
sich  die  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  von  /  nach  iCi'. .  Xn  u.s.w. 
Allgemein  übersieht  man:  Die  h^^^  partiellen  Differentialquotienten  von 
/  nach  x^'. .  xj  stellen  sich  dar  als  Functionen  von  Zj  x^  .  .  Xn  und 
den  Differentialquotienten  von  z  bis  zur  ¥^^  Ordnung. 

Fügen  wir  die  Transformationen  aller  ersten,  zweiten,  .  . .  k^^ 
Differentialquotienten  von  z  zu  denen  der  Gruppe  hinzu,  so  bilden  die 
neuen  oo'"  Transformationen,  wie  zu  vermuten  ist,  wieder  eine  r-glied- 
rige  Gruppe,  Wir  wollen  auf  den  Beweis  hierfür  nicht  eingehen. 
Die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Jc-mal   erweiterten  Gruppe  Erweiterte 

Gruppe. 

ergeben  sich  durch  Ä;- malige  Erweiterung  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  gegebenen  Gruppe.    Die  Incremente,  welche  die  Diffe- 
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rentialquotienten  bei  den  infinitesimalen  Transformationen  der  gegebe- 
nen Gruppe  erfahren,  lassen  sich  aus  den  Incrementen  dz,  8xy..8xn 
von  z,  x^.  .  Xn  selbst  berechnen.     Denn  aus 

dz  ^Pidxi  +  •  •  +  p„dxn 

folgt  durch  Variation,  da  die  Zeichen  d  und  d  vertauschbar  sind: 

ddz  ^  dpi  •  dXi  +  •  •  +  Sp„  •  dxn  + 
+  PiddXi  +  •  •  +  pnddXn. 

Sind  dz,  8x^  .  .  dXn  gegeben  als  Functionen  von  z,  x^.  .Xn  und  setzt 
man  für  dz  seinen  Wert  p^dx^  -f-  •  •  -\-  PndXn  ein,  so  erhält  man  eine 
Gleichung,  die  in  n  Relationen  zur  Bestimmung  von  dp^ . .  dpn  zer- 
fällt. Analog  ergeben  sich  die  Incremente  der  höheren  Differential- 
quotienten. 

Wir  können  also  unsere  r-gliedrige  Gruppe  bis  zu  den  Differen- 
tialquotienten beliebig  hoher  Ordnung  erweitern.  Wir  werden  sogleich 
sehen,  dass  es  genügt,  die  Gruppe  r-mal  zu  erweitern.  Es  seien 
Xi*'f. .  X/f  die  r-  mal  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe. 

Das    unbeschränkt  integrabele  System  Sik  =  0  soll  nun  bei   der 

Gruppe  invariant  sein.     Die  Incremente  dSlk,  welche  die  Sl^  bei  den 

hinreichend  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen   der  Gruppe 

erfahren,  sollen  also  vermöge  des  Systems  Sljc  =  0  verschwinden.    Weil 

nun   die  Incremente  der  Ji}^^  Differentialquotienten  von  z,  x^. .  x»  und 

den  Differentialquotienten  bis  zur  Ä;*®^  Ordnung  abhängen,  so  ist  Fol- 

AUe  Diffgin.gendes   einleuchtend :  Betrachten  wir  nur  die   Gesamtheit  aller  Diffe- 

Ordnung:  reutialgleichungcn  Sl^  =  0  bis  zur  r^^^  Ordnung  —  wir  wollen  sie  mit 

*""  ■    0^  ==  0  bezeichnen  — ,  so  bleibt  dies  kleinere  System  0^  =«=  0  für  sich 

bei  der  r-mal  erweiterten  Gruppe   invariant.     Andererseits  aber  wird 

durch  dieses  kleinere  System  das  ganze  System  £1^=0  völlig  definiert, 

da  alle  Differentialquotienten  höherer  als  g*"  Ordnung  aus  denen  von 

^ter    Ordnung    durch    Differentiation    nach   x^  .  .  x„    hervorgehen    und 

q^r  ist. 

Wir  können  uns   also   auf  die  bei  der  r-mal  erweiterten  Gruppe 
invarianten   Systeme    von    Differentialgleichungen    O^t  =  0   von    höch- 
stens r*®'  Ordnung  beschränken. 
Kaum  ij^  Deuten    wir    die    Veränderlichen    der   r-mal    erweiterten   Gruppe, 

der  r-mal  .-^ .  ,  .  . 

orweiteiten  nämlich  z,  x^  .  .  Xn  uud  die  Differentialquotienten  von  z  bis  zur  r^'^^ 
Ordnung  —  ihre  leicht^  zu  berechnende  Anzahl  sei  gleich  N  —  als 
gewöhnliche   Punktcoordinaten    in    einem    Räume    Rn   von   N  Dirnen- 
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sionen,  so  stellt  das  System  ^^  =  0  eine  Mannigfaltigkeit  M  in  diesem  invariante 
Räume  dar,  die  gegenüber  der  r-mal  erweiterten  Gruppe  invariant  ist.  "»  ^^v^- 

Aber  nicht  jede  bei  der  r-mal  erweiterten  Gruppe  invariante 
Mannigfaltigkeit  M  gehört  zu  einem  System  von  DiflFerentialgleiehungen, 
das  eine  Schar  von  äquivalenten  Mannigfaltigkeiten  M  im  Räume  ß^+i 
definiert.  Denn  es  giebt  ja  Scharen  von  w-fach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeiten im  jRn+i,  die  bei  der  vorgelegten  Gruppe  invariant  sind 
und  nicht  nur  aus  äquivalenten  Mannigfaltigkeiten  bestehen.  Jede 
Mannigfaltigkeit  einer  solchen  Schar  geht  zwar  bei  der  gegebenen 
Gruppe  in  eine  der  Schar  über,  aber  nicht  notwendig  in  jede.  Wir 
wollen  eine  Schar  von  w-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  im 
Bn-^i,  die  bei  der  gegebenen  Gruppe  invariant  ist,  aber  nicht  nur  aus 
den  Mannigfaltigkeiten  besteht,  die  mit  einer  bestimmten  der  Schar 
äquivalent  sind,  eine  reducihele  invariante  Schar  nennen.  Eine  irrec?Ma&e?e ^educibeie 
soll  also  nur  aus  den  Mannigfaltigkeiten  bestehen,  die  aus  einer  der 
Schar  durch  Ausführung  aller  Transformationen  der  Gruppe  hervor- 
gehen. Jede  reducibele  Schar  zerfällt  in  mindestens  <x^  irreducibele. 
Auch  iede  reducibele  Schar  wird  durch  ein  unbeschränkt  integrabeles  Eeducibeie 
System  von  Differentialgleichungen  Wk=0  definiert.  Ist  ^^=0  das  d^irch 
unbeschränkt  integrabele  System,  das  eine  in  jener  reducibelen  Schar 
enthaltene  irreducibele  Schar  definiert,  so  ziehen  die  Gleichungen 
ßi=0  die  Gleichungen  TFi==0  nach  sich.  Letztere  sind  also  dann  in»'/t  =  oent- 
ersteren  enthalten.  Auch  alle  reducibelen  Scharen,  die  aus  höchstens  i2j  =  u" 
oo''  Mannigfaltigkeiten  bestehen,  haben  ein  solches  Gleichungensystem 
Wk=(i,  durch  das  alle  Differentialquotienten  von  einer  gewissen  Ord- 
nung, die  höchstens  gleich  r  ist,  durch  die  niederen  bestimmt  werden, 
sodass  wir  also  auch  bei  einem  solchen  System  TFj  =  0  mit  den  Diffe- 
rentialgleichungen r*^'  Ordnung  abbrechen  dürfen.  Die  sich  so  ergeben- 
den Gleichungen  ^^=0  definieren  ebenfalls  im  Mn  der  r-mal  erweiter- 
ten Gruppe  eine  invariante  Mannigfaltigkeit,  die  aber  in  mindestens 
oo^  kleinere  einzeln  invariante  Mannigfaltigkeiten  zerfällt. 

Hieraus  folgt,  dass  die  irreducibelen  Scharen  ^j,  =  Q  nur  durch 
Meinste  invariante  Mannigfaltigkeiten  im  Baume  Bn  dargestellt  werden;  Kleinste 
ob  durch  alle  diese  oder  nicht,  lassen  wir  hier  dahingestellt.  Wir  Mannigf. 
haben  aber  in  Kap.  16  gesehen,  wie  man  alle  kleinsten  invarianten 
Mannigfaltigkeiten  bei  gegebener  Gruppe  zu  bestimmen  hat.  Wir  schal- 
ten hierzu  noch  ein,  dass  man  beweisen  kann,  dass  nicht  alle  r- reihigen 
Determinanten  der  r-njal  erweiterten  Gruppe  X{f..X/f  identisch 
Null  sind.  Wir  halten  uns  aber  mit  dem  Beweis  hierfür  nicht  auf. 
Nach  Kap.  16  zerfallen  nun  die  kleinsten  invarianten  Mannigfaltig- 
keiten im  Bn  in  solche,  für  welche  die  r-reihigen  Determinanten  der 
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Matrix   der  Gruppe  X^f,  .  X/f  nicht  sämtlich   verschwinden,   und   in 

solche,  für  welche   diese  Determinanten    sämtlich  verschwinden.     Die 

der  ersteren  Art  werden   durch  Kelationen  zwischen   den  Invarianten 

Differential-/      J"  (Jer  r-mal  erweiterten  Gruppe,  also  durch  die  Differentialinva- 

mvananten.     ••■  "  . 

rianten  der  gegebenen  Gruppe  bis  zu  denen  r*^'  Ordnung  bestimmt. 
'^^}^B\enz-         Liegen  nun  zwei  w-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten: 

Z  =  (p(Xy.  .Xn),     z  =  il){x^..Xn) 

im  Räume  i?n+i  der  gegebenen  Gruppe  X^f, .  Xrf  vor,  so  hat  man 
hiernach  zur  Entscheidung  ihrer  Äquivalenz  so  zu  verfahren:  Man 
erweitert  die  Gruppe  »"-mal  und  untersucht,  ob  die  r-reihigen  Deter- 
minanten dieser  Gruppe  X//". .  X/f  für  die  beiden  Mannigfaltigkeiten, 
bei  denen  sich  ja  die  Differentialquotienten  von  0  in  bestimmter  Weise 
durch  Xj^ . .  x„  ausdrücken,  sämtlich  verschwinden  oder  nicht.  Ist 
letzteres  der  Fall,  so  berechnet  man  die  Differentialinvarianten  J^. .  J^ 
der  Gruppe  X^f. .  Xrf,  indem  man  dabei  bis  zur  r*^^  Ordnung  auf- 
steigt. Sie  werden  für  die  beiden  Mannigfaltigkeiten  bestimmte  Func- 
tionen von  x^ . .  Xn.  Alsdann  sind  die  Mannigfaltigkeiten  dann  und 
nur  dann  äquivalent,  wenn  bei  beiden  zwischen  J^.  .J^  genau  dieselben 
Relationen  bestehen.  Hierbei  hat  man  natürlich  J^. .  J^  immer  als 
sogenannte  Hauptlösungen  der  vollständigen  Systeme,  deren  Lösungen 
sie  sind,  zu  wählen.  Doch  wollen  wir  auf  diesen  Punkt  nicht  näher 
eingehen. 

Wenn  nun  zweitens  für  die  eine  Mannigfaltigkeit  z  =  (p  sämt- 
liche r-reihige  Determinanten  der  Matrix  der  r-mal  erweiterten  Gruppe 
Xi*"/". .  X/f  verschwinden,  wenn  also  diese  Mannigfaltigkeit  singulär 
ist,  so  kann  sie  nur  dann  mit  der  andern  Mannigfaltigkeit  z  =  ip 
äquivalent  sein,  wenn  für  diese  dasselbe  gilt.  Es  könnten  für  0  =  cp 
auch  alle  (r  —  k)-  reihigen  Determinanten  verschwinden.  Dasselbe 
müsste  dann  für  ^  =  ^  der  Fall  sein.  Hierbei  ist  aber  eine  gewisse 
Vorsicht  zu  beachten.  Eine  gleich  Null  gesetzte  Determinante  kann 
nämlich  in  mehrere  Factoren  zerfallen.  Es  müssen  für  beide 
Mannigfaltigkeiten,  soll  überhaupt  Äquivalenz  möglich  sein,  dieselben 
irreducibelen  Factoren  der  Determinanten  verschwinden.  Zur  Ent- 
scheidung, ob  nun  wirklich  Äquivalenz  eintritt  oder  nicht,  verfahren 
wir  weiterhin  so:  Für  beide  Mannigfaltigkeiten  verschwindet  dieselbe 
Reihe  von  (n  —  h)-  reihigen  Determinanten : 

^1  =  0,     z/2  =  0,...^p^0, 

und  nicht  alle  (n — Je — l)-reihigen.  Diese  q  Gleichungen  werden  gewisse 
unter  den  Differential quotienten  von  g  als  Functionen  der  übrigen  und 
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von  x^.  .  Xn  bestimmen.  Wir  berücksichtigen  alsdann  nur  noch  die- 
jenigen Differentialquotienten,  die  durch  keine  Relation  gebunden  sind. 
Sie  seien  mit  g-^^.  -.  Zv  bezeichnet.  Wenn  wir  in  den  Transformationen 
der  r-mal  erweiterten  Gruppe  für  die  übrigen  ihre  Werte  in  Xy..Xn, 
g^.  .  Sy  einsetzen  und  nur  die  Transformationen  dieser  n  -\-  v  Ver- 
änderlichen betrachten,  so  erhalten  wir  eine  Gruppe*)  in  Xi..Xny 
g. .  .  Zy.  die  wir  eine  verkürzte  nennen.     Nunmehr  sind  die  Invarianten  verkürzte 

.  .  Gruppe. 

I^. .  la  dieser  Gruppe  zu  bestimmen.  Geometrisch  gedeutet  kommt 
dies  nämlich  darauf  hinaus,  dass  man  die  kleinsten  invarianten  Man- 
nigfaltigkeiten bestimmt,  in  welche  die  durch 

definierte  invariante  Mannigfaltigkeit  im  Räume  Hu  zerfallt.  Die 
beiden  gegebenen  Mannigfaltigkeiten  z  ==  q>,  z  =  tj^  liefern  nun  für 
I^ .  .  la  bestimmte  Werthe  in  x^  .  .  x».  Sie  sind  dann  und  nur  dann 
äquivalent,  wenn  bei  beiden  genau  dieselben  Relationen  zwischen  I^..Ia 
bestehen.  Man  kann  nämlich  einsehen,  dass  die  gegebenen  beiden 
Mannigfaltigkeiten  im  Räume  x^ .  .Xn,  z^. .  Zv  kein  bei  der  verkürzten 
Gruppe  singuläres  Gleichungensystem  erfüllen. 

An  diese  allerdings  nicht  ganz  erschöpfend  abgeleiteten  Äquiva- 
lenzkriterien  knüpfen  wir  eine  Reihe  wichtiaer  Bemerkungen  an**).         wichtige 

■t  c  i7  /  Bemerkgn. 

Es  kann  vorkommen,  dass  es  solche  Functionen  der  Invarianten 
J^.  .  Ji  giebt,  die  sich  auch  für  die  Wertsysteme  der  Veränderlichen 
und  Differentialquotienten,  die  dem  singulären  System 

genügen,  noch  regulär  verhalten,  ohne  constant  zu  werden.  Jede 
solche  Function  giebt  alsdann  eine  der  Invarianten  I^. .  la,  indem 
man  in  ihr  alles  durch  x^  .  .  Xn,  z^.  .  Zv  ausdrückt.  Ob  aber  in  dieser 
Weise  alle  Invarianten  I^. .  la  aus  den  J^.  .Js  abgeleitet  werden 
können,  das  ist  eine  Frage,  die  wir  hier  gar  nicht  behandeln  werden. 
Ferner  sei  hervorgehoben,  dass  man  sich  das  Problem  stellen 
kann,  alle  unbeschränkt  integrdbelen  Systeme  von  Differentialgleichungen 
üi  =  0  aufzustellen,   die  irreducibele  invariante  Scharen  von  n-fadi 


*)  Ausführlicheres  hierüber  findet  man  im  I.  Abschnitt  des  Werkes:  Sophus 
Lie  ,  Theorie  der  Transformationsgruppen,  bearh.  unter  Mitwirk.  t?.  Engel,  Kap.  14, 
insbesondere  §  64. 

**)  Es  wird  beabsichtigt,  in  einem  ausführlichen  Werke  über  Differential- 
invarianten  die  ganze  Äquivalenztheorie  in  aller  Vollständigkeit  und  für  die  Praxis 
geeigneter  zu  entwickeln  und  zugleich  durch  viele  Beispiele  zu  erläutern.  Wir 
beschränken  uns  auf  einzelne  Bemerkungen. 

48*  , 
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ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  im  JR„+i  definieren.  Wir  haben  dies 
Problem  für  die  Gruppe  der  Bewegungen  im  Räume  in  §  5  des  vorigen 
Kapitels  in  grossen  Zügen  erledigt  und  wollen  hier  -auf  die  allgemeine 
Behandlung  nicht  weiter  eingehen.  Indem  man  zunächst  dieses  Problem, 
nicht  das  eigentliche  Äquivalenzproblem  löst,  kommt  man  zu  dem 
Verfahren,  das  practisch  den  Vorzug  verdient.  Man  kann  überhaupt 
unser  Verfahren  noch  vielfach  bequemer  gestalten,  unter  anderem  da- 
durch, dass  man  die  Erweiterung  der  Gruppe  schrittweise  vornimmt 
und  jedesmal  die  invarianten  Systeme  von  Differentialgleichungen  0,^=0 
sucht,  die  unbeschränkt  integrabele  Systeme  definieren.  Aber  auf  diese 
Vereinfachungen  wollen  wir  hier  nicht  näher  eingehen. 

allgemeine  ^^^    haben   uns    auf   die  Aquivalenztheorie  w-fach   ausgedehnter 

Problem.  Mannigfaltigkeiten  im  Räume  von  n  -}-  1  Dimensionen  beschränkt, 
aber  schon  hervorgehoben,  dass  sich  die  Theorie  für  Mannigfaltigkeiten 
von  weniger  Dimensionen  ebenso  entwickeln  lässt.  Wenn  eine  r-gliedrige 
Gruppe  in  n  Veränderlichen  x^. . .  x„  vorliegt,  so  kann  man  etwa  q 
der  Veränderlichen  als  unabhängig  betrachten,  sagen  wir  x^ . .  Xq,  und 
die  übrigen  iz^g+i . .  Xn  als  Functionen  von  ihnen.  Alsdann  handelt  es 
sich  um  die  Aquivalenzkriterien  zweier  g-fach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeiten, deren  jede  durch  ein  Gleichungensystem  von  der  Form: 

Xq+i  =  fpq+i(xi . .  Xg), .  .x„  =  g)„(a;i . .  Xq) 

dargestellt  wird.  In  diesem  Falle  hat  man  wieder  die  Gruppe  r-mal  zu 
erweitern,  indem  man  die  Transformationen  mitberücksichtigt,  welche 
die  Differentialquotienten  von  Xq^i..Xn  nach  x^.-Xqf  bis  zu  deuen 
yter  Ordnung,  bei  der  Gruppe  erfahren.  Auch  hier  sind  die  Invarianten 
dieser  erweiterten  Gruppe  oder  —  bei  singulären  Gebilden  —  die  In- 
varianten einer  aus  letzterer  Gruppe  durch  eine  gewisse  Verkürzung 
hervorgehenden  Gruppe  von  entscheidender  Bedeutung.  Für  beide 
Mannigfaltigkeiten  müssen  diese  Invarianten  durch  genau  dieselben 
Relationen  verknüpft  sein,  damit  die  Flächen  äquivalent  seien. 
BchTe'dene  '^^  nachdem  man  die  Zahl  q=  1,2  .  .n  —  1   wählt,  erhält   man 

^^^®°^^°'* jedesmal  eine  Reihe  von  Invarianten  der  erweiterten  Gruppe,  und  zwar 
eine  unendliche  Reihe,  wenn  man  bis  zu  den  Differentialquotienten 
beliebig  hoher  Ordnung  erweitert.  Wir  wollen  beweisen,  dass  man 
alle  Differentialinvarianten  einer  Reihe  durch  Differentiation  aus  einer 
endlichen  Anzahl  von  Differentialinvarianten  ableiten  kann. 

Wir  beweisen  dies  für  die  Reihe  der  Differentialinvarianten,  die 
wir  bisher  betrachtet  haben,  nämlich  in  dem  Fall,  dass  wir  nur  eine 
VeränderlicJie  z  als  abhängig,  alle  übrigen  Xj^  .  .  x„  als  unabliängig  auf- 
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fassen.  In  den  anderen  Fällen  kommt  man  durch  ganz  entsprechende 
Betrachtungen  zum  Ziele. 

Es  sei  also  eine  r-gliedrige  Gruppe  in  w  -|-  1  Veränderlichen 
0y  x^..Xn  vorgelegt.  Wir  erweitern  sie  etwa  w-mal  durch  Hinzu- 
nahme der  Transformationen,  welche  die  ersten,  zweiten  . .  .,  m*®°  par- 
tiellen Differentialquotienten  von  z  nach  x^.  .Xn  bei  der  Gruppe  erfahren. 
Wir  bemerkten  schon  früher,  dass  dadurch  bei  hinreichend  grossem  m 
eine  r-gliedrige  Gruppe  hervorgeht  und  dass  sich  durch  Nullsetzen 
der  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppe  ein  gerade  r-glied- 
riges  vollständiges  System  ergiebt,  dessen  Lösungen  die  Differential- 
invarianten bis  zur  m^^^  Ordnung  sind.  Erweitern  wir  (m  -{-  l)ma], 
so  treten  neu  hinzu  die  Differentialinvarianten  (w-j-1)*®' Ordnung.  Da 
nun  bei  dieser  Erweiterung  die  {m  -f-  1)**"^  Differentialquotienten  von 
0  als  Veränderliche  im  r-gliedrigen  vollständigen  System  hinzutreten, 
so  folgt,  dass  es  gerade  so  viele  von  einander  und  von  den  niederen 
Differentialinvarianten  unabhängige  Differentialinvarianten  {m  -f-  1)*®' 
Ordnung  giebt,  als  die  Anzahl  aller  (w*  -f-  1)*®^  Differentialquotieuten 
von  g  beträgt.     Diese  Bemerkung  wird  nachher  gebraucht  werden. 

Es  mögen  nun  zunächst  J^.  .J^  irgend  welche  n  Differential- 
invarianten sein,  zwischen  denen  keine  Relation  besteht.   Jede  Gleichung  invariante 

'  ^       Diffgl. 

ist  dann  eine  bei  der  Gruppe  invariante  Differentialgleichung,  d.  h.  sie 
definiert  eine  invariante  Schar  von  Functionen  z  ==  ^){x^. .  Xy^,  also 
eine  invariante  Schar  von  n-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  im 
Räume  iJ^+i  der  Veränderlichen  ^,  x^..Xn  unserer  Gruppe.  Bilden 
wir  alle  möglichen  derartigen  Gleichungen,  so  erhalten  wir  jedesmal 
eine  solche  invariante  Schar.  Die  Gesamtheit  aller  dieser  invarianten 
Scharen  ist  natürlich  ebenfalls  bei  der  Gruppe  invariant.  Für  jede 
solche  Function  z  =  ip{x^.  .  a;„)  werden  J^. .  J^  von  einander  ab- 
hängige Functionen  von  x^^.  .Xn.  Mithin  machen  alle  diese  Functionen 
z  =:  (p(Xi. .  Xn)  die  Functionaldeterminante  von  Ji..J„  hinsichtlich 
x^.  .  Xn  identisch  gleich  Null.  Also  sind  sie  definiert  durch  die  par- 
tielle Differentialgleichung 

dJ,  dJ^        dJ„ 
(11)  ^  +  ^^"^  =  0, 

die  somit  bei  der  Gruppe  ebenfalls  invariant  ist.  Bei  ihrer  Bildung 
ist  z  als  Function  von  x^. .  Xn  zu  behandeln,  bei  der  partiellen  Diffe- 
rentiation nach  Xi  also  ist  auch  z  sowie  jeder  Differentialquotient  von 
Z  zu  differenzieren. 
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Nach  Voraussetzung  ist  die  Functionaldeterminaute  nicht  für  be- 
liebige Functionen  0  von  x^,  .Xn  identisch  Null,  da  sonst  eine  Rela- 
tion zwischen  J^. .  Jn  identisch  bestände.  Wenn  unter  J^.  .  J^  keine 
Differentialinvariante  von  höherer  als  m*"'  Ordnung,  aber  wenigstens 
eine  von  gerade  m*®'  Ordnung  vorhanden  ist,  so  ist  die  Relation 
Sl(J^..Jn)  ==  0  eine  Differentialgleichung  höchstens  w*®'  Ordnung.  Weil 
die  Differentialgleichung  (11)  von  allen  Functionen  0  erfüllt  wird,  die 
irgend  einer  der  Relationen  £1  =  0  genügen,  so  ist  die  Differential- 
gleichung (11)  von  mindestens  (m  -|-  1)*®'  und  andererseits  offenbar 
nicht  von  höherer  Ordnung. 

Es  mögen  nun  J^..Jn+i  solche  (m -f- 1)  Differentialinvarianten 
sein,  zwischen  denen  keine  Relation  identisch  besteht  und  unter  denen 
mindestens  eine  von  m^^^,  aber  keine  von  höherer  Ordnung  vorhanden 
ist.     Alsdann  sind  auch 

e/l,       J2  ,  .  .t/n— 1,       e/n  +  l  CeJn 

n  solche  Differentialinvarianten,  für  welche  die  obigen  Schlüsse  ge- 
macht werden  können,  welchen  constanten  Wert  die  Grösse  c  auch 
haben  möge.     Also  ist: 

dJ,  dJi        cJ„    1  d{J„j_.  —cJ„) 
(12)  2:  +  ^  ^  •  .  ^-^^  —^ ^  =  0 

eine  invariante  Differentialgleichung  (m  -f-  1)*®'  Ordnung.  Sie  lässt 
sich  auch  so  schreiben: 

—  dx^  dx^  '  '  dx^_^     dx^ 


-^  ox^  ox.^ 

Da  sie  für  jeden  constanten  Wert  von  c  invariant  ist,   so  folgt,  dass 
ihre  linke  Seite  für  sich  invariant  ist.     Mithin  ist 

—  dxi  dx^  '  '  dx^_^     dx^ 

2J  Jl -  !  .  . ^:^     2 

-*-  dxi  dx^        ^^„-1     ^*n 

pi«feTeniiai-me  Bijferentialinvariante  (m  4-  l)'***  Ordnung.    Sie  ist  nicht  etwa  iden- 

invarianton    .  "  \  i        /  >y 

höh.  ordu.  tisch  einer  Constanten   gleich,   da   die   Relation  (12)  für   keinen   con- 

durch  o  7  \       / 

Difforentia- stanten   Wert   von   c   identisch    besteht.     Diese    Differentialinvariante 

tion.         ^^  ... 

lässt  sich  viel  einfacher  schreiben:    Wenn   wir  nämlich   unter  0  eine 
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ganz  beliebige  Function  von  x^^. .  Xn  verstehen,  so  werden  J^.  .  J^  für 
diese  Function  gewisse  Functionen  von  x^. .  Xn  werden  und  zwar  von 
einander  unabhängige,  sobald  die  beliebig  gewählte  Function  z  keiner 
Differentialgleichung  ß  (J^  . .  J"«)  =  0  genügt.  Indem  wir  uns  also 
unter  z  eine  beliebige  Function  von  x^. .  Xn  verstanden  denken,  können 
wir  umgekehrt  x^. ,  Xn  als  von  einander  unabhängige  Functionen  von 
J^..Jn  auffassen.  Alsdann  ist  Jn-\-x  auch  eine  gewisse  Function  von 
J^..Jn.     Es  ist  in  dieser  Auffassung: 

dJi      dxj^  "T"       "■"    dJ^     dx^  dxj^ 

und  hieraus  folgt  durch  Auflosung: 

—  dxi  dx^  dXj^ 


dJi  dJ^  8J^ 

—  dxi  dx^  dx 


Demnach  kann  die  gefundene  Differentialinvariante  (m  -{-  l)*®'  Ordnung 
auch  so  geschrieben  werden: 

g'^n  +  l 

Wir  können  ohne  Beschränkung  der  Allgemeingültigkeit  an- 
nehmen, die  Zahl  m  sei  so  gross  gewählt,  dass  unter  den  Differential- 
invarianten bis  zur  w**'*  Ordnung  sicher  n  existieren,  etwa  J^ . .  Jn, 
zwischen  denen  keine  Relation  Sl  =  0  besteht.  Wir  wissen,  dass  zu 
den  Differentialinvarianten  bis  zur  w*®^  Ordnung  gerade  soviele  von 
(m -j- 1)*®'  Ordnung  hinzutreten:  I^,  I^  .  .  J^e^ij,  als  es  (m  +  1)*® 
Differentialquotienten  von  z  giebt.  Diese  Anzahl  bezeichnen  wir  mit 
£m+i'  Zwischen  den  niederen  Differentialinvarianten  und  1^,1^..!^^.^ 
besteht  keine  Relation.  Wir  bemerken,  dass  ij,  Jg  •  •  -^*„,+i  insbeson- 
dere gerade  hinsichtlich  der  {m  +  1)*^°  Differentialquotienten  von  z  von 
einander  unabhängig  sind,  wie  aus  ihrer  Definition  durch  das  r-glie- 
drige  vollständige  System  ersehen  werden  kann,  das  hinsichtlich  der 
Differentialquotienten  von  f  nach  den  {m  -\-  1)*®''  Differentialquotienten 
von  z  auflösbar  ist.  Wenn  wir  daher  wie  oben  J^.  .  Jn  als  unab- 
hängige Veränderliche  einführen,  so  folgt,  dass  jeder  Ausdruck 

dl;, 

jj-     (A  =  1 ,  2  . .  ««+,,    7c  ==  1,  2  . .  n) 

eine    Differentialinvariante    (m  +  2)*®'   Ordnung   ist.     Wir    behaupten. 
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dass  sich  alle  zu  den  Differentialinvarianten  1.,  2.  . .  (m  -\-  1)*®'  Ord- 
nung hinzutretenden  Differentialinvarianten  (m  -\-  2)*®'  Ordnung  als 
Functionen  dieser  Ausdrücke  und  der  niederen  Differentialinvarianten 
darstellen  lassen.  Es  sind  ja  J^ . .  -f*^  ,  ^  von  einander  unabhängig 
hinsichtlich  der  (m  -\-  ly^^  Differentialquotienten  von  0,  mithin  sind 
unter  den  Ausdrücken 

j^     {1  =  1,  2  ..£m+t,    t  =  l,2..n) 

sicher  so  viele  von  einander  hinsichtlich  der  (m  -|-  2)*®*^  Differential - 
quotienten  unabhängige  enthalten,  als  die  Anzahl  dieser  Differential- 
quotienten beträgt,  also  auch  —  wie  bei  Einführung  der  neuen  Ver- 
änderlichen J^. .  Jn  statt  Xi. .  Xn  hervorgeht  —  unter  den  Ausdrücken 

dl;,  / 

^j-    {K  =  1,  2  ..Sm+i,    h=l,2..n). 

Wir  wissen  aber,  dass   es  gerade  soviele  neue  Differentialinvarianten 

(m  -f-  2)*®'  Ordnung  giebt,  als  Differentialquotienten  (m  -\-  2)*^'  Ordnung 

vorhanden  sind. 

"höh 'o'fdn^'         ^^^  haben  hiermit  alle  Differentialinvarianten  bis  zur  {m  -\-  2)*®"* 

DiffwTntia- ^*'^*^^^^  cZwrcÄ  Differentiationsprocesse  aus  denen  niederer  Ordnung  ab- 

tion.     geleitet.     Entsprechend   können    wir    die    (in  -j-  3)*®'    Ordnung   durch 

Differentiation  finden,  u.  s.  w.     Damit   ist  unsere  Behauptung  für  die 

Reihe  der  Differentialinvarianten   bewiesen,   die   sich   ergiebt,    sobald 

man  nur  eine  Veränderliche  als  abhängig  auffasst. 

Durch  derartige  Betrachtungen  beweist  man  nun  auch  ganz  all- 
gemein den  Satz: 

Theorem  42:  Liegt  eine  beliebige  endliche  continuierliche 
Gruppe  der  Veränderlichen  s^..Zq,  x^..Xn  vor,  so  giebt  es  immer 
eine  unendliche  Beihe  von  Differentialinvarianten 

j\x^..x„,  0^.  .0,,  g^,  ä^ '  •  •  ä^'  ä^*  •  •  7 > 

die  sich  sämtlich  durch  Differentiation  aus  einer  endlich  be- 
grenzten Anzahl  derartiger  Differentialinvarianten  ableiten 
lassen. 

Diejenigen  Differentialinvarianten,  aus  denen  sich  alle  durch 
Differentiation  ableiten  lassen,  genügen  zu  ihrer  Definition.     Wir  be- 

yon^Difffuv.  zeichnen  ihren  Inbegriff  als  ein  volles  System  von  Differentialinvarianten. 

Endlichkeit  Im  vorstehenden  Theorem  ist  also  die  Endlichkeit  iedes  vollen  Systems 

des  Systems.  _  >»  «' 

Ton  Differentialinvarianten  bei  endlicher  continuierlicher  Gruppe  aus- 
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gesprochen  *).  Auf  die  Frage,  aus  wie  vielen  Differentialin  Varianten 
das  einfachste  volle  System  besteht,  gehen  wir  nicht  ein.  — 

Da  zu  jeder  Gruppe  mehrere  Reihen  von  Differentialinvarianten 
gehören,  je  nachdem  man  die  Anzahl  der  als  abhängig  aufzufassen- 
den Veränderlichen  wählt,  so  erhebt  sich  die  Frage,  ob  man  die  ver- 
schiedenen Reihen  aus  einander  ableiten  kann.  Man  kann  einsehen, 
dass  sie  sich  sämtlich  aus  einer  Reihe  durch  ausführbare  Operationen 
ableiten  lassen.     Dies  soll  im  Folgenden  angedeutet  werden: 

Denken  wir  uns  die  endlichen  Gleichungen  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  in  n  Veränderlichen« vorgelegt,  die  wir  jetzt  mit  £i..£"  be- 
zeichnen wollen: 

(13)  i!=  fi(jCi . .  E„,  ai . .  ttr)     (i  =  1,  2  . .  w). 
Fiigen  wir  noch  hinzu: 

(14)  Xi'=  Xi     (^  =  1 ,  2  . .  «), 

so  bilden  alle  2n  Gleichungen  wieder  eine  r-gliedrige  Gruppe  und 
zwar  in  den  2w  Veränderlichen  £,..£„,  ^^..Xn.  Betrachten  wir  Ji-.Jn 
als  abhängige,  x^.  .  Xn  als  unabhängige  Veränderliche,  so  besitzt  diese 
neue  Gruppe  eine  Reihe  von  Differentialinvarianten  von  der  Form: 

/  ^     ^  ^     ö'Ji        \ 

U\Xi  ..Xn,l,..  In,    ^^^  ,    ^^^       •    •       g^^,    g^^a  "j- 

Wenn  wir  nun  andererseits  die  Gleichungen  der  Gruppe  (13)  mit 
der  Abänderung  aufstellen,  dass  wir  statt  j'  und  j  bez.  g  und  x 
schreiben : 

(15)  li  =  fi(x^  ..Xn,a^..ar)     (^  =  1,  2  . .  n) 

und  wenn  wir  die  Gleichungen  hinzufügen,  die  durch  Differentiation 
nach  x^. .  Xn  aus  diesen  hervorgehen : 


dxj^  dxj^ 


{i,  Je  =  1,  2  . .  w), 


S%           d^fiix,  a) 
ö — o—  =»  —ö — ö (*',  Ä,  1  =  1,  2  .  .n)f 


*)  In  der  Theorie  der  Formen  wird  auch  von  der  Endlichkeit  des  Formen- 
systems geredet.  Dort  aber  wird  darunter  verstanden,  dass  sich  alle  rationalen 
ganzen  Invarianten  rational  und  ganz  durch  eine  endliche  Anzahl  solcher  aus- 
drücken lassen.  Dort  also  hat  das  volle  System  eine  andere  Specialbedeutung.  Es 
erscheint  angebracht,  den  Begriff:  volles  System  in  der  im  Text  angegebenen 
Weise  für  beliebige  Gruppen  festzusetzen.  (Vgl.  S.  744,  745.) 
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80  kann  man  aus  allen  die  Parameter  «^ . .  a^  eliminieren  und  dadurch 
zu  einem  System  von  Differentialgleichungen 

(/c=l,  2...) 

gelangen,  dessen  allgemeinste  Lösungen  gerade  die  Form  (15)  haben. 
Dieses  System  kann  immer  auf  eine  solche  Form  gebracht  werden, 
dass  sich  durch  Differentiation  nichts  neues  ergiebt;  genauer  ausge- 
drückt: wenn  m  die  Ordnung  des  Systems  (16)  ist,  so  sollen  alle 
Differentialgleichungen  m*®'  und  niederer  Ordnung,  die  aus  (16)  durch 
Differentiationen  und  Eliminationen  hervorgehen,  schon  ohne  Differen- 
tiation   aus    (16)   folgen.     Alsdann    heisst    das    System    (16)    das    der 

'o^^T^^^^om-j^ßfiYiitionsqleichunqen  der  endlichen  Transformationen  der  Gruppe  (13). 

der^Gru^e^^^  gilt  uun  dcr  wichtigc  Satz,  den  wir  aber  hier  nicht  beweisen 
wollen*),  dass  sich  die  Definitionsgleichungen  auf  eine  solche  Eorm 

/  dl,     dl,       di^     d^i,        \  _  ^  f  ^ 

yk\li  '-In,    ga:.'  ä^  ■  *  ä^'    dx,-"  •'•)  —  ^H^i  •  •  ^n) 

(7c=l,  2...) 

bringen  lassen,  in  der  die  Vk  Differentialinvarianten  der  Gruppe  (13)  (14) 
in  5i  .  .  j„,  x^ .  .  Xn  sind.  Es  gilt  sogar  der  Satz,  dass  sich  jede 
Differentialinvariante 


U 


\X^  ..Xn,    5i  .  .  Jn,    ^,    ^^^    '   '   dx^'     dx,^  '  '  ') 


der  Gruppe  (13)  (14)   als   Function   von  x^.  .Xn   allein  vermöge    der 
Definitionsgleichungen    der    Gruppe    (13)    und    der    aus    ihnen    durch 
Differentiation   nach  x^.  .Xn  hervorgehenden  Gleichungen   ausdrücken 
lässt.     Alle  diese  Differentialinvarianten  sind  also  Functionen  einer  be- 
grenzten Anzahl  Fj ,  V^. . .  derselben,  der  Differentialquotienten  dieser 
nach  x^.  .  Xn  und   der  n  Grössen   x^ . .  Xn,   die   selbst   bei    der  Gruppe 
(13)  (14)  invariant  sind. 
s^^s^em  von         Sohttld  ttlso   die   Deflnitionsgleichungen    der    endlichen   Transforma- 
d^Defi^li-  ^*'^^^  einer  Gruppe  (13)  vorliegen,  kennt  man   ein   volles  System   von 
*''^o'^»8^<'^'8^  Differentialinvarianten  der  durch  Hinmfügung  von  (14)   hervorgehendeti 
Gruppe  (13)  (14). 

Dass  sich  nun  alle  übrigen  Reihen  von  Differentialinvarianten  aus 
einer  Reihe  durch  ausführbare  Operationen  ableiten  lassen,  erläutern 
wir  durch  ein  Beispiel: 


*)  Siehe  Lie,  Die  Grundlagen  für  die  Theorie  der   unendlichen   continuier- 
liehen  Transformationsgruppen.    Leipziger  Berichte  1891,  S.  S16  ff. 
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Betrachten  wir  die  Gruppe  der  Bewegungen  im  Räume   (jß,  t),  §) 
und  fügen  wir  zu  ihren  endliehen  Gleichungen  noch 

x  =  x,    y  =  y,    2  =  0 

hinzu,  so  erhalten  wir  eine  Gruppe  in  j,  t),  §,  x,  y,  z.  Die  Definitions- 
gleichungen liefern  hier  das  volle  System  von  Diiferentialinvarianten 

E^(^,  2/,  ^,  £,  t),  5,  If  •  •  f|,  0---)- 

Suchen  wir  nun  z.  B.  die  Reihe  der  Differentialinvarianten  der  Flächen 
im  Räume,  so  haben  wir  etwa  §  als  Function  von  5  und  t)  aufzufassen 
oder  ganz  allgemein  J,  ^,  §  als  Functionen  von  zwei  Hülfsveränder- 
lichen  x,  y  zu  betrachten,  die  bei  der  Gruppe  nicht  transformiert 
werden.  Alle  alsdann  hervorgehenden  Dififerentialinvarianten  sind  die- 
jenigen unter  den  obigen  ZJ,  die  z  weder  explicite  noch  implicite  ent- 
halten.    Man  findet  also  alle  diese  Differentialinvarianten 

Vy^,  y,  h  ^,  h,   Jx'  '  dy'  2^  '  *  7 

durch  Elimination  von  z  und  den  Differentialquotienten  von  J,  \),  5 
nach  z  aus  dem  vollen  System  der  U.  Aber  von  den  so  erhaltenen 
Invarianten  V  kommen  nur  die  in  betracht,  die  ungeändert  bleiben, 
wenn  man  an  Stelle  der  Hülfsveränderlichen  x,  y  Functionen  derselben 
als  Hülfs veränderliche  einführt.  Es  sind  also  aus  der  Reihe  aller  V 
diejenigen  auszuwählen,  die  ungeändert  bleiben  bei  jeder  Transforma- 
tion von  der  Form 

(17)        £'=£,    ^'=t),     5'=§,    x'=C^{x,y),    y=W{x,y), 
insbesondere  also  bei  jeder  infinitesimalen: 
dg  =  0,     dt)  =  0,     ds  =  0,     8x  =  <p(x,  y)dt,     dy  =  ^(ic,  y)dt. 

Wir  haben  eine  ähnliche  Betrachtung  in  §  2  des  22.  Kap.  (vgl.  die 
Formel  (8)  S.  676)  angestellt.  Wie  dort  ist  es  auch  hier  erforder- 
lich, ein  vollständiges  System  zu  integrieren,  dessen  Coefficienten  linear 
in  den  Veränderlichen  mit  constanten  Coefficienten  sind  (wie  auf 
S.  678  das  vollständige  System  Äf=0,  Bf=0,  Cf=0).  Ein 
solches  vollständiges  System  kann  bekanntlich  stets  durch  ausführbare 
Operationen  integriert  werden.  Wir  erhalten  dadurch  die  gesuchten 
Differentialinvarianten,  die  von  der  Wahl  der  Hülfsveränderlichen  x,  y 
unabhängig  sind,  denn  man  kann  zeigen,  dass  die  gefundenen  Differen- 
tialinvarianten auch  gegenüber  jeder  endlichen  Transformation  (17) 
invariant  bleiben  *).     Wir  können  nun  z.  B.  x,  y   direct    durch    j,   t) 


*)  Alle  Transformationen  (17)  bilden  eine  sogenannte  unendliche  Gruppe. 
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ersetzen  und  erhalten  alsdann  die  gesuchten  Differentialinvarianten  in 
der  Form 

also  in  der  Form,  wie  sie  in  §  5  des  22.  Kap.  auftreten. 

Man  bemerkt,  dass  sich  entsprechende  Betrachtungen  stets  an- 
stellen lassen,  und  gelangt  zu  dem 

Theorem  43:     Sobald   die  Befinitionsgleichungen   der   end- 
y^^^^^y  liehen    Transformationen    einer    (endlichen)    continuierlichen 
au^^ilnor  ^truppe    Vorliegen,    kann    man    alle    Reihen    von    Differential- 
invarianten der  Gruppe  durch  ausführbare  Opertionen  finden. 

^ru'^^en^^  Mit  Wenigen  Worten  wollen  wir  die  analoge  Theorie  bei   den  unend- 

lichen Gruppen  besprechen.  Eine  unendliche  Gruppe  ist  eine  Schar  von 
Transformationen,  die  erstens  nicht  nur  von  einer  endlichen  Anzahl  von 
Parametern,  sondern  z.  B.  auch  von  willkürlichen  Functionen  abhängt,  und 
die  zweitens  die  Gruppeneigenschaft  besitzt,  dass  stets  die  Aufeinanderfolge 
zweier  Transformationen  der  Schar  einer  einzigen  Transformation  der  Schar 
äquivalent  ist.  Insbesondere  wird  noch  vorausgesetzt,  dass  die  endlichen 
Gleichungen  der  Gruppe  durch  Differentialgleichungen,  die  Definitions- 
gleicJiungen  der  Gruppe,  definiert  seien.  Eine  genauere  Begriffsbestimmung 
findet  man  in  den  einschlägigen  Abhandlungen  von  Lie*). 

Zu  jeder  unendlichen  Gruppe  gehören  ebenfalls  mehrere  Reihen  von 
Differentialinvarianten,  die  berechnet  werden  können,  sobald  die  Definitions- 
gleichungen der  Gruppe  vorliegen. 

Auch  hier  gilt  der  wichtige  Satz,  dass  die  Zahl  der  Kriterien  für  die 
Äquivalenz  zweier  Mannigfaltigkeiten  gegenüber  der  unendlichen  Gruppe 
immer  endlich  ist.  Dieser  Satz  gilt  jedoch  nicht  für  Gruppen,  die  nicht 
durch  Differentialgleichungen  definiert  sind,  z.  B.  nicht  für  die  unendliche 
Gruppe  aller  Transformationen  von  der  Form 

wo  (p  in  beiden  Gleichungen  dieselbe  beliebige  Function  bedeutet. 

Der  Unterschied  zwischen  allgemeinen  und  singulären  Mannigfaltig- 
keiten tritt  auch  bei  den  unendlichen  durch  Differentialgleichungen  definier- 
ten Gruppen  auf.  Auch  hier  werden  die  singulären  Mannigfaltigkeiten,  die 
ihre  besondere  Invariantentheorie  besitzen,  durch  Nullsetzen  von  Deter- 
minanten gewisser  Matricen  gefunden. 

Für  allgemeine  wie  für  singulare  Mannigfaltigkeiten  drücken  sich  die 
Äquivalenzkriterien  dadurch  aus,  dass  die  Differentialinvarianten  eines  ge- 
gewissen vollen  Systems  bei  zwei  äquivalenten  Mannigfaltigkeiten  genau 
dieselben  Relationen  erfüllen  müssen. 

Auf  weitere  Ausführungen  im  Einzelnen  gehen  wir  nicht  ein.  In  dem 
oben  angekündigten  Werke  über  Differentialinvarianten  sollen  alle  diese 
Theorien  ausführlich  dargestellt  werden. 

*)  Namentlich  in  der  oben  citierten  über  ,,die  Grundlagen  für  die  Theorie 
der  unendlichen  continuierlichen  Trans formationsgruppen" . 
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Kapitel  24. 
Über  Differentialgleichungen  mit  Fnndamentallösnngen. 

Dieses  letzte  Kapitel  steht  mit  den  vorhergehenden  Kapiteln  dieser 
Abteilung  in  keinem  näheren  Zusammenhang,  sondern  behandelt  wesent- 
lich andere  Probleme,  aber  ebenfalls  Anwendungen  der  Gruppentheorie. 

In  den  „Vorlesungen  über  Differentialgleichungen  mit  bekannten 
infinitesimalen  Transformationen*'  hatten  wir  uns  die  Aufgabe  gestellt, 
zu  zeigen,  dass  sehr  viele  der  alten  classischen  Integrationsmethoden 
von  Differentialgleichungen  ihren  Ursprung  darin  haben,  dass  die  be- 
treffenden Differentialgleichungen  bekannte  iufinitesimale  Transforma- 
tionen oder  bekannte  Gruppen  von  Transformationen  gestatten.  Man 
kann  nun  einen  höheren  Standpunkt  einnehmen  und  zeigen,  dass 
andere  classische  Methoden,  die  ausserhalb  des  damaligen  Kreises  von 
Theorien  stehen,  doch  von  einem  anderen  Gesichtspunkte  aus  be- 
trachtet mit  dem  Gruppenbegriff  in  enger  Beziehung  stehen. 

Zunächst  werden  wir  nun  ein  specielles  Problem,  das  der  Integra- 
tion der  Riccati'schen  und  der  Verallgemeinerung  der  Riccati'schen  Glei- 
chung in  Zusammenhang  mit  dem  Gruppenbegriff  besprechen,  alsdann 
zu  Systemen  von  linearen  Differentialgleichungen  aufsteigen  und  zum 
Schlüsse  die  allgemeinste  Classe  von  Differentialgleichungen  bestimmen, 
die  von  dem  hier  einzunehmenden  Standpunkt  aus  mit  der  Gruppen- 
theorie in  sehr  enger  Beziehung  steht.  Es  sind  dies  die  Differential- 
gleichungen, deren  allgemeinste  Lösungen  sich  als  Functionen  einer 
Anzahl  irgend  welcher  Particularlösungen  ausdrücken  lassen. 

Wir  gelangen  dadurch  zu  einer  sehr  wichtigen  Classe  von  Differen- 
tialgleichungen. Handelt  es  sich  nämlich  um  die  Integration  eines 
vollständigen  Systems,  das  bekannte  infinitesimale  Transformationen 
zulässt,  so  erfordert  die  Lösung  dieses  Problems,  die  von  Lie  zuerst 
und  allgemein  entwickelt  worden  ist*),  die  Integration  solcher  Hülfs- 
gleichungen,  die  sämtlich  die  Form  besitzen,  auf  die  wir  hier  werden 
geführt  werden. 

Hieraus  erhellt,  dass  die  Betrachtungen  des  gegenwärtigen  letzten 
Kapitels  von  grosser  Bedeutung  für  die  Integrationstheorie  über- 
haupt sind. 

Noch  bemerken  wir,  dass  wir  die  in  den  „Vorlesungen  über 
Differentialgleichungen"  entwickelten  Theorien  hier  nicht  gebrauchen, 
also  auch  nicht  als  bekannt  voraussetzen. 


*)  Allgemeine  Untersuchungen  über  Differentialgleichungen,  die  eine  continuier- 
liche  endliche  Gruppe  gestatten.    Math.  Ann.  Bd.  25,  S.  71 — 151. 
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§  1.     Die  Riccati'sche  Differentialgleichung. 

Differ^tili-         Vorgelegt  sei  in  zwei  Veränderlichen  ra   und  z  eine  gewöhnliche 
Bleichung  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von  der  Form: 

zwischen  o  o  o 

0)  und  z.  ^ 

(1)  If  =  ^  +  ^ß>  +  G^\ 

in  der  Ä,  B,  C  Functionen  von  z  allein   bedeuten.     Wir   bezeichnen 
jede  solche  Differentialgleichung  als  eine  Hiccati' sehe  Differentialgleichung. 
*  edeu^tf  Wenn  wir  z  als   die  Zeit   deuten   und   unter   (a   die   gewöhnliche 

Punktcoordinate  auf  einer  Geraden  verstehen,  so  haben  wir  anzu- 
nehmen, dass  jeder  Punkt  (ca)  der  Geraden  mit  der  Zeit  z  seine  Lage 
auf  der  Geraden  ändert.  Die  Gleichung  (1)  sagt  aus,  dass  die  Coor- 
dinate  ca  in  dem  auf  den  Augenblick  z  folgenden  Zeitelemente  dz  den 
Zuwachs 

(2)  d(a^{A-\-B(o  +  Cco^)dz 

erfahren  soll.     Da  dies  Increment  quadratisch  in  co  ist,  so  folgt,  dass 
o^ansfor-  ^   ^^   Zeitelcmeut   dz   eine   infinitesimale  projective  Transformation  er- 
mation.   fährt    (vgl.  §  1  dcs   5.  Kap.).     Diese    infinitesimale    projective    Trans- 
formation von  oj  hat  das  Symbol: 

Uf  =  {Ä  +  Ba>  +  Ca>'^)^^- 

Alle  Punkte  der  Geraden  werden  also  während  der  Zeit  dz  projectiv 
unter  einander  vertauscht. 

Nun  sollen  A,  B,  G  Functionen  von  z  sein.  Diese  Coefficienten 
im  Symbol  Uf  ändern  sich  also  mit  der  Zeit  z.  Mithin  haben  wir 
uns  vorzustellen,  dass  die  Punkte  (co)  der  Geraden  von  Moment  zu 
Moment  in  anderer  Weise  projectiv  unter  einander  transformiert  wer- 
den, derart,  dass  sie  zur  Zeit  z  während  des  nächsten  Zeitelementes 
dz  gerade  die  infinitesimale  Transformation  Uf  erfahren. 

Die  Gleichung  (1)  integrieren,   heisst,   o   so   als  Function  von  z 

und   einer  Constanten   zu    bestimmen,   dass   -^   den   vorgeschriebenen 

Wert  erhält.  Den  gesuchten  Aasdruck  für  ra  können  wir  uns  daher 
so  entstanden  denken :  Wir  betrachten  im  Augenblicke  z  =  0  etwa 
einen  Punkt  (cJq)  der  Geraden,  führen  auf  ihn  die  von  Moment  zu 
Moment  sich  ändernde  infinitesimale  projective  Transformation  Uf  aus. 
Zur  Zeit  z  wird  er  dadurch  eine  gewisse  Lage  (o)  auf  der  Geraden 
erreichen,  die  eine  Function  von  z  und  der  beliebig  gewählten  Con- 
stanten Oq,  eben  die  gesuchte  Function  ist.  Die  Aufeinanderfolge  von 
mit    der    Zeit    veränderlichen   infinitesimalen   projectiven    Transforma- 
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tionen  ist  aber,  da  alle  projectiven  Transformationen  eine  Gruppe 
bilden,  einer  einzigen  projectiven  Transformation  äquivalent.  Das  In- 
tegrationsproblem kommt  also  darauf  hinaus,  diese  äquivalente  Trans- 
formation nach  Ablauf  der  Zeit  z  zu  bestimmen.  Wäre  die  infinite- 
simale projective  Transformation  nicht  mit  der  Zeit  veränderlich,  so 
würde  die  fortwährende  Ausübung  von  TJf  eine  eingliedrige  projective 
Gruppe  erzeugen.  Wenn  aber  A,  -B,  0  Functionen  von  «  sind,  so  ist 
dies  nicht  mehr  der  Fall. 

Dennoch  können  wir  einige  Sätze,  die  wir  früher  abgeleitet  haben, 
hier  verwerten:  Jede  endliche  projective  Transformation  von  a^  in  o 
hat,  wie  wir  wissen  (vgl.  §  2  des  1.  Kap.)  die  Form 

Mithin  hat  die  allgemeine  Lösung  der  Riccati'schen  Gleichung  (1) 
die  Form: 

und  es  würde  zur  vollständigen  Integration  darauf  ankommen,  die 
noch  unbekannten  Functionen  a,  /3,  y,  d  von  3  zu  bestimmen,  deren 
Determinante  ad  —  ßy  sicher  nicht  identisch  Null  ist. 

Legen  wir  nunmehr  0  und   co  eine  andere   geometrische  Deutung  ^  "^^  «.) 
unter,     z  sei  Abscisse  und  ca  Ordinate  in  der  Ebene.    Jede  Particular-    i^  ^^"^ 

Ebene. 

lösung  CD  =  a>(^)  der  Riccati'schen  Differentialgleichung  stellt  alsdann 
eine  Curve  in  der  Ebene  dar.  Die  Parallelen  0  =  Const.  werden  von 
allen  00^  Integralcurven  in  Funktreihen  geschnitten.  Dadurch  wird 
jedem  Funkt  (to)  auf  einer  der  Parallelen  ein  bestimmter  Punkt  ((o) 
auf  jeder  anderen  Parallelen  zugeordnet,  nämlich  der  Punkt,  in  dem 
die  durch  ersteren  gehende  Integralcurve  die  andere  Parallele  trifft. 
Alsdann  führt  die  infinitesimale  projective  Transformation  Uf  die 
Punkte  der  Ebene  in  einander  derart  über,  dass  die  Punkte  jeder  der 
Parallelen  in  die  zugeordneten  Punkte  der  benachbarten  Parallelen 
übergehen.  Diese  Transformation  der  Punktreihe  auf  einer  Parallelen 
in  die  zugeordnete  auf  der  benachbarten  ist  projectiv,  wie  aus  der 
Form  (2)  des  Incrementes  von  ra  beim  Übergang  von  0  zu  0  -\-  dz 
hervorgeht. 

Man  sieht  dies  auch  aus  der  Form  (3)  der  allgemeinen  Lösung 
von  (1).  Geben  wir  darin  0  einen  bestimmten  Wert,  so  giebt  (3)  die 
Ordinate  co  des  Punktes  der  Parallelen  (0),  der  dem  Punkte  (oq)  auf 
der  Aufangsparallelen,  d.  h.  auf  der  ra-Axe  zugeordnet  ist.  Diese 
Zuordnung  (3)  aber  ist  projectiv.     Da  bei  projectiver  Zuordnung  das 
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Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  ungeändert  bleibt,  so  folgt  also, 
dass  vier  beliebige  Integralcurven  alle  Parallelen  z  =  Const.  in  je  vier 
PunJden  schneiden,  die  sämtlich  dasselbe  Doppelverhältnis  besitzen.     Oder 

Doppeiverh. auch :    Sind   Ol,    ©2,    GJg,    CJ4   vier   Particularlösungen   der   JRiccati' sehen 

va.tticuia.r- ])iff'ßfßfifi(iJgleichung  (1),  SO  ist  ihr  Doppelverhältnis 

f  \   «1    ö>2         f»!   «04 

\  1  Z  ü  4/  ^^      ^^  jg^      ß,^ 

von  z  unabhängig,  also  eine  Constante. 

Eine  Angenommen,  es  sei  eine  Particularlösung  co  =  u  von  (1)  bekannt. 

lösung    Alsdann   kennen   wir    eine    Integralcurve    a  =  u(z).     Von   ienen    oo^ 

bekannt.  ^  *=■  ^  ^  »• 

einander  projectiv  zugeordneten  Punktreihen  auf  den  Geraden  ^  =  Const. 
w^issen  wir  dann  das  Eine,  dass  die  Punkte,  in  denen  die  bekannte 
Curve  die  Parallelen  trifft,  einander  zugeordnet  sind.  Diese  Punkte 
lassen  sich  nun  sämtlich  durch  eine  geeignete  auf  jeder  der  Parallelen 
projective  Coordinatenänderung,  bei  der  z  ungeändert  bleibt,  in  das 
Unendlichferne  verlegen,  nämlich  durch  diese: 

(4)  (o'=^—, 

denn  für  a  =  u  giebt  sie  «o'^  c».  Führt  man  diese  neue  Veränder- 
liche cj'  statt  (o  ein,  ohne  z  zu  ändern,  so  wird  die  Zuordnung  der 
Punkte  auf  den  Geraden  z  =  Const.  nach  wie  vor  projectiv  sein,  da 
die  Coordinatenänderung  (4)  auf  jeder  dieser  Geraden  projectiv  ist. 
Es  wird  also  an  die  Stelle  von  (1)  wieder  eine  Differentialgleichung 
zwischen  a  und  z  treten,  deren  Integralcurven  die  Parallelen  z  =  Const. 
wieder  in  projectiven  Punktreihen  schneiden.  Aber  bei  diesen  Punkt- 
reihen wird  jetzt  das  Unendlichferne  auf  allen  Geraden  z  =  Const.  sich 
entsprechen.  Es  liegen  also  nur  noch  lineare  Transformationen  vor. 
Die  Zuordnung  der  Punkte  einer  Geraden  z  =  Const.  zu  denen  der 
benachbarten  wird  also  durch  eine  infinitesimale  in  co'  lineare  Trans- 
formation 

ür=iKz)  +  ii{z)a>')^ 

vermittelt  (vgl.  §  1  des  5.  Kap.).  Durch  Einführung  von  o'  geht 
demnach  die  Riccati'sche  Differentialgleichung  (1)  in  eine  von  der  be- 
sonderen Form 

(5)  ^'  =  AW  +  p«a,' 

Zurück- 

führmiK  auf  Über,    also  in  eine  lineare  Differentialgleichung,    die    man   bekanntlich 
Diffgi.    durch  zwei  successive  Quadraturen  integriert. 
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Dies    Ergebnis    können   wir   rechnerisch    verificieren,    denn    nach 
(4)  ist 

dm   1  Idm         dwX 

dz  (co  —  uY  \dz         dz) 

Nach  Voraussetzung  soll  cj  die  Gleichung  (1)  erfüllen  und   insbeson- 
dere M  Particularlösung  von  (1),  also 


sein,  sodass  kommt: 
d(ä 
dz        dz 


^  =  A  +  Bu  +  W 


■*"_^  =  B(„_„)  +  C(o^_«^). 


Mithin  wird 

dm' 

de 

-B(o 

—  Cra  (ö 

+  «). 

Da 

nun 

CO  = 

'    m 

ist, 

so  erhalten 

wir 

schliesslich 

dm' 

dz  ~ 

—  C- 

-{B+2 

uC)a, 

also  die  erwartete  lineare  Differentialgleichung  zwischen  o'  und  s. 
Wir  formulieren  somit  den  —  längst  bekannten  — 
Satz  1:     Kennt  man   von   einer  Riccati'schen   Differentialgleichung 

eine  Particularlösung,   so  findet  man  die  allgemeine  Lösung  durch  zwei 

successive  Quadraturen. 

Nehmen  wir   an,   es   seien  swei  Particularlösungen  u  und  v   der     z^ei 
Riccati'schen  Gleichung  (1)  heJcannt.     Alsdann  kennen  wir  von  der  oben  losungen 
besprochenen  projectiveu  Zuordnung  der  Punkte  der  Geraden  z  =  Const. 
das  Eine,  dass  gewisse  Punktepaare  auf  allen.  Geraden  z  =  Const  ein- 
ander entsprechen.     Es  sind  dies   die  Punktepaare,  die  von   den  Inte- 
gralcurven  (o  =  u(0),  ai  =  v{z)  auf  den  Geraden  ausgeschnitten  werden. 
Wir  wählen  nun  auf  jeder  Geraden  z  =  Const.  eine  neue  Coordinate 
o'  so,  dass  ©'=00  jedesmal  den  einen  und  o'=  0  jedesmal  den  an- 
deren dieser  beiden  Punkte  darstellt,   und   zwar  können  wir  dies  be- 
kanntlich durch*  eine  auf  jeder  Geraden  projective  Coordinatenänderung 
erreichen  (nach  §  1  des  5.  Kap.,  S.  125).     Auf  allen  Geraden  gleich- 
zeitig erreichen  wir  es,  wenn  wir 
ra.\  ,       m  —  V 

^     '  00   —  M 

setzen.  Denn  für  ro  =  w  wird  cd' =  oo,  für  (o  =  v  wird  (o'=  0. 
Durch  Einführung  dieser  neuen  Veränderlichen  w'  geht  aus  der 
Riccati'schen  Gleichung  (1)   eine   neue  Differentialgleichung   zwischen 

Lie,  Continnierliche  Gruppen.  49 
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to  und  z  hervor,  deren  Integralcurven  in  der  (o',  £;) -Ebene  alle  Ge- 
raden z  =  Const.  in  projectiven  Punktreihen  schneiden,  bei  denen  die 
unendlichfernen  Punkte  einander  sowie  die  Schnittpunkte  mit  der  Axe 
cö'=  0  einander  entsprechen.  Hier  tritt  also  an  die  Stelle  des  Sym- 
bols Uf  dieses  (vgl.  §  1  des  5.  Kap.): 


Vermöge  (6)  geht  mithin  die  Riccati'sche  Differentialgleichung  in  eine 
tübTuu'   ^^**^^^ß  homogene 

dz 


auf  eine  CTM    » f  \      t 

lin.  homog.  "JT  =  ^\S)0> 


Drei 


DifCgl 

Über,  deren  Integration  bekanntlich  nur  noch  eine  Quadratur  verlangt. 
Wir  überlassen  es  dem  Leser,  durch  Einführung  von  ra'  vermöge  (6) 
die  Gleichung  (1)  in  eine  lineare  homogene  zwischen  w'  und  z  um- 
zuwandeln, und  formulieren  nur  das  —  längst  bekannte  —  Ergebnis: 
Satz  2:  Kennt  man  von  einer  Riccati' sehen  Differentialgleichung 
zwei  ParticularlÖsungen,  so  findet  m>an  die  allgemeine  Lösung  durch  eine 
Quadratur. 
Particuiar-  'S^**^^  cndUch  drei  ParticularlÖsungen  u,  v,  w  von  (1)  belcannt,  so 
bekannt!  kenucu  wir  die  Zuordnung  gewisser  Punktetripel  auf  den  Geraden 
z  =  Const.  Da  eine  projective  Transformation  völlig  bestimmt  ist,  so- 
bald drei  gegebenen  Punkten  drei  andere  gegebene  Punkte  entsprechen 
(siehe  Satz  1,  §  1  des  5.  Kap.),  so  ist  in  diesem  Falle  die  ganze  pro- 
jective Zuordnung  bekannt,  d.  h.  alle  Integralcurven  ergeben  sich  ohne 
Quadratur.  In  der  That,  wenn  a  die  allgemeine  Lösung  ist,  so  ist 
nach  dem  Früheren 

CO  —  u     w  —  u        ^        . 

:  =  Const. 

oa  --  V      w  —  V 

und  hieraus  lässt  sich  co  sofort  berechnen.     Also  gilt  der  bekannte 

Satz  3:  Kennt  man  von  einer  Piccati' sehen  Differentialgleichung 
drei  ParticularlÖsungen,  so  findet  man  die  allgemeine  Lösung  ohne  jede 
Quadratur. 

Unsere  begrifflichen  Darlegungen  zeigen,  dass  der  innere  Grund 
für  die  Sätze  1,  2,  3  darin  liegt,  dass  die  Riccati'sche  Differential- 
gleichung projective  Zuordnungen  zwischen  den  Punktreihen  auf  den 
Geraden  z  =  Const.  herstellt.    Umgekehrt  ist  jede  Differentialgleichung 

d(o  ,        ^ 

Tz  =  ^-C«,  ^), 

deren   Integralcurven    die    Geraden   z  =  Const.    der   {py   ^?)-Ebene   in 
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projectiven  Punktreihen  schneiden,  eine  Riccati'sche,  denn  es  muss  das 

Increment 

doj  =  cpici,  z)dz 

für  m  projectiv,  d.  h.  g?  eine  ganze  Function  zweiten  Grades  in  o  sein, 
deren  Coefficienten  noch  z  enthalten  können.  Wir  sprechen  dies  so 
aus  *) : 

Satz  4:  Liegt  eine  continuirliche  Schar  von  oo^  einfach  ausgedehnten -^^^semeiner 
Mannigfaltigiceiten   vor,  deren   Elemente  projectiv   auf  einander   hezogen'^^'^^^^'^'^^^ 
sind,  so  findet  man  die  oo^  Mannigfaltigiceiten,  die  von  einander  ziigeord- 
neten  Elementen   erzeugt  werden,   durch   Integration   einer   Riccati' sehen 
Differentialgleichung. 

1.  Beispiel:  Je  vier  Orthogonalcurven  der  Geraden  einer  abwickel-  Beispiele. 
baren  Fläche  schneiden  bekanntlich  auf  allen  Geraden  Punkte  mit 
demselben  Doppelverhältnis  aus.  Die  Orthogonalcurven  stellen  also 
projective  Beziehungen  zwischen  den  Punkten  aller  Geraden  der  Fläche 
her,  werden  daher  durch  eine  Riccati'sche  Differentialgleichung  be- 
stimmt. 

3.  Beispiel:  Ist  auf  einer  Fläche  eine  Schar  von  cx)^  geodätischen 
Linien  bekannt,  so  weiss  man,  dass  je  zwei  ihrer  Orthogonalcurven 
auf  allen  oo^  Linien  gleichlange  Bogen  abschneiden.  Bezeichnen  wir 
die  Bogenlänge  auf  den  geodätischen  Linien  mit  «,  so  werden  durch 
die  Orthogonalcurven  solche  Zuordnungen  der  Punkte  (o»)  der  geodä- 
tischen Linien  hergestellt,  dass  sie  die  Form  ca'=  co  -\-  Const.  erhalten. 
Die  oo^  Orthogonalcurven  werden  daher  durch  sine  Riccati'sche  Glei- 
chung (1)  bestimmt,  bei  der  das  Symbol  Uf  die  Translation  in  ca  ist, 
sodass  die  Differentialgleichung  die  Form  hat 

dco  .  . 

Eine  .Quadratur  giebt  also  die  gesuchten  Curven**).  Ist  insbesondere 
eine  Orthogonalcurve  schon  bekannt,  so  findet  man  alle  ohne  jede 
Quadratur. 

3.  Beispiel:  Die  oo^  krummen  Haupttangentencurven  einer  Regel- 
fläche   schneiden   die  Geraden    der   Fläche    bekanntlich    in    constanten 


*)  So  Tiel  wir  wissen,  kommt  diesei*  Satz  zuerst  bei  Bonnet  vor,  erst 
später  bei  Clebsch.  Darboux  hat  zuerst  die  Idee  gehabt,  die  Betrachtungen 
auf  n  Dimensionen  auszudehnen;  er  hat  sich  aber  darauf  beschränkt,  nur  einige 
darauf  bezügliche  Sätze  abzuleiten.    (Siehe  Comptes  Rendus  1880.) 

**)  Von  Interesse  ist  es  übrigens,  zu  bemerken,  dass  man  dieses  Ergebniss 
auch  durch  eine  ganz  andere  Betrachtung  durch  Aufsuchung  des  Integrabilitäts- 
factors  bestimmen  kann. 

49* 
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Doppelverhältnissen.  Daher  werden  sie  durch  eine  Riccati'sche  Diffe- 
rentialgleichung bestimmt*).  —  Wenn  man  insbesondere  eine  Regel- 
fläche dadurch  herstellt,  dass  man  durch  die  Punkte  einer  Raumcurve 
nach  irgend  einem  Gesetze  Geraden  in  den  zugehörigen  Schmiegungs- 
ebenen  zieht,  so  besitzt  die  Regelfläche  die  Raumcurve  zur  Haupt- 
tangentencurve.  Daher  sind  alle  Haupttangentencurven  nach  Satz  1 
durch  zwei  successive  Quadraturen  zu  bestimmen. 


§  2.    System  von  zwei  linearen  Differeutialgleichxmgen. 
System  von  ^[j.  -wollen  nun    die  Riccati'sche    Gleichung  (1)  auf  ein   System 

zwei  lin.  o     \    /  i^ 

hom.Diffgin.^^^  ^^gi  simultanen  linearen  homogenen  Differentialgleichungen   zurück- 
führen.   Zu  diesem  Zweck  führen  wir  zwei  Veränderliche  x  und  y  ein, 


indem  wir 


X 


setzen  und  uns  im  Übrigen  die  Verfügung  über  x  und  y,  die  wir  wie 
CO  als  Functionen  von  g  auffassen,  vorbehalten.     Es  ist 

ndm  dy  dx 

dz  dz        '^  dz 

also  nach  (1): 

oder,  wenn  wir  unter  X{ß)  eine  willkürlich  gewählte  Function  von  z 
verstehen: 

x{^-Ax-Xy)-y{^  +  {B-X)x+Cy)  =  0. 

Da  nun  das  Verhältnis  von  y  und  x  einer  Function  a}{ß)  gleichgesetzt 
war,  so  können  wir  unter  x  eine  beliebige  Function  von  z  verstehen, 
insbesondere  eine,  welche  die  zweite  Klammer  in  der  letzten  Gleichung 
zum  Verschwinden  bringt.  Dann  muss  notwendig  die  andere  Klammer 
auch  Null  sein.     Es   giebt  demnach  zwei  Functionen  x  und  y  von  e, 

deren  Verhältniss   —  die  Riccati'sche  Differentialgleichung  (1)   erfüllt, 

und  die  selbst  den  beiden  Differentialgleichungen  genügen: 


(7) 


ff=  Ax    -f  Ay. 


*)  Zuerst  von  Bonn  et  ausgesprochen. 
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Wenn  x  und  y  dieses  simultane  System  erfüllen,  so  ist  oj  ^  —  eine 
Lösung  der  Riccati'schen  Gleichung  (1). 

Diese  —  übrigens  längst  bekannte  —  Ersetzung  der  Riccati'schen 
Differentialgleichung  (1)  durch  das  simultane  System  (7)  kommt  im 
wesentlichen  darauf  hinaus,  dass  die  eine  Veränderliche  o  durch  zwei 
homogene  Veränderliche  x,  y  ersetzt  worden  ist.  Ist  a^i,  y^  ein  parti- 
culares  Lösungensystem  von  (7),  so  ist  auch  cx^,  cy^  ein  solches, 
wenn  c  irgend  eine  Constante  bedeutet.     Sind  x-^,  y^  und  x^,  y^  zwei 

Particularsysteme,  sodass  —  und  —  sich  nicht  auf  dieselbe  Constante 
reducieren,  so  ist: 

x  =  c^x^-\-c^x^,    y  =  c^y^ -{- c^y^ 

das  allgemeine  Lösungensystem,  denn  es  enthält  zwei  wesentliche  will- 
kürliche Constanten  c^ ,  C2 .     Alsdann  ist 

CO  =  ^1^1  +  ^^y«  =  i/i  +  ^Vi 

die  allgemeine  Lösung  der  Riccati'schen  Gleichung.  Sind  Xj^,X2,z^,x^ 
vier  Werte  der  Constanten,  zu  denen  die  Lösungen  ca^,  cog,  Og,  a»^ 
gehören,  so  ist  offenbar: 

also  constant,  was  wir  früher  anders  bewiesen  haben. 

Wir  wenden   uns    zur   geometrischen  Deutung   des  Systems  (7),    Geom. 
das  wir  von  jetzt  ab  so  schreiben  wollen:  d  Systems. 

(8)  '£  =  ax  +  ßy,     it^yx  +  Sy.^ 

Hierin  bedeuten  a,  /3,  y,  8  gewisse  Functionen  von  z  allein. 

Es  mögen  x,  y,  0  gewöhnliche  Punktcoordinaten  im  Räume  sein. 
Alsdann  stellt  jedes  Lösungensystem 

(9)  x  =  x^{8),    y=^y,{ß) 

von  (8)  eine  Curve  in  diesem  Räume  dar.     Wir  nennen  sie  eine  In-  integrai- 

^    ^  curvo. 

tegralcurve.     Deren  giebt  es  insgesammt  00^: 

(10)  x  =  c^Xi-}-c.^x2,    y  ==  c^yi-V  c^y%' 

Die  00*  Curven  werden  die  Ebene  8  ==  ZqId.  ihren  00^  Punkten,  ebenso 
eine  allgemeine  Ebene  z  =  Const.  in  ihren  00^  Punkten  schneiden. 
Sie  stellen  mithin  eine  Zuordnung  der  Punkte  dieser  beiden  Ebenen  zu 
einander  her.  Um  ihren  Ausdruck  zu  finden,  wollen  wir  annehmen,  die 
particularen  Lösungen  x^,  y^  und  x^,  y^  nehmen  für  8  =  8q  die  Werte 
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^i^>  Vi     ^^^   ^-J^)  2/2"    ^^'     Auch    soll    (a;",  y^)   der    Schnittpunkt    der 
Ebene  0  =  gf^  mit  der  Curve  (10)  sein.     Wenn  wir  dann  aus 

die  Werte  von  c^  und  Cg  berechnen  und  in  (10)  einsetzen,  so  erhalten 
wir  X  und  y  offenbar  ausgedrückt  in  der  Form: 

X  =  X(z)x^  +  fi{z)if,     y  =  9(^)^7«  +  <?(^)/. 

Hiermit  ist  der  dem  Punkte  {x^,  y^)  der  Ebene  z  =  s^  entsprechende 

Punkt   {x,  y)    der   allgemeinen  Ebene   (s)    bestimmt.     Die    Zuordnung 

Lin.  hom.  zwischcn  dcu  Punkten  beider  Ebenen  ist  nach  (10)  eine  lineare  homo- 

Trf.  ^       ' 

gene  Transformation.  Hieraus  folgt:  Alle  Integralcurven,  die  von  den 
Punkten  einer  Geraden  der  Ebene  z  =  z^  ausgehen,  treffen  jede  Ebene 
z  =  Const.  in  einer  Geradeti.  Diese  00^  Integralcurven  erzeugen  also 
Begeifläche  eine  Regelfläche,  deren  Geraden  in  den  Ebenen  z  =  Const.  liegen.  Wir 
curven.  ncnncn  sie  eine  integrierende  Regelfläche.  Da  ferner  bei  einer  linearen 
homogenen  Transformation  in  x,  y  das  Wertepaar  x  =  y  =  0  invariant 
bleibt,  so  ist  die  ^-Axe  selbst  Integralcurve.  Da  endlich  bei  linearer 
homogener  .Transformation  das  Unendlichferne  sich  entspricht  und 
da  alle  Ebenen  z  ==  Const.  eine  unendlichferne  Gerade  gemein  haben, 
so  können  wir  noch  sagen:  Die  unendlichferne  Gerade  der  Ebene 
0  =  Const.  ist  Integralcurve.  Sie  gehört  übrigens  allen  00^  oben  er- 
wähnten Regelflächen  an,  da  jede  Gerade  einer  dieser  Flächen  die 
unendlichferne  Gerade  der  Ebene  z  =  Const.  schneidet.  Alle  In- 
tegralcurven, die  von  den  Punkten  eines  Kegelschnittes  der  Ebene 
z  ==  Zq  ausgehen,  treffen  jede  Ebene  z  =  Const.  in  den  Punkten  eines 
Kegelschnittes,  denn  bei  jeder  projectiven  Transformation  geht  Kegel- 
schnitt in  Kegelschnitt  über,  u.  s.  \k. 

Angenommen,  wir  kennten  alle  erwähnten  00^  Regelflächen,  so 
sind  uns  natürlich  alle  ihre  Schnittcurven ,  d.  h.  alle  Integralcurven 
bekannt.  Dies  ist  auch  dann  noch  der  Fall,  wenn  wir  nur  00^  Regel- 
flächen kennen,  die  nicht  jede  Ebene  z  =  Const.  nur  in  einem  Strahlen- 
büschel schneiden.  Denn  die  cx>^  Geraden  dieser  Regelflächen  in  der 
Ebene  z  =  Const.  werden  sich  je  00^  Punkten  treffen,  die  Schnitt- 
linien der  00^  Regelflächen  sind  demnach  alle  00^  Integralcurven. 
Kennen  wir  c»^  Regelflächen,  die  jede  Ebene  z  =  Const.  in  einem 
Strahlenbüschel  schneiden,  die  also  nur  eine  Curve  gemein  haben,  so 
können  wir  auch  dann  noch  die  in  ihnen  gelegenen  Integralcurven, 
also  alle  00^  Integralcurven,  und  zwar  durch  Quadratur,  bestimmen. 

Fassen  wir  nämlich  eine  dieser  Regelflächen  ins  Auge.  Sie  wird 
die  Ebene  z  =  Zq  in  einer  Geraden  gQ,  die  Ebene  ;s;  =  Const.  all- 
gemein in  einer  Geraden  g  schneiden.     Die  00^  Punkte  der  Geraden  g 
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sind  denen  der  Geraden  Qq  vermöge  der  in  der  Fläche  verlaufenden 
Integralcurven  projeetiv  zugeordnet.  Mithin  bestimmen  sich  die  oo^ 
Integralcurven  in  der  Fläche  durch  eine  Riccati'sche  Gleichung,  nach 
Satz  4  des  §  1.  Es  sind  uns  aber  schon  zwei  dieser  Curven  bekannt, 
nämlich  einmal  die  unendlichferne  Gerade  aller  Ebenen  8  =  Const. 
und  dann  die  allen  oo'  Regelflächen  gemeinsame  Curve.  Nach  Satz  2 
des  §  1  finden  wir  also  alle  oo^  Curven  durch  eine  Quadratur. 

Wir    wollen    nun    insbesondere    die    oo^  Regelflächen   bestimmen,  ^gg^^^^j^''^" 
welche  die  0-Axe  enthalten,  die  ia  Integralcurve  ist.  ^^^1^  ^■ 

Bekanntlich  geht  aus  dem  simultanen  System  (8)  die  ursprüng- 
liche Riccati'sche  Gleichung  wieder  hervor,  wenn  man  die  Differential- 
gleichung für  die  Function 

y 

G)  =  — 

X 

aufstellt.  Deuten  wir  dies  geometrisch:  In  der  Ebene  z  =  Zq  legen 
wir  durch  die  5-Axe  eine  Gerade,  deren  Winkel  mit  der  a;-Axe  die 
Tangente  Gi{z^  habe.  Dadurch  wird  dann  auch  in  jeder  Ebene 
z  =  Const.  die  zugeordnete  Gerade  durch  die  z-  Axe  festgelegt,  deren 
Winkel  mit  der  iC-Axe  die  Tangente  Gi{z)  hat.  Alle  diese  Geraden 
bilden  eine  Regelfläche  von  Integralcurven.  a>  und  z  lassen  sich  als 
die  Coordinaten  dieser  Geraden  auffassen. 

Die  Integration  der  ursprünglichen  Riccati'schen  Gleichung  kommt 
also  factisch  darauf  hinaus,  alle  die  ;2;-Axe  enthaltenden  von  Inte- 
gralcurven des  Systems  (8)  gebildeten  Regelflächen  zu  finden.  Die 
vollständige  Integration  des  Systems  (8)  verlangt  alsdann,  wie  wir 
bemerkten,  noch  eine  Quadratur  (mit  einer  willkürlichen  Constanten 
im  Differential),  um  die  Integralcurven  in  einer  solchen  Regelfläche 
zu  bestimmen.  Die  Riccati'sche  Gleichung  ersetzt  also  nicht  vollstän- 
dig das  simultane  System  (8).  Wir  erkennen  dies  auch  daraus,  dass 
bei  seiner  Bildung  eine  ganz  willkürlich  wählbare  Function  l{z)  auf- 
trat.    Die  zum   Systeme    (8)  gehörige   Riccati'sche  Gleichung    ergiebt 

sich  übrigens  wegen: 

d(o  xdy  —  ydx 

dz  x^dz 

in  der  Gestalt: 
(11)  ^  =  y  +  (d_«)a,_^a,^ 

Dass  die  Differentialgleichung  für  die  Regelflächen,  welche  die 
^f-Axe  enthalten,  gerade  eine  Riccati'sche  sein  muss,  ist  auch  begriff- 
lich zu  erklären:  Fassen  wir  in  allen  oo^  Ebenen  z=  Const.  alle  oo^ 
Strahlenbüschel  ins  Auge,  die  von  der  ;?-Axe  ausgehen.  Ihre  Strahlen 
sind  einander  durch  das  System  (8)  wegen  (10)  projeetiv  zugeordnet. 
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ZusammeDgeliörige  Strahlen  bilden  eine  der  fraglichen  Regelflächen. 
Nach  Satz  4  des  §  1  bestimmen  sie  sich  aus  einer  Riccati'schen  Gleichung. 

zwef  "iJ*  Betrachten  wir  jetzt  das  nicht  homogene,  aber  doch  lineare  System : 

bj  =  «^  +  ^^2/ +  ^, 
(12)  , 

r£-y^  +  sy  +  ^> 

in  dem  a,  ß,  y,  d,  f},  &•  gegebene  Functionen  von  0  bedeuten.  Dies 
System  wird  durch  oo^  Integralcurven  im  Räume  {x,  y,  z)  integrirt. 
Die  Integralcurve,  welche  die  Ebene  ^;  =  ^^^  im  Punkte  {x^,  y^)  schneidet, 
treffe  die  allgemeine  Ebene  0  =  Const.  im  Punkte  (x,  y).  Dadurch 
wird  eine  Zuordnung  der  Punkte  der  Ebene  s  =  Const.  zu  denen  der 
Ebene  8  =  Sq  hergestellt.  Die  Art  dieser  Zuordnung  erkennt  man 
sofort.  Die  Integralcurve  geht  nämlich  dadurch  hervor,  dass  man 
beständig  auf  den  Punkt  (x,  y,  z)  eine  infinitesimale  Transformation 
ausübt,  bei  der  die  Coordinaten  a;,  y  die  Incremente 

dx  =  {ax  +  /3«/  -}-  ^1)0,0,     dy  =  {yx  +  ^^  +  ^^dz 

erfahren,  wenn  z  das  Increment  dz  erhält.  Von  Ebene  zu  Ebene 
werden  sich  diese  Incremente  ändern,  da  z  variiert.  Aber  immer  liegt 
eine  infinitesimale  lineare  Transformation  in  x^  y  vor.  Wenn  man 
aber  unendlich  viele  infinitesimale  Transformationen  der  linearen  Gruppe 
in  Xj  y  ausübt,  so  ist  das  Ergebnis  einer  einzigen  Transformation 
der  linearen  Gruppe,  also  wieder  einer  linearen  Transformation  in  a;,  y 
äquivalent.  Mithin  drücken  sich  die  Coordinaten  x,  y  des  Punktes,  in 
dem  die  durch  den  Punkt  {xP,  y^)  der  Ebene  z  =  Zq  gehende  Integral- 
curve die  Ebene  (z)  schneidet,  in  der  Weise  aus: 

x=^QX^  -{-  6y^  +  r,     y  =  (px^  -}-  il>f  +  X' 

Dabei  aber  sind  die  Coefficienten  q,  <?,  t,  qp,  ip,  %  gewisse  uns  un- 
bekannte Functionen  von  z. 

Man  sieht,  auch  jetzt  sind  die  Beziehungen  zwischen  den  Punkten 
der  Ebenen  z  =  Const.  lineare,  aber  nicht  mehr  homogene.  Es  ist 
also  wieder  die  unendlichferne  Gerade  der  Ebenen  ;?  =  Const.  eine 
Integralcurve,  nicht  aber  die  ^-Axe.  Wieder  erzeugen  alle  Integral- 
curven, die  von  den  Punkten  einer  Geraden  in  der  Ebene  z  =  Zq  aus- 
gehen, eine  RegelfläcJie.  Kennen  wir  00*  dieser  Regelflächen,  die  sich 
nicht  nur  in  einer  Curve  schneiden,  so  kennen  wir  alle  00*  Integral- 
curven als  ihre  Schnittlinien, 
deriutegrio-         Eine  solche  Regelfläche  können  wir  uns  in  der  Form  geschrieben 

rendeu       ,       . 

Begoifläcb.  denken 
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(13)  y  =  ?.x-\-v, 

in  der  A  und  v  noch  unbekannte  Functionen  von  0  sind.     Es  folgt 
hieraus  durch  Differentiation  nach  s: 

dy        .  dx  dX        dv  -. 

dz  dz  dz        dz 

Tragen  wir  hier  die  Werte  (12)  ein,  so  erhalten  wir: 

ya;  +  dl/  +  ^  -  X{ax  +  ßy -{- ri)  —  x -^  — ~  ==  0. 

(13)  ist  eine  von  Integralcurven  gebildete  Regelfläche,  sobald  die  letzte 
Gleichung  vermöge  (13)  identisch  besteht,  d.  h.  sobald 

y_ccX-~       8-ßl       9-nX  —  ^ 

'  dz  ^  'dz 


—  X 


ist.     Dies  aber  sind  für  A,  v  die  beiden  Differentialgleichungen: 
(14) 


l!==y  +  (^-«)^-^^S 


dz 

T-=='0"  —  riX  -\-  8v  —  ßXv . 


Hat  man  ^es  simultane  System  integriert,  so  sind  auch  unsere  Regel- 
flächen (13)  und  damit  auch  alle  Integralcurven  von  (12)  gefunden. 
Insbesondere  ist  nun  die  erste  Gleichung  (14)  eine  Ricca titsche  in 
X  und  0^.  Ist  sie  integriert,  so  setzen  wir  den  Wert  von  X  in  die 
zweite  Gleichung  (14)  ein  und  erhalten  dadurch  eine  lineare  Gleichung 
in  V  und  z,  deren  Integration  zwei  successive  Quadraturen  erfordert 
Die  Integration  des  simultanen  linearen  Systems  (12)-  ist  also  auf  die 
Integration  einer  Biccati'schen  Gleichung  und  8wei  successive  Quadraturen 
mrüclcmführen. 

Die  soeben  benutzte  Reduction  rührt  von  d'Alembert  her.     Ihr  Boanotion 

Ton 

innerer    Grund    ist    dieser.      Die    unendlich  ferne    Gerade    der   Ebenen  d'Aiembert, 
0  ==  Const.    ist   gemeinsame    Integralcurve.     Da   in  jeder   Ebene    die 
unendlichfernen  Punkte  als  die  Richtungen  der  Geraden 

y  =  Xx  -\-  V 

charakterisiert  werden  können,  diese  aber  durch  X  bestimmt  werden, 
so  folgt:  Die  00^  Richtungen  X  in  jeder  Ebene  2  =  Const.  sind  auf 
die  in  der  Ebene  s  =  0q  projectiv  bezogen.  Man  findet  demnach  nach 
Satz  4  des  §  1  alle  einander  zugeordneten  durch  Integration  einer 
Riccati'schen  Gleichung.     Es  ist  das  die  erste  Gleichung  (14). 
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§  3.      VerallgemeineruDg  der  Riccati'schen  Differentialgleichung, 
System  von  drei  linearen  homogenen  Differentialgleichungen. 

Es  liegt  eine  weitere  Verallgemeinerung  des  Systems  (12)  äusserst 
nahe.  Anstatt  nämlich  wie  dort  den  Grössen  dx,  dy  die  Form  der 
Incremente  von  x,  y  bei  einer  infinitesimalen  linearen  Transformation 
zu  geben,  erteilen  wir  ihnen  die  Form  der  Incremente  bei  einer  in- 
finitesimalen projectiven  Transformation  überhaupt.  Wir  betrachten 
also  das  simultane  System: 


(15) 


^^=A  +  Cx-irI)y  +  Hx^  +  Kxy, 

dy 


dz 


=  B-{-Ex-\-Gy-\-  Hxy  +  Ky\ 


in  dem  A,  B,  C,  D,  E,  G,  H,  K  gegebene  Functionen  von  8  dar- 
stellen sollen. 

J^'iuccatT-'  ^^^  nennen   jedes    derartige   System    eine    Verallgemeinerung   der 

gehen  ^i&giUiccati' sehen  Differentialgleichung, 

Zunächst  wollen  wir  einmal  wieder  0  als  Zeit,  x,y  als  Funktcoor- 
dinaten  in  der  Ebene  deuten.  Alsdann  stellen  die  Gleichungen  (15) 
eine  infinitesimale  projective  Transformation 

üf=(A  +  Cx  +  Dy  +  Hx'-hKxy)^  + 
+  (B  +  Ex  +  Gy  +  Hxy  +  Kf)  ^ 

dar,  die  vom  Moment  0  an  im  nächsten  Zeitelement  ds  auf  die  Punkte 
der  (ic, «/) -Ebene  ausgeführt  wird.  Ein  Punkt,  der  zu  einem  bestimm- 
ten Anfangsaugenblick  0  =  0q  etwa  die  Lage  {Xq^  y^  hat,  wird  durch 
die  continuierliche  Ausführung  solcher  mit  der  Zeit  0  veränderlicher 
infinitesimaler  projectiver  Transformationen  üf  im  Verlaufe  der  Zeit 
0  in  eine  Lage  {x,  y)  gebracht.  Die  Gleichungen  (15)  integrieren, 
heisst,  diese  Lage  {x,  y)  durch  Xq,  y^  und  0  ausdrücken.  Da  die  Auf- 
einanderfolge einer  Reihe  von  projectiven  Transformationen  einer  eben- 
falls projectiven  Transformation  äquivalent  ist,  so  folgt,  dass  sich  x,  y 
linear  gebrochen  durch  Xq,  y^  ausdrücken  werden.  Das  allgemeine 
Lösungensystem  von  (15)  hat  somit  die  Form: 

_  A,x^  +  ^1^0  +  fi       ,,  ^  ^a^o  -H-Bayo  +  fi 
'^~  A,x,-\-B,y,  +  C,^      y        A,x,  -\- B,y, -Y  C,' 

in  der  die  A,  B,  C  noch  unbekannte  Functionen  von  0  sind.  Xq,  y^ 
spielen  die  Rolle  der  Integrationsconstanten. 
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Deuten  wir  nunmehr  x,  y,  z  als  gewöhnliche  Punktcoordinaten 
im  Räume,  so  stellen  diese  Gleichungen,  wenn  man  x^j  t/o  in  ihnen 
bestimmt  wählt,  sodass  sie  ein  particulares  Lösuugensystem  repräsen- 
tieren, eine  Curve  im  Räume,   eine  Integralciirve  dar,  die  vom  Punkte  integrai- 

'  '  i'  '  curre. 

{Xq,  yo)  der  Ebene  s  =  Zq  ausgeht,  Alle  oo^  Integralcurven  schneiden 
die  Ebenen  z  =  Const.  in  allen  ihren  Punkten  und  stellen  also  Zuord- 
nungen zwischen  den  Punkten  dieser  Ebenen  her.  Die  Form  der 
letzten  Gleichungen  zeigt,  dass  diese  Zuordnungen  projectiv  sind. 

Auch  jetzt  bilden,  da  hiernach  jeder  Geraden  der  Ebene  z  =  Zq 
eine  Gerade  jeder  der  Ebenen  z  =  Const.  entspricht,  alle  Integral- 
curven, die  von  den  Punkten  einer  Geraden  der  Ebene  z  =  Zq  aus- 
gehen, eine  integrierende  Regelfläche,  die  jede  Ebene  z  =  Const.  in  einer  i^^egne- 
Geraden  schneidet.  Es  wird  aber  jetzt  —  sobald  in  (15)  die  Functionen  i'egeifläche. 
H  und  K  nicht  beide  identisch  verschwinden  —  die  unendlichferne  Gerade 
der  Ebenen  z  =  Const.  nicht  mehr  als  Integralcurve  aufzufassen  sein, 
denn  bei  einer  allgemeinen  projectiven  Tratisformation  entspricht  die 
unendlichferne  Gerade  nicht  sich  selbst. 

Wenn    eine    integrierende    Begelfläche    von    vornherein    heJcannt  ist,^^^ci^^Bei' 
etwa  diese:  bekannt. 

y  =  Xx-{-v, 

bei  der  A,  v  bekannte  Functionen  von  z  sind,  so  können  wir  das 
jetzige  System  (15)  auf  ein  lineares  zurückführen.  Alsdann  nämlich 
sind  die  Geraden 

y  —  kx  —  V  =  0 

der  Ebenen  z  =  Const.  einander  vermöge  der  infinitesimalen  projec- 
tiven Transformationen  üf  zugeordnet.  Durch  geeignete  projective 
Coordinatenänderung  in  jeder  der  Ebenen  können  wir  diese  Gerade 
ins  UnendlJchferne  verlegen.    Eine  solche  Coordinatenänderung  ist  diese: 


X  = -. ,     y 


Xx *'        "^  «/  —  Xx V 

Führen  wir  also  statt  x,  y  diese  Veränderlichen  x ,  y  in  das  System 
(15)  ein,  so  muss  bei  dem  hervorgehenden  System  die  Zuordnung 
der  Punkte  der  Ebenen  z  =  Const.  überall  linear  sein,  indem  die 
Regelfläche 

y  =  Xx  -\-  V 

nunmehr  ins  ünendlichferne  x  =  oo,  y  =  oo  versetzt  worden  ist. 
Dann  aber  liegt  wieder  der  zuletzt  in  §  2  besprochene  Fall  vor:  üf 
wird  linear,  und  das  System  in  x',  y\  z  ist  linear.  Wir  überlassen  es 
dem   Leser,   dies   zu  verificieren.     Man  hat    dabei  zu  beachten,    dass 
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y  =  Xx  -]-  V  eine  integrierende   Regelfläche   von  (15)    sein   soll,   also 
vorauszusetzen  ist,  dass  die  Gleichung 

Bi-Ex  +  Gy  +  Hxy  +  Ky^  =  X{A -\-Cx -\- By  +  Hx^  +  Kxy)  + 

+  X'x  +  V 

vermöge  y  =  kx  -{-  v  identisch  bestehe  für  alle  Werte  von  z  und  x. 


Das  System  (15),  die  Verallgemeinerung  der  Riccati'schen  Diffe- 
sy8tem_  rentialgleichung,  wollen  wir  nun  auf  ein  System  von  drei  linearen  Jiomo- 

lin.  hol 
Diffglr 


"n.^hom.  gßYißfn   Differentialgleichungen   durch    ein  Verfahren    zurückführen,    das 


analog  der  Reductionsmethode  der  Riccati'schen  Differentialgleichung 
auf  zwei  simultane  lineare  homogene  Differentialgleichungen  ist.  Wir 
führen  nämlich  statt  x,  y  drei  homogene  Veränderliche  oj^,  x^,  x^  ein, 
deren  Verhältnisse 


seien.    Dann  ist: 


Xi 
«8 

Xf 
*3 

dXi 

^3   dz 

dXf             2  ^^ 
^1    dz    ""  ^8    dz 

dx, 

^3   dz 

dx,  _      .  dy 

^2    dz    ~  ^3     dz 

Setzen  wir  hierin  die  Werte  (15)  ein,  so  kommt: 

iPa  -^  —  oji  -^  =  Ax^^  +  CxiX^  +  Dx.,Xs  4-  Exj^  +  Kx^x^, 

Da  wir  bisher  nur  über  die  Verhältnisse  von  x^,  x^j  x^  verfügt  haben, 
so  können  wir  unter  Einführung  einer  beliebigen  Function  K{z)  fest- 
setzen, dass 

^-^==Ax,^{C-X)x,  +  Dx, 
sein  soll.     Dann  wird 

-^—  =  —  AX^         HX^         J^X^ 

und 


^  =       Bx,-\-  Ex,  +  {G-  X)x,. 


dz 


Wir  erhalten  also  dann  ein  System  von  drei  linearen  homogenen  Diffe- 
rentialgleichungen von  der  allgemeinen  Form: 
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(16) 


'  dXi  _L  _i_ 

2  I  I 


Ist  das  System  integrabel,  so  gilt  dasselbe  vom  System  (15),  aber 
nicht  umgekehrt,  denn  ist  (15)  integriert,  so  kennt  man  nur  die  Ver- 

hältnisse  —  und  —  als  Functionen  von  z^  kennt  also 

ÄJg  x^ 

bis  auf  die  noch  unbekannte  Function  q  von  z.  Um  diese  zu  bestim- 
men, setzen  wir  diese  Werte  in  eine  der  Gleichungen  (16)  ein.  Dies 
liefert  für  q  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung,  aus  der  sich 
also  Q  durch  eine  Quadratur  bestimmt. 

Wir  wollen  uns  nun  weiterhin  mit  dem  homogenen  System  (16) 
und  seiner  Integration  beschäftigen. 

Soeben  hatten  wir  x^^,  x^,  %  als  homogene  Coordinaten  in  der 
Ebene  0  =  Const.  vermöge 

eingeführt.  Also  das  dem  homogenen  Coordinatensystem  zu  Grunde 
liegende  Dreieck  hatten  wir  in  specieller  Weise  gewählt.  Nichts  aber 
hindert  uns  nun,  wo  wir  zu  dem  System  (15)  doch  nicht  zurückkehren 
wollen,  bei  dem  vorgelegten  System  (16)  x^,  x^,  x^  als  irgendwelche 
homogene  Coordinaten  in  den  Ebenen  z  ==  Const.  zu  betrachten,  also 
das  Coordinatendreieck  in  jeder  Ebene  beliebig  zu  wählen.  Wir  wer- 
den später  durch  passende  Wahl  der  Coordinatendreiecke  öfters  Ver- 
einfachungen erzielen. 

Ist  x^f  x^j  x^  ein  particulares  Lösungensystem  von  (16),  so 
ist  auch 

X-i  —  Cj  X-^  ,      X^  —  Cj  X2  }      Xq  —  c^  x^ 

ein  solches,  wenn  q  eine  beliebige  Constante  bedeutet.     Sind 

drei  particulare  Lösungensysteme,  doch  so,  dass  zwischen  ihnen  keine 
Gleichungen 

aXi-\-  hx^'-\-  cx^"=  0, 

ax^-\-  &<'-}-  c<"=  0, 
ax^-\-  hx^'-\-  cxl"=  0 
mit  Constanten  Coefficienten  a,  1),  c  bestehen,  so  ist: 
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Aiig.  Lö-  (17)  Xi  =  CiXi-{-  c^Xi"-^-  c^Xi'"     («  =  1,  2,  3) 

suiigenayBt. 

^"'^c^^  drei  das   allgemeinste  Lösungensystem,   ausgedrücM  durch  drei  heliehige  par- 

ausgedr.  ticulare. 

Wenn  wir  wieder  wie  früher  als  Integrationsconstanten  die  An- 
fangswerte x^y  x^,  x^  von  a^i,  x^,  x^  in  der  Ebene  z  =  z^  wählen,  so 
haben  wir  aus  den  Gleichungen  (17)  nach  der  Substitution  0  =  Zq  die 
Constanten  c^,  Cg,  Cg  zu  berechnen  und  dann  in  (17)  einzusetzen.  Da- 
durch ergeben  sich  die  Integralgleichungen  in  der  vorauszusehendeo 
Form  einer  linearen  homogenen  Transformation: 

Xi  =  fixi0)x,'-\-fi,(z)x,'  +  Uiz)x,'     (i  =  1,  2,  3). 

Es  ist  zu  beachten,  dass  sich  die  Begriffe  Integralcurve  und  par- 
ticulares  Lösungensystem  jetzt  nicht  mehr  decken,  weil  für  die  Integral- 
curve nur  die  Verhältnisse  von  Xj^,  x^,  x^  in  betracht  kommen.  Die 
Gleichungen 

x^  =  X^{z),    x.i  =  k^{z),    x^  =  k^(z) 

stellen  eine  Integralcurve  dar,  sobald  die  aus  ihnen  sich  ergebenden 

Werte   der   Verhältnisse  von  -r^,  -j^,  ~  den  durch  (16)  bestimmten 

dz'    dz^    dz  ^     ^ 

Werten    dieser  Verhältnisse   gleichkommen.     Es   existiert  alsdann  ein 

gewisses  particulares  Lösungensystem 

x^=qX^{z),    x^=Qk^{z),    x^=qI^{z). 

Die  unbekannte  Function   q  von  z  bestimmt  sich  aus  einer  der  Glei- 
chungen (16)  durch  eine  Quadratur. 

Obgleich  unsere  geometrische  Interpretation  hiernach  keine  voll- 
kommen bestimmte  ist,  so  wird  uns  gerade  diese  Vieldeutigkeit  später- 
hin von  Vorteil  werden. 

Eine  Angenommen,  eine  Integralcurve 


curve  sei 


bekannt.  Xy==  a(Z)X^,       X2=  ^{Z)X^ 

sei  bekannt.  Sie  trifft  die  Ebenen  z  =  Const  in  zugeordneten  Punkten. 
Diese  Punkte  sind  die  Mittelpunkte  von  Strahlenbüscbeln  in  den  Ebenen 
12  ==  Const.,  und  die  Büschel  sind  einander  projectiv  zugeordnet«  Hier- 
aus folgt  nach  Satz  4  des  §  1,  dass  sich  die  Regelflächen,  welche  die 
gegebene  Integralcurve  enthalten,  aus  einer  Riccati'schen  Gleichung 
oder  —  bei  homogenen  Coordinaten  —  aus  einem  System  von  zwei 
linearen  homogenen  Differentialgleichungen  bestimmen  lassen. 

In  der  That  kann  man  dies  auch  rechnerisch  einsehen:  Wir  wählen 
in   der   allgemeinen    Ebene  z  =>  Const.    ein   neues  Coordinatensystem 
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(Vi '  y% '  Vz)  so,  dass  die  Ecke  y^=y^=0  auf  der  gegebenen  Integral- 
curve  liegt.     Die  dazu  nötigen  Formeln  haben  allgemein  die  Gestalt: 
(18)  Vk  =  ^nXi  +  ilJkiXi  +  ^kzXz     (^  =  1;  2,  3), 

in  der  die  -^kj  Functionen  von  8  bedeuten.  Insbesondere  sollen  nach 
unserer  Voraussetzung  y^  und  y^  für  x^  =  Kx^,  x^  =  fix^  Null  sein. 
Wir  wählen  daher  die  tp  so  als  Functionen  von  g,  dass  erstens  natür- 
lich ihre  Determinante 

ist  und  dass  zweitens 

^^21   +  f*^22  +  V'2S  ^  0 

wird.  Föhren  wir  die  neuen  Coordinaten  (18)  in  das  System  (16)  ein, 
so  nimmt  es  zunächst  die  allgemeine  Form  an: 


(19) 


■jI  =  ß2iyx  +  ß22y-2  +  ßi^yz, 


Aber  jetzt  ist  ^i  ^  ^2  =  0  ^^^^  Integraicurve,  d.  h.  es  ist  ßi^^ß^^^O, 
sodass  das  transformierte  System  die  Form  hat: 

^  =  ßnyi  +  ßny^, 

^  =  ßiiyy  +  /5222/2, 

^  =  ßziyi  +  ßziVi  +  ßzzyz- 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  bilden  ein  System  für  sich.  Sie  be- 
stimmen die  durch  die  bekannte  Integraicurve  gehenden  integrieren- 
den Regelflächen  und  werden  durch  eine  Riccati'sche  Gleichung  und  eine 
Quadratur  erledigt,  während  die  letzte  Gleichung  noch  zwei  Quadra- 
turen verlangt. 

Sind  zwei  Integrdlcurven  bekannt:  ^  zwei 

"  Integral- 

,  /  -.  /  V  curven  seien 

Xi  =  A.{0)X^,      X2  =  (l{ß)X^]  bekannt. 

x^  =  <s(z)xs,    X^=  t{z)xs, 

SO  sind  wieder  die  Strahlenbüschel  in  den  Ebenen  e  =  Const.,  deren 
Mittelpunkte  auf  einer  der  beiden  Curven  liegen,  einander  projectiv 
zugeordnet,  sodass  sich  die  integrierenden  Regelflächen  durch  eine  der 
Curven  nach  Satz  4  aus  einer  Riccati'schen  Gleichung  bestimmen. 
Hier  ist  uns  aber  eine  dieser  integrierenden  Regelflächen  schon  bekannt, 
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nämlich  die,  welche  die  beiden  Curven  enthält.  Nach  Satz  1  des  §  1 
ergeben  sich  daher  die  Regelflächen  durch  die  Curven  vermöge  je 
zweier  successiver  Quadraturen.  Damit  sind  alsdann  auch  alle  In- 
tegralcurven  gefunden,  als  Schnitte  dieser  Flächen.  Die  Bestimmung 
aller  Lösungen  des  Systems  (16)  erfordert  also  nur  noch  eine  letzte 
Quadratur. 

Rechnerisch  führt  man  diese  Reduction  durch,  indem  man  solche 
neue  homogene  Coordinaten  «/^j  2/2  >  Va  i°  ^^^  Ebenen  s  =  Const.  ver- 
möge eines  Gleichungensystems  (18)  einführt,  dass  die  Ecken  der 
Coordinatendreiecke:  yj^==  y^  =0  und  2/1  =  2/3  =  0  auf  den  gegebenen 
Integralcurven  liegen.  Man  wird  also  in  (18)  die  i^y,  deren  Determinante 
nicht  Null  sein  darf,  irgendwie  so  als  Functionen  von  0  wählen,  dass 

•^^21  +  f*^22  +  V'23=0; 
^^n  +^1^12  +  V'i3  =  0, 

0^31  +r^32   -f  ^33  =  0 

wird.  Das  durch  Einführung  von  2/1,  2/2»  2/3  alsdann  hervorgehende 
System  (19)  besitzt  die  Integralcurven  y^  =  y^  =  0  und  y^^=  y^  =  0, 
sodass  /3i3  ^  /3^3  ^  0,  sowie  ß^^  ^^  ß^^^O  wird.  Es  hat  also  die 
Form : 

dz        ^"3^1» 

^^ß^iVi  -^ßszys' 

Die  erste  Gleichung  wird  durch  eine  Quadratur  integriert,  alsdann  die 

zweite  und  dritte   durch  je   zwei   successive    Quadraturen,   das    ganze 

System  also  durch  fünf,  wie  wir  vorhersagten. 

Drei  Sind  drei  Integralcurven  bekannt,  die  nicht  derselben  integrieren- 

curven  seienden  Rcgelfläche  angehören,  so  können  wir  die  Ecken  der  Coordinaten- 

bekannt.  .  °  .  -i 

dreiecke  {y^ :  y^ :  2/3)  in  ihre  Schnittpunkte  mit  den  Ebenen  s  =  Const. 
verlegen.  Dadurch  erhält  das  System  eine  Form  (19),  in  der  die  drei 
Curven: 

2/1=2/2  =  0,     2/2  =  ^3  =  0,     y^  =  y,  =  0 

Integralcurven  sind.     Es  wird  also  die  Gestalt  haben: 

^2  =  Pn2/i;      ^^  =  PaVn      ^g  —  P38J/3 

und  ist  durch  drei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  zu  integrieren. 
Dies  folgt  auch  rein  begrifflich,  denn  nach  Satz  2  des  §  1  erfordert 
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die  Bestimmung  der  durch  die  erste  der  drei  Curven  gehenden  inte- 
grierenden Regelflächen  nur  eine  Quadratur,  ebenso  die  der  durch  die 
zweite  gehenden  Regelflächen,  denn  jedesmal  sind  uns  zwei  der  Regel- 
flächen schon  bekannt.  Die  Schnittcurven  der  Regelflächen  sind  die 
Integralcurven.  Die  Lösungen  des  Systems  ergeben  sich  also  durch 
noch  eine  dritte  Quadratur. 

Es  möge  eine  integrierende  Regelfläche  R^^ewächl 

(20)  iCg  =  ^.{z)xi  +  ii{0)x2 

bekannt  sein.  Sie  schneidet  die  Ebenen  z  =  Const.  in  Geraden,  deren 
Punkte  einander  projectiv  zugeordnet  sind  vermöge  der  in  der  be- 
kannten Regelfläche  gelegenen  Integralcurven.  Diese  oo^  Integral- 
curven findet  man  mithin  nach  Satz  4  des  §  1  aus  einer  Riccati'schen 
Gleichung  oder  einem  System  von  zwei  linearen  homogenen  Differen- 
tialgleichungen. Dies  verificiert  man  sofort,  wenn  man  (20)  in  die 
beiden  ersten  Gleichungen  (16)  einsetzt.  Sind  die  in  der  gegebenen 
Regelfläche  verlaufenden  Integralcurven  gefunden,  so  greifen  wir  zwei 
unter  ihnen  heraus  und  machen  sie  zu  den  Curven  «/i  =  ^2  =  ^) 
«/i  ==  t/3  =  0  im  neuen  Coordinatensystem.  Dadurch  kommen  wir  auf 
das  vorletzte  Problem  zurück,  dessen  Erledigung  noch  fünf  Quadra- 
turen erforderte. 

Sind  zwei  integrierende  RegelfläcJien  bekannt:  ^^^m^ 

^3  '^  A'(^S)X-j^  -j-  (l{Z)X2,  bekannt. 

SO  kennt  man  von  den  in  jeder  derselben  verlaufenden  Integralcurven, 
deren  Bestimmung  zunächst  auf  die  Integration  Riccati'scher  Glei- 
chungen zurückkäme,  je  eine,  nämlich  die  Schnittlinie  beider  Flächen. 
Nach  Satz  1  erhalten  wir  durch  je  zwei  successive  Quadraturen  alle 
in  den  beiden  Fällen  verlaufenden  Integralcurven.  Damit  sind  dann 
offenbar  alle  integrierenden  Regelflächen  bekannt,  also  überhaupt  alle 
Integralcurven,  sodass  die  vollständige  Integration  des  Systems  (16) 
noch  eine  fünfte  Quadratur  verlangt. 

Sind  drei   integrierende    Regelflächen   bekannt,    die   nicht    sämtlich  ^'^|^  ^j^s«-. 
durch  dieselbe  Curve  gehen,   so  kennen  wir  auch  drei  Integralcurven,  ,  f^®", 

<^  '  D  7    bekannt. 

die  nicht  sämtlich  in  derselben  Regelfläche  liegen.  Die  Integration 
erfordert  also  nach  dem  Früheren  drei  von  einander  unabhängige 
Quadraturen. 

Die  drei  soeben  betrachteten  Fälle  stehen  den  vorher  untersuchten 
insofern  dtialistisch  gegenüber,  als  an  Stelle  der  Punkte  in  den  Ebenen 
2  =  Const.  hier  die  Geraden  in  den  Ebenen  treten.    Integralcurve  und 

Lie,  Coutinuierliche  Gruppen.  50 


786  Kapitel  24,  §  3. 

integrierende  Regelfläche  sind  in  diesem  Sinne  zu  einander  dualistisch. 
In  der  That  kann  man  dieser  Auffassung  dadurch  einen  Ausdruck 
geben,  dass  man  in  den  Ebenen  z  =  Const.  homogene  Liniencoordina- 
ten  Wi,  Mg;  ^3  einführt,  indem  man  die  Invarianz  von: 

verlangt.  Man  gelangt  alsdann,  indem  man  nach  den  integrierenden 
Regelflächen  fragt,  zu  einem  System  von  drei  linearen  homogenen 
Differentialgleichungen  in  w^,  Mg?  **3-  ^i^^  wollen  es  aber  bei  dieser 
Andeutung  bewenden  lassen. 

"iiegeifl^che  Kennt  man  eine  integrierende  Regelfläche  und  eine  nicht  in  ihr  ge- 
integ'^rri'-  ^^ö'^^'^  IntegrolcurvCf  so  führt  man  neue  homogene  Coordinaten  1/1,2/2,^/3 
'^ bekannt*''' ^'^  den  Ebenen  z  =  Const.  vermöge  (18)  derart  ein,  dass  die  eine  Ecke 
2/2  =  2/3  =  0  auf  der  bekannten  Integralcurve  und  die  Seite  Pi  =  0 
des  Coordinatendreiecks  eine  Gerade  der  bekannten  Regelfläche  wird. 
Alsdann  nimmt  das  System  (16)  eine  neue  Form  (19)  an,  in  der 
offenbar,  da  y^  =  y^  =  0  Integralcurve  ist,  ß^i  ^  /Sg^  ^  0  und,  da 
yi  ==  0  integrierende  Regelfläche  ist,  ß^^  ^  ßi^^O  wird.  Somit  hat 
es  die  Form: 

dz  —PtiVif 

dy»  n  I    o 

•J^  =  P222/2  +  P232/3> 

^  =  ßs^Vi  +  ßssya- 

Die  erste  Gleichung  integriert  sich  durch  eine  Quadratur.  Die  beiden 
letzten  werden  durch  eine  Riccati'sche  Gleichung  und  eine  Quadratur 
erledigt. 

Bisher  haben  wir  nur  solche  von  Integralcurven  erzeugte  Flächen 

betrachtet,    welche    eine  Ebene    z  =  Const.    und    mithin    alle   Ebenen 

Inte-     z  =  Const.   in   Geraden    schneiden.     Wir   wollen    allgemein    eine    von 

^piäche.°  Integralcurven  erzeugte  Fläche  eine  integrierende  Fläche  nennen. 

^}^^  y^^^^y-         Nehmen   wir  an,   es   sei   uns   eine  integrierende  Fläche  bekannt, 

Hache  sei  '  '^  ' 

bekannt,  wclchc  die  Ebcue  0  ==  0Q  in  einer  Curve  Cq  schneidet,  die  keine  infini- 
tesimale projective  Transformation  in  sich  gestattet,  die  also  keine 
selbstprojective  Curve  ist  (vgl.  §  4  des  3.  Kap.).  Alsdann  schneiden 
die  Ebenen  g  =  Const.  die  Fläche  in  bekannten  Curven  c,  die  eben- 
falls nicht  selbstprojectiv  sind,  da  sie  aus  der  Curve  Cq  durch  pro- 
jective Transformation  oder  durch  in  x^,  x^,  x^  lineare  homogene 
Transformation  hervorgehen.    Es  giebt  nun  keine  continuierliche  Schar 
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von  projectiven  Transformationen  T^,  T^,  ^3  •  •  •>  <iie  Cq  in  eine  Curve 
c  überführen,  denn  sonst  würde  Cq  bei  T^—^T^,  T~^T^...  invariant 
sein,  mithin  eine  infinitesimale  projective  Transformation  gestatten. 
Die  demnach  nur  in  discreter  Anzahl  vorhandenen  projectiven  Trans- 
formationen, die  Cq  in  c  überführen,  kann  man  direct  bestimmen.  Es 
ist  dies  nur  ein  Eliminationsverfahren.  Diese  Transformationen  ent- 
halten in  ihren  Coefficienten  im  allgemeinen  z  als  Constante.  Eine 
der  Transformationen  muss  nun  genau  mit  der  übereinstimmen,  die 
der  durch  das  System  (16)  zwischen  der  Ebene  {z^  und  der  Ebene 
(ß)  hergestellten  entspricht.  Da  die  Auswahl  nur  unter  einer  discreten 
Anzahl  stattfindet,  kann  man  sie  in  jedem  Falle  durch  Verification 
finden.  Alsdann  ist  die  durch  die  Integralcurveh  zwischen  den  Ebenen 
3  =  Const.  vermittelte  projective  Beziehung  bekannt.  Dalier  lassen  ^^^X^^^^^, 
sich  auch  die  Integralcurven  ohne  Quadratur  durch  ausführbare  Opera-  'o^']'"." 
tionen  finden.  tionen. 

Man  kann  dies  auch  so  entwickeln: 

Dass  die  Curven  c  durch  projective  Transformation  —  also  durch 
in  Xi,  x^,  Xq  lineare  homogene  Transformation  —  aus  Cq  ableitbar 
sind,  kann  folgendermassen  ausgesprochen  werden:  Es  lassen  sich  in 
allen  Ebenen  ^;  =  Const.  solche  neue  homogene  Coordinaten  yi,  y2>  Vs 
einführen,  dass  die  Curven  c  sämtlich  dieselbe  Gleichung  wie  Cq  be- 
sitzen. Dies  gilt  übrigens  auch  dann,  wenn  die  Curve  Cq  selbst- 
projectiv  ist,  eine  Annahme,  zu  der  wir  nachher  übergehen. 

Wir  können  also  das  Gleichungensystem  (18)  zur  Einführung 
neuer  Coordinaten  i/j,  y^,  y^  so  wählen,  dass  die  Curven  c  in  allen 
Ebenen  z  =  Const.  dieselbe  —  mithin  von  z  freie  —  Gleichung  er- 
halten : 

0(2/1,  2^2,  2/3)  =  0. 

Das  System  (16)  geht  somit  bei  Einführung  von  y^,  t/^,  2/3  i»  ein 
System  (19)  über,  das  die  integrierende  Fläche  0  =  0  besitzt.  Es 
ist  daher 

dz 

vermöge  (19)  und  «0  =  0,  oder  also  es  ist: 

2  (/^*i2/i  +  /3*2^2  +  ßkzyz)  g^  =  0 

1 

vermöge  0  =  0.  Dies  lässt  sich  auch  so  aussprechen:  Die  Oiirve  c 
oder  ra  =  0  gestattet  die  infinitesimale  projective  Transformation 

60* 
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3 

(21)  2  (^*i2/i  +  ßh^Vi  +  ßk3y8)Qh 

1 

wenn  ^  mit  g'^  bezeichnet  wird.  Dies  widerspricht  der  Voraus- 
setzung, solange  nicht  alle  ß/^  ^  0  sind.  Das  neue  System  (19)  hat 
also  die  einfache  Gestalt: 

dz  'dz  '       dz 

und  ist  sofort  integriert.  Wir  finden  also  nicht  nur  die  Integral- 
curven,  sondern  auch  die  Lösungen  des  Systems  ohne  jede  Quadratur 
durch  ausführbare  Op^ationen. 

^,^®  ^^f.'  Betrachten  wir  nunmehr  die  Annahme,  dass  die  Curven  c^,  c,  in 

denen  die  bekannte  integrierende  Fläche  die  Ebenen  z  =  Const.  trifft, 
selbstprojectiv  sind.  Nach  Theorem  7,  §  4  des  3.  Kap.,  lassen  sie  sich 
auf  typische  Formen  zurückführen.  Wir  wollen  die  einzelnen  Fälle 
besprechen : 

'^eine^inf^  Gcstattct  Cq  nur  ciuc  infinitesimale  projective  Transformation,  so 

proj.  Trf.  kann  sie  auf  eine  der  beiden  Formen 

y  —  ^  =  0,    y  —  a;"  =  0 

in  nicht  homogenen  Coordinaten  x,  y  gebracht  werden.  Also  folgt, 
wenn  wir  diese  Gleichungen  homogen  schreiben:  In  dem  vorliegenden 
Falle  dürfen  wir  annehmen,  das  System  (16)  sei  schon  auf  eine  solche 
Form  (19)  gebracht,  dass  es  die  integrierende  Fläche 

y± 
(0  =  2/2  — «/3e^'  =  0 
oder: 

o  =  yx-^y^y^"-^  —  1  =  0 

besitzt.  Die  frühere  Überlegung  zeigt  wieder,  dass  alsdann  die  Curve 
CT  =  0  die  infinitesimale  projective  Transformation  (21)  gestatten  muss. 
Da  sie  nur  eine  gestattet,  ist  diese  leicht  aufzustellen.  Wir  haben 
dies  in  nicht-homogenen  Coordinaten  in  §  4  des  3.  Kap.,  S.  81,  ge- 
than.     Danach  gestattet 

2/  — e*  =  0 
diese : 

p  +  yr, 

also  gestattet 

ö  =  «/2  —  «/»c^*  =  ö 
als  allgemeinste  infinitesimale  lineare  homogene  in  yy,  y^,  y^  diese: 
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9(2/3^1  +  2/2  3^2)  +  ^{yAi  +  2/2^2  +  y^^z)' 

(Vgl.  die  Tafeln  in  §  1  des  19.  Kap.,  S.  503).  q  und  6  können  irgend 
welche  Functionen  von  z  bedeuten.  Vergleich  rait  (21)  giebt  die 
Werte  der  /S;y.  Das  System  (19)  hat  daher  sicher  die  Form  ange- 
nommen: 

±  =  ^y^  +  Qyz^ 

t=  (?  +  %2^ 

Die  Integration  dieses  Systems  verlangt  nur  die  Auswertung  der  In- 
tegrale über  Qdz  und  6 dz. 
Die  Curve  ferner 

^  —  ic«  =  0 

gestattet,  sobald,  wie  angenommen  werden  muss, 

«4=-l,  0,  i,  1,  2 

ist,  die  infinitesimale  projective  Transformation 

^V  +  «y^» 
mithin  gestattet  die  Curve 

(O  =  l/i-«2/22/3"~'  —  1=0 

als  allgemeinste  infinitesimale  lineare  homogene  Transformation  in 
2/1,  2/2,  2/3  diese: 

QiViQi  +  «2/2^2)  +  ^(yiii  +  2/29'2  +  ^3^3). 
sodass  der  Vergleich  mit  (21)  zeigt,  dass  im   vorli6genden  Falle  das 
System  (19)  die  Gestalt  hat: 

^1  =  (?  +  %!,  ^  =  («9 +  0)2/2,  ^il-^y^- 

Die  Integration  erfordert  nur  die  beiden  Quadraturen  xqdz  und  iödz. 
Dass  wir  in  diesen  Fällen  mit  Quadrakiren  auskommen,  hätten 
wir  auch  ohne  Rechnung  einsehen  können:  Die  Curveu  c  sind  pro- 
jectiv  auf  einander  bezogen  vermöge  der  auf  der  bekannten  inte- 
grierenden Fläche  gelegenen  Integralcurven.  Diese  Integral curven  be- 
stimmen sich  also  nach  Satz  4  des  §  1  durch  eine  Riccati'sche  Gleichung. 
Aber  wir  sehen  aus  Theorem  7,  §  4  des  3.  Kap.,  dass  die  Curven  c 
singulare  Punkte  enthalten,  die  einander  entsprechen.  Der  Ort  dieser 
singulären  Punkte  ist  also  eine  bekannte  Integralcurve,  gelegen  auf  der 
integrierenden  Fläche.     Die  in  Rede  stehende  Riccati'sche   Gleichung 
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ist  mithin  nach  Satz  1  des  §  1  durch  zwei  Quadraturen  integrierbar. 
Hat  man  dadurch  alle  Integralcurven  auf  der  Fläche  gefunden,  so  be- 
stimmen je  zwei  derselben  eine  integrierende  Regelfl'äche.  Die  Schnitte 
dieser  Regelflächen  sind  alle  oo^  Integralcurven. 

"ibieie^int  Wcnn  die  Curve  Cq  mehr  als  eine  infinitesimale  projective  Trans- 
proj.  Trf.  formation  in  sich  gestattet,  so  ist  sie  nach  Theorem  7  eine  Gerade 
oder  ein  Kegelschnitt.  Auch  dann  bestimmen  sich  die  auf  der  be- 
kannten integrierenden  Fläche  gelegenen  Integralcurven  aus  einer 
Riccati'schen  Gleichung.  Wir  kennen  aber  von  vornherein  keine  ein- 
zelne Integralcurve  auf  der  Fläche,  da  die  Geraden  und  Kegelschnitte 
keine  singulären  Punkte  haben,  d.  h.  keine  Punkte,  die  bei  allen  in- 
finitesimalen projectiven  Transformationen  der  Geraden  oder  Kegel- 
schnitte in  sich  in  Ruhe  bleiben.  Ist  Cq  eine  Gerade,  so  ist  die 
bekannte  Fläche  eine  Regelfläche.  Diesen  Fall  haben  wir  schon  be- 
sprochen. 

Es  erübrigt  also  nur  noch  der  Fall,  dass  die  gegebene  integrierende 
""  gchStr^'Fläche  die  Ebenen  ^  =  Const.  in  Kegelschnitten  schneidet.   Wir  können 
die  Kegelschnitte  c  sämtlich   durch  Einführung  passender  homogener 
Coordinaten  i/i,  2/2;  Va  i^  ^^^  Ebenen  s  =  Const.  auf  die  Form 

«  =  2/1^  —  2?/22/3  =  0 

bringen.     Es  soll  ra  =  0  eine  integrierende  Fläche  vorstellen,  d.  h.  es 

muss   j—  =  0  sein  vermöge  o  =  0  und  vermöge    des   Systems   (19). 

Dies  ergiebt  ohne  Mühe,  dass  das  System  (19)  die  Form  annimmt: 


(22) 


^  =  (9  +  <y)«/i  +  ßnVi  +  ßtöVs, 
^=  ^132/1 +2pi/2, 


Wir  wissen,  dass  die  Punkte  der  Kegelschnitte  projectiv  auf  einander 
vermöge  der  Integralcurven  bezogen  sind  und  diese  Integralcurven  sich 
daher  aus  einer  Riccati'schen  Gleichung  bestimmen.  Um  die  Gleichung 
zu  erhalten,  führen  wir  eine  Grösse  u  als  Coordinate  der  Punkte  der 
Kegelschnitte 

2/1'  —  22/22/8  =  0 

ein,  indem  wir  setzen: 

2/2  =  ^2/1, 
sodass  auch 


Fläche. 
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t/i  =  2uy., 
ist.     Nach  (22)  wird  nun  aus 

dz   ~^  dz  ~^^^  dz' 

wenn  y^  =  ii^i  und  y^  =  2uy^  eingesetzt  wird,  worauf  sich  y^  forthebt, 
die  Differentialgleichung  für  u: 

Es  ist  dies  in  der  That  eine  Riccati'sche  Differentialgleichung  für  u. 

Also  hat  sich  ergeben:  Oesamt- 

'-'  ergebnis 

Satz  5:     Wenn  von  dem  simultanen  System  bei  bek. 

«^  lutegr. 

{Je  =1,2,  3) 
eine  integrierende  Fläche 

bekannt  ist,  so  erfordert  die  Integration  nur  Quadraturen  in  allen  Fällen 
mit  Ausnahme  der  beiden,  in  denen  die  integrierende  Fläche  die  Ebenen 
0  =  Const.  in  Kegelschnitten  oder  Geraden  mhneidet.  In  diesen  beiden 
Fällen  kommt  die  Integration  auf  die  einer  Hiccati' sehen  Gleichung  und 
auf  Quadraturen  zurück. 

Wir  könnten  noch  eine  Reihe  ähnlicher  Probleme  erledigen,  indem 
wir  z.  B.  annehmen,  dass  ausser  einer  integrierenden  Fläche  eine  In- 
tegralcurve  bekannt  sei,  oder  drgl.  Aber  wir  verzichten  darauf,  weil 
die  Betrachtungen  keine  neue  Schwierigkeit  darbieten. 

Als  Grundlage  diente  uns  bei  den  durchgeführten  Integrations- 
vereinfachungen stets  der  Umstand,  dass  die  Ebenen  z  =  Const.  durch 
die  Integralcurven  projectiv  auf  einander  bezogen  waren,  dass  also  mit 
dem  System  die  allgemeine  projective  Gruppe  der  Ebene  in  enger  Be- 
ziehung stand. 


§  4.     Systeme  von  Differentialgleichungen  mit  Pundamental- 

lösmigeii. 

Zunächst  wollen  wir  hervorheben,  dass  sich  die  im  vorigen  Para- 
graphen entwickelte  Methode  auf  eine  allgemeine  Kategorie  von  Systemen 
von  Differentialgleichungen  ohne  Mühe  ausdehnen  lässt. 

Liegt  das  System  von  n  simultanen  Differentialgleichungen  ^:^*DSgi^° 

(23)  ^  =  ,^,(;r,..a;„,  0)     0' =  1,  2..n) 
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in  Xi .  .  x„,  z   vor,    so   können  wir  z   als   die  Zeit,  x^.  .Xn  als  Punkt- 
coordinaten    in   einem    Räume    von    n  Dimensionen    deuten.     Alsdann 
wird  der  Punkt  [x^ . .  Xj)  vom  Moment  z  an  iin   nächsten  Zeitelement 
infinitesimal  transformiert,  indem  x^.,Xn  die  Incremente  erfahren: 
dXi  ==  rii{Xi .  .  Xn,  z)dz     (i  =  1,  2  . .  w). 

Diese  infinitesimale  Transformation  hat  das  Symbol: 

« 

Yf=^r]i(x^,.Xn,  z)^ 
1  * 

und  enthält  z  als  willkürlichen  Parameter,  stellt  also  unendlich  viele 
infinitesimale  Transformationen  in  x^.  .  Xn  dar. 

Im  vorigen  Paragraphen  lag  nun  der  Fall  vor,  dass  diese  unend- 
lich vielen  infinitesimalen  Transformationen  Yf  einer  Gruppe,  und  zwar 
der  linearen   homogenen  Gruppe   in   x^. .  Xn   angehören.     Wir    deuten 
später  in  einigen   Beispielen  an,  dass   sich   die  Betrachtungsweise  des 
^früheren^' ^o^^S^^  Paragraphen  auf  alle  Systeme  (23)   ausdehnen  lässt,  hei  denen 
rations-  ^^  ^f  sämtlick,  d.  h  hei  heliehiger  Wahl  des  Parameters  z,  einer  end- 
raetboden.  n^j^ß^  continuierlicken  Gruppe  in  x^. .  Xn  angehören. 

Diese  Kategorie  von  Systemen  (23)  besitzt  noch  eine  merkwürdige 
Eigenschaft:  Beim  SystenP  von  drei  in  a;^,  x^,  x.^  linearen  homogenen 
Differentialgleichungen  sahen  wir,  dass  sich  das  allgemeinste  Lösungen- 
system (x)  durch  drei  beliebig  gewählte  particulare  Lösungensysteme 
(x),  (x"),  ix")  in  der  Form 

Xi  =  c^Xi-j-  c^Xi'-{-  c^x'i"     (*  =  1,  2,  3) 

mit  willkürlichen  Constanten  c^,  c^,  Cg  ausdrückt.  Etwas  Analoges 
gilt  von  der  soeben  definierten  Kategorie  von  Systemen  (23).  Auch 
bei  diesen  lässt  sich  das  allgemeine  Lösungensystem  {x)  aus  einer 
Anzahl  particularer  Lösungensysteme  (a;^^))  . .  (a;^'"^)  mit  willkürlichen 
Constanten  a^ . .  a»  herstellen : 

Xi  =  qp,(a;i(i) . .  Xri-^\  .  . ,  aj^f«) . .  a;««»»),  a^ . .  a,) 
(i  =  l,  2..w). 

Um  dies  zu  zeigen,  sowie  um  ferner  zu  zeigen,  dass  die  obige  Kate- 
gorie von  Systemen  die  allgemeinste  ist,  bei  der  eine  -solche  Dar- 
stellung des  allgemeinen  Lösungensystems  existiert,  legen  wir  uns  das 
folgende  Problem  vor: 

"^p?obiom°*         Gresucht  wird  die  allgemeinste  Form  eines  Systems  von  n  simultanen 

Differentialgleichungen 

doc 
(24)  ■ä^  =  Vi(^i"Xn,z)     (*=1,  2..n), 
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dem  die  Eigenschaft  zukommen  soll,  dass  das  allgemeine  Lösungensysfem 
x^.  .Xn  aus  m  allgemein  gewählten  partictilaren  Lösungensystemen 


JOt     — ^—    *^1  J  •    •    ^7* 


=  ^nW 


(Ä;=  1,  2..m), 


die  also  Functionen  von  0  sind,  durch  ein  Formelsystem 

(25)  Xi  =  (pi{x^W  .  .  aj„(l)^    .  .  x,^m)  ^  _  ^^(m)^    ^^  ,  ^  ^^) 

(*  =  1,  2..w) 

m^^  n  (notwendig  wesentlichen)  willkürlichen  Constanten  darstellbar  sei. 
Ein  solches  System  heisst  ein  System  mit  Fundamentallösungen. 


System  mit 

Funda- 

meutal- 

lösungen. 


Bei  einem  solchen  System  liefert   die  Auflosung  der  Gleichungen^estimmung 

aller  Syst. 

mit  Funda- 

mental- 

lösungen. 


Xn^'\    . 

.,  Xi^"'K.xJ"'\  Xi 

(i=  1,  2..n). 

^en:    Sobald 

x.^'K.xW, 

a;/'") . .  xj"'^ 

X,         .        .       Xm 

Xn)  ==  tti 


(25)  nach  «^ . .  a„  Gleichungen  von  der  Form 

(26)  J,(a;/i) 

Daher  können  wir  sagen 


(27) 


irgend  welche  (ni  -\-  1)  Lösungensysteme  der  Dififerentialgleichungen 
(24)  bilden,  ist  jede  der  Functionen  J^..Jn,  die  hinsichtlich  x^.-Xn 
von  einander  unabhängig  sind,  eine  Constante.  Dies  drückt  sich  da- 
durch aus,  dass  identisch 

^/^^ 


aa;/ 


dz 


aajj*^     dz   J       dxi  dz  dx     dz 


(i=  1,  2..w) 


sein  muss,  sobald  die  Systeme  (27)  die  Differentialgleichungen  (24) 
erfüllen.  Also  folgt,  da  die  Gleichungen  (24)  gerade  die  hier  auf- 
tretenden Differentialquotienten  nach  z  liefern,  aber  die  Anfangswerte 
der  Systeme  (27)  durch  keinerlei  Relation  verknüpft  sind: 

Es  müssen   für  nm  +  w  Veränderliche    (27)   und   die    eine    Ver- 
änderliche z  identisch  die  n  Relationen  bestehen: 


(28)^ 


'^i 


(*) 


dJ. 


dxi 


(*) 


-\ }rV' 


.(*) 


dJ. 


axw 

n      y 

{i=\,   2..M), 

wie  auch  die  nm-\-n-\-\  Veränderlichen  gewählt  sein  mögen.    Dabei 
bedeuten   r\^^^ .  .  i;„W    natürlich   die   Functionen    i^i  . .  1?»,    nachdem    in 
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ihnen  die  Veränderlichenreihe  x^  .  .  Xn  durch  a^^W  .  .  a;„(*>  ersetzt 
worden  ist. 

Es  liegt  nun  nahe,  das  Symbol  zu  benutzen: 

Wenn  wir  darin  überall  Xy..Xn  durch  o?/*) .  .  «;„(*)  ersetzen,  so  sei  es 
mit  Z^*)/"  bezeichnet.  Alsdann  können  wir  die  Bedingung  (28)  so 
aussprechen:    Es  muss 

(i=  1,   2..M) 

sein.     Oder  auch  endlich:   Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

(29)  Vf=  Y(^)f  +  7(2)/"  -j 1-  re»)/"  +  Z/"  =  0 

muss  n  von  einander  hinsichtlich  a;i..a;„  unabhängige  Lösungen  J^..Jn 
besitzen,  die  frei  von  s  sind. 

Des  Späteren  wegen  heben  wir  hervor:  Wenn  umgekehrt  die 
Gleichung  (29)  n  solche  Lösungen  besitzt,  so  folgt  rückwärts,  dass, 
sobald  die  nm  +  n  Veränderlichen  (27)  irgend  welche  m  +  1  Lösungen- 
systeme des  Systems  von  Differentialgleichungen  (24)  darstellen,  für 
sie  J^. .  Jn  constant,  d.  h.  unabhängig  von  z  werden. 

Nun  tritt  z  in  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (29) 
gar  nicht  als  Veränderliche,  nach  der  differenziert  wird,  auf.  Ferner 
soll  ä  nicht  explicite  in  J^ .  .  J„  vorkommen.  Wenn  wir  also  der  Ver- 
änderlichen z  in  (29)  irgend  einen  constanten  Wert  beilegen,  so  muss 
die  hervorgehende  Gleichung  immer  noch  die  n  Lösungen  Jj . .  t7„  be- 
sitzen. 

Indem  wir  z  eine  Reihe  bestimmter  Werte  erteilen,  können   wir 

mithin  aus  (29)  eine  Anzahl  linearer  partieller  Differentialgleichungen 

mit    den    nm  -\-  n    unabhängigen   Veränderlichen    (27)    ableiten,    die 

J^.  .Jn   als   Lösungen    besitzen   müssen.     Sicher   können    wir   so   nur 

eine  endliche  Anzahl  von  einander  unabhängiger  Gleichungen  erhalten. 

Denn   z.  B.  s   von  einander  unabhängige    besitzen   höchstens,  nämlich 

wenn  sie  ein  vollständiges   System   bilden,   nm  -\-  n  —  s  gemeinsame 

von    einander   unabhängige    Lösungen.     Da   aber    deren   n    existieren, 

so  muss  sein: 

nm  -\-  n  —  s'^n, 

also: 

s^nm. 

Nehmen  wir  an,  dass  wir  durch  Einsetzen  bestimmter  Werte  von 
g,  etwa  der  Zahlen  g^ . .  g,f  in  (29)  gerade  s  von  einander  unabhängige 
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Gleichungen  erhalten,  so  ist  also  s  höchstens  gleich  nm.  Der  Aus- 
druck Yf  sei,  wenn  darin  0  =  ga  gesetzt  ist,  mit  Yof  bezeichnet.  Wir 
haben  nun  die  s  Gleichungen : 

(30)  üaf=  YJ-'H  +  Yo^^'^f  +'■  +  Yo^'^V  +Yaf-=0 

(tf  =  l,  2..S), 

und  die  allgemeine  Gleichung  (29)  mit  beliebigem  2  muss  eine  Folge 
von  diesen  sein.  Zu  beachten  ist,  dass  die  linke  Seite  von  (30)  von 
0  vollkommen  frei  ist. 

Die  Functionen  J^. .  Jn  sollen  den  Gleichungen  (30)  genügen. 
Sie  erfüllen  daher  auch  die  durch  Klammeroperation  aus  ihnen 
hervorgehenden : 

(31)  (UaU,)==0     (6,  r=l,  2..S). 
Da  aber  F^)/*  nur  a;/*) . .  ic„w  enthält,  so  ist: 

(32)  (UaUr)  =  {Ya^YJ'))  +  '  '  +  (r,('«)r.W)  +  (YaY,). 

Entweder  sind  nun  die  Gleichungen  (31)  von  den  Gleichungen  (30) 
abhängig  oder  nicht.  Alle  unabhängigen  fügen  wir  zu  (30)  hinzu, 
und  bilden  abermals  durch  die  Klammeroperationen  neue  Gleichungen, 
von  denen  wir  die  von  den  bisherigen  unabhängigen  zu  (30)  hinzu- 
fügen u.  s.  w.  Angenommen,  wir  kommen  dazu,  dass  sich  im  ganzen 
r  von  einander  unabhängige  Gleichungen  ergeben,  so  ist  r  eine  end- 
liche Zahl,  da  r  ^  nm  sein  muss.  Nach  (32)  ist  jede  dieser  r  Glei- 
chungen —  unter  denen  sich  also  auch  die  Gleichungen  (30)  selbst 
befinden  —  von  der  Form: 

(33)  r,f=  z,(i)/-+ . .  +  zz-y-f  x,f==  0 

(A  =  l,  2..r). 

Sie  bilden  ein  r-gliedriges  vollständiges  System,  da  die  Klammer- 
operation keine  neuen  Gleichungen  liefert.     Es  ist  also  allgemein: 


oder: 


1 
(Z,(i)X^(i))  +  . .  +  (Z.coz^C"))  +  (X,X,0  i 

r 


oder  einzeln: 
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r 

1 

r 
(Xx  Xf,)^  ^  ^l^^  V  Xr  f. 
1 

Die  il^i^y  werden  zunächst  gewisse  Functionen  aller  nm  -\-  n  Veränder- 
lichen (27)  sein.  Weil  nun  jede  der  m  -\-  1  letzten  Relationen  nur 
eine  Reihe  von  n  Veränderlichen  enthält,  so  schliessen  wir,  wie  bei 
früheren  ähnlichen  Gelegenheiten  (vgl.  z.  B.  §  3  des  15.  Kap.,  S.  382), 
dass  die  ^^i^^v  von  allen  nm  -}-  n  Veränderlichen  frei,  also  bloss  Con- 
stanten cx/:ty  sind,  sodass  sich  ergiebt: 

r 

(34)  (X,X^)  =^rc,,,X,f    {X,  (1=1,2..  r). 

1 

Dies  aber  sagt  nach  dem  Hauptsatze  aus,  dass  X^f. .  Xrf  eine  r-gliedrige 
Gruppe  in  x^..Xn  erzeugen,  bei  der  r -^nm  ist. 

Da  die  s  Gleichungen  (30)  unter  den  r  Gleichungen  (33)  ent- 
halten sind,  so  folgt,  dass  U^f ..  Usf  sich,  durch  Fi/".  .Fr/"  linear  aus- 
drücken: 

r 

Uaf=^^Xo,r,f     {Ö=1,2..S). 
1 

Hierin  sind  die  Xoq  vorerst  Functionen  der  nm-\-n  Veränderlichen  (27). 
Aber  diese  Forderung  zerfällt  wegen  der  Formen  (30)  und  (33)  von 
Uaf  und  V(,f  in  die  m  +  1  einzelnen : 

r 

Yo^'^f=^9Xo,X,^'^f    (Ä;  =  1,  2  . .  m), 
1 

r 

Yaf='^QXaQX^f 
1 

und  zeigen,  dass  die  Xaq  nur  Constanten  sind.     Es  ist  somit 

r 

(35)  r„f=^?Const.Xp/'    (ö  =  1,  2  . .  s), 

1 

d.  h,  Y^f. .  Ysf  gehören  der  Gruppe  X^f..Xrf  an. 

Die  Gleichung  (29)  ist  nach  Voraussetzung  bei  irgendwie  ge- 
wähltem z  eine  Folge  der  Gleichungen  (30).     Es  ist  daher  auch 

und  da  hieraus  sofort  einzeln 
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rw/-=  c^,Y,^'Y+  . .  +  oj^r/*)/-    (k=l,2..  m), 

folgt,  so  beweist  man  sofort,  dass  o, . .  c?«  von  den  nm  -j-  n  Veränder- 
lichen (27)  frei,  also  Functionen  von  0  allein  sind,  denn  0  tritt  ja  noch 
in  Uf  auf.     Also  ist: 

oder  nach  (35): 

(36)  Yf=  ZMXJ+  .  .  +  Zr{0)Xrf. 

Hierin  sind  Z^{z)  . .  Zr{d)  Functionen  von  z  allein. 
Allgemein  wird  X.jf  die  Form  haben: 

n 

Xjf=^i%,{x, .  .  x„)  ^     (i  =  1,  2  . .  r), 
1  ' 

sodass,  wie  wir  sahen,  X^f. .  Xrf  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen. 
Mithin  giebt  (36): 

^1  ^  +  ••  +  '?»  Ä„  =^^^-^'-  ^^ 
d.  h.: 


Vi=^Zj^ji. 


Setzen  wir  diesen  Wert  in  das  simultane  System  (24)  ein,  so  gelangen 
wir  zu  dem  Ergebnis: 

Damit  das   System  (24)  die   zu  Anfang   angegebene   Eigenschaft  ^orm  der 

"^  ^       ■'.  &  ö    &  &  gefundenen 

besitze,  muss  es  jedenfalls  die  Form  haben:  Systeme. 

(37)  ^  =  Z,{0)U^)  +  .  .  +  Zr^rii^) 

(i=l,  2..n), 

in  der  Z^. .  Zr  Functionen  von  z  allein  und  die  %i  solche  Functionen 
von  x^.  .Xn  allein  sind,  dass  die  r  infinitesimalen  Transformationen 


Xjf=^iUx)l^      (i=l,2..r) 


eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen.     Ferner  muss  dabei  r^nm  sein. 

Wenn  umgekehrt  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  hat  auch  das 
System  (37)  die  verlangte  Eigenschaft.    Wählt  man  nämlich  die  Zahl 
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m  hinreichend  gross,  so  besitzt  die  Gleichung  (29)  oder,  wie  sie  jetzt 
lautet,  die  Gleichung 

r 

1 

sicher  wenigstens  eine  Reihe  von  n  von  einander  hinsichtlich  x^. .  x„ 
unabhängigen  Lösungen  J^  .  .  Jn,  die  frei  von  s  sind.  Denn  die 
Gleichungen 

(38)  X/^)/  +  .  •  +  X/-)/-  +  Z,/  =  0     (i  =  1 ,  2  . .  r) 

sind  bei  passend  gewähltem  m  von  einander  unabhängig.  Zur  Be- 
gründung dieser  Behauptung  dient  genau  die  Entwickelung,  die  in 
§  3  des  15.  Kap.,  S.  387  für  die  dortigen  Wjf  =  0  gegeben  wurde. 
Wir  dürfen  uns  daher  darauf  beschränken,  auf  jene  Stelle  zurück- 
zuverweisen.    Wir   haben   nun    ein  r-gliedriges  vollständiges  System 

(38)  in  nm  -\-  n  Veränderlichen  vor  uns,  da  die  Relationen  (34)  be- 
stehen. Es  besitzt  nm  -\-  n  —  r,  also  bei  genügend  grossem  m  minde- 
stens n  gemeinsame  Lösungen,  unter  denen  n  von  einander  hinsicht- 
lich x^..Xn  unabhängig  sind:  J^..Jn.  Wären  sie  nicht  hinsichtlich 
x^.  .Xn  von  einander  unabhängig,  so  gäbe  es  Lösungen,  die  von  Xy..Xn 
ganz  frei  sind,  also  das  System 

(39)  Xpf  +  . .  +  Z/-)/-  =0     (i  =  1 ,  2  . .  r) 

erfüllten.  Sobald  nun  m  hinreichend  gross  gewählt  ist,  ist  auch  dieses 
System  r-gliedrig,  sodass  es  genau  n  Lösungen  weniger  als  (38)  besitzt. 
Aus  diesen  n  Lösungen  von  (38),  die  (39)  nicht  erfüllen,  lässt  sich  also 
keine  von  x^.  .Xn  freie  herstellen.  Sie  sind  daher  in  der  That  von 
einander  gerade  hinsichtlich  x^.  .Xn  unabhängig.  Aus  der  Existenz 
dieser  Lösungen 

Ji{x^^'-) . .  a;„o>,  . . . ,  a;/'") . .  Xn^^\  x^  .,Xn) 
(*  =  1,  2  . .  w) 

folgt,  wie  schon  oben  (nach  (29))  bemerkt  wurde,  dass  die  Differential- 
gleichungen (37)  die  verlangte  Eigenschaft  besitzen. 

Die  soeben  gemachten  Bemerkungen  können  auch  so  ausge- 
sprochen werden:  Bei  vorgelegter  Gruppe  X^f ..  Xrf  eines  Raumes  von 
n  Dimensionen  besitzt  stets  eine  hinreichend  grosse  Anmhl  (m  +  1)  von 
Punkten  (x^^^)  . .  (ic''")),  (x)  mindestens  n  Invarianten,  die  in  Xy. .  Xn  von 
einander  unabhängig  sind.  Wir  erinnern  hierbei  daran,  dass  wir  schon 
in  §  2  des  4.  Kap.  solche  Invarianten  bei  der  speciellen  linearen 
Gruppe  der  Ebene  betrachtet  haben. 
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Wir  sind  zu  dem  Theoreme  gelangt: 

Theorem  44:  Damit  das  System  von  n  simultanen  Bifferen-  ^^e^'j^' 
tialgleichungen:  Äamin- 

in  Xi .  .  x„,  z  die  Eigenschaft  besitze,  dass  das  allgemeine  Lö- 
sungensystem x^  .  .Xn  aus  einer  gewissen  Anzahl  m  von  allge- 
mein gewählten  particularen  Lösungensystemen 

^1  ==  ^l^*^ x„=>  a;„(*)     (^  ==  1 ,  2  . .  m) 

durch  ein  Formelsystem: 

Xi  =  9?,(a;i(i> . .  Xn^^\  . .,  a;i<'») . .  a;»^»'),  a,  . .  a„) 
(i=  1,  2  ..n) 

mit  n  willTiürlichen  Constanten  a^ .  .a„  darstellbar  sei,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  dass  es  die  besondere  Form  habe: 

^  =  Z,(znu{x)  +  .  .  +  ^.(^)|w(^) 
(^=l,  2..W), 

in  der  Z^.  .  Zr  Functionen  von  z  allein  und  die  |;,-  solche  Func- 
tionen von  Xi . .  Xn  allein  sind,  dass  die.  infinitesimalen  Trans- 
formationen 

1 

eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen. 

Auch  haben  wir  gesehen,  dass  die  Zahl  m  die  Ungleichung 

nm^r 

erfüllt. 

Das  System  von  n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen,  von  dem 
wir  ausgehen,  ist  äquivalent  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

K+  i?i(a:,  . .  a;„,  ^)  |£  H \-  rinix^  •  •  ^»'  ^)  ä^  ""  ^* 

Eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 

(40) 


«oC^i  ••  ^«;  ^)  ä^  +  «i(^i  •  •  ^«'  ^)  ä^  + 


7)  f 
+  ««(aJi  ..Xn,   ^)j^  =  ^ 

ist    also  dann  und  nur    dann    eine    solche   mit  Fundamentallösungen, 
wenn  sie  auf  eine  derartige  Form  gebracht  werden  kann: 
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r 

1 
dass  Xif . .  Xrf  eine  r-gliedrige  Gruppe  in  Xi..Xn  allein  erzeugen. 
Da  jedes  System  von  simultanen  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
beliebiger  Ordnung  mit  einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
von  der  Form  (40)  äquivalent  ist,  so  erhellt  hieraus  die  Tragweite 
unseres  Theorems*). 

Lie  hat  im  Jahre  1884  in  seiner  Integrationstheorie  der  Diflfe- 
rentialgleichungen,  die  infinitesimale  Transformationen  gestatten**),  eine 
grosse  Integrationstheorie  gerade  für  die  Differentialgleichungen  von 
der  Form  (41)  entwickelt***). 

Auf  Gleichungen  von  dieser  Form  reduciert  Lie  alle  Hülfsgiei- 
chungen, die  man  bei  der  Integration  eines  vollständigen  Systems  mit 
bekannten  infinitesimalen  Transformationen  erledigen  muss.  Anderer- 
seits reduciert  er  aber  auch  die  Integration  einer  Gleichung  von  dieser 
Form  (41),  sobald  sie  gewisse  bekannte  Integralgleichungen  besitzt, 
auf  die  Erledigung  eines  vollständigen  Systems  mit  bekannten  infini- 
tesimalen Transformationen. 

Wir  kommen  hiermit  auf  die  Bemerkungen  zurück,  mit  denen 
wir  die  „Vorlesungen  über  Differentialgleichungen  mit  bekannten  in- 
finitesimalen Transformationen"  abschlössen.  Es  wird  beabsichtigt, 
diesen  Zusammenhang  an   anderer   Stelle   ausführlich  darzustellen. 


*)  Lie  hatte  schon  1884  die  Differentialgleichungen  von  der  Form  (41)  be- 
trachtet. Vessiot  hat  zuerst  die  Frage  nach  allen  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen aufgestellt,  die  Fundamentalsysteme  besitzen  (Comptes  Rendus 
T.  CX VI  (1893),  S.  427,  959,  1112).  Guldberg  hat  alsdann  die  Frage  verall- 
gemeinert, indem  er  sich  nicht  auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen  be- 
schränkte (Ebenda  S.  964).  Aber  beide  Autoren  gelangen  nicht  zu  allen  Lie- 
schen Differentialgleichungen  (41),  die  offenbar  Fundamentalsysteme  besitzen.  Ihre 
Untersuchungen  weisen  daher  notwendig  eine  Lücke  auf.  Diese  besteht  darin, 
dass  sie  implicite  eine  wesentliche  Beschränkung  machen,  nämlich  die,  dass  das 
allgemeinste  Formelsystem 

X,  =  cp,(x,^'^  .  .  xJ'K  .  . ,  ^/'"'  .  .  a;,/'"),  a,  .  .  a„) 

(i  =  1 ,  2  .  .  w) 

aus  einem  solchen  System  durch  Einführung  von  Functionen  der  Constanten 
Ol  . .  a„  als  neuen  Constanten  hervorgehen  soll.  Die  allgemeine,  oben  vorgetragene 
Lösung  ist  von  Lie  gegeben  worden.  (Siehe  auch:  Über  Differentialgleichungen, 
die  Fundamentalintegrale  besitzen.    Leipziger  Berichte  1893,  S.  341.) 

**)  Sophus  Lie,   Allgemeine    Untersuchungen   über   Differentialgleichungen, 
die  eine  continuirliche  endliche  Gruppe  gestatten.   Math.  Ann.  Bd.  25,  S.  71 — 151. 
Vgl,  auch  Gesellsch,  d.  Wiss.  zu  Christiania  1882,  Nr,  10  n.  21. 
***)  Math.  Ann.  a.  a.  0.  S.  124—130. 
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Handelt  es  sich  um  die  Integration  einer  Differentialgleichung:      e°*ef'g*^g7* 

f.  mit  Funda- 

P)  /•  ^-7  meutaUö8gn. 

(41)  |7+2-^i(^)X./=0, 

1 
bei  der  die 

n 

(42)  Xjf=^^U^,..Xn)l^ 

1  * 

etile  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  oder  um  die  Integration  des  äqui- 
valenten Systems 

(43)  5'  ==  ZMUx)  +  .  .  +  Zr{z)U^) 

(^•  =  l,  2..«), 

so  können  wir  ß  als  die  Zeit,  x^.  .  x„  als  gewöhnliche  Punktcoordi- 
naten  in  einem  Räume  JS„  von  n  Dimensionen  deuten.  Jedes  Lö- 
sungensystem 

(44)  Xi=^(piiz)     (*=1,  2..W) 

giebt  alsdann  die  Bahn  eines  Punktes.  Gehen  wir  von  einem  Punkte 
(Xi^  .  .  Xn*^)  zur  Zeit  ^1  =  ;£^o  ^^^^;  ^^  wird  er  vermöge  (43)  eine  Curve 
durchlaufen.  Hat  er  im  Momente  0  die  Lage  {x^  .  .  x»)  erreicht,  so 
wird  er  nämlich  im  nächsten  Zeitelement  dz  die  Bewegung: 

dxi  =  iZ^{2)^u{x)  H h  Zris)^ri{x))de 

{i=  i,2  ..n) 

erfahren.  Es  wird  also  auf  den  Punkt  zur  Zeit  0  im  nächsten  Zeit- 
element dz  die  infinitesimale  Transformation 


Yf^^jZj{,)Xjf 


ausgeführt,  die  der  Gruppe  X^^f . .  Xrf  angehört,  da  z  die  Rolle  einer 
willkürlichen' Constanten  spielt.  Das  Integrationsproblem  deckt  sich 
also  damit,  dass  die  Endlage  (x^^  .  .  Xn)  eines  Punktes  zur  Zeit  0  ge- 
funden werden  soll,  der  zur  Zeit  0^  die  Lage  (0:2^ . .  Xn^)  hatte  und 
einer  fortwährend  sich  ändernden  infinitesimalen  Transformation  üf 
der  Gruppe  X^f  .  .  Xrf  unterworfen  wird.  Diese  infinitesimalen 
Transformationen  erzeugen  eine  endliche  Transformation  der   Gruppe 

XJ..    Xrf. 

Wir  können  auch  von  folgender  Deutung  Gebrauch  machen: 
x^..Xn,  0  seien  gewöhnliche  Punktcoordinaten  in  einem  Räume  Un+x 
von  n  -\-  \  Dimensionen,  s  =  Const.  stellt  eine  Schar  von  00^  ebenen 
Mannigfaltigkeiten  Mn  dieses  Raumes  dar.    Jedes  Lösungensystem  (44) 

Lie,  Continiiierliche  Gruppen.  51 
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^curvo*^  definiert  eine  Integrälcurve  im  Bn+i,  die  mit  jeder  Jf„  einen  Punkt 
gemein  hat.  Die  Punkte  .der  oo^  Mn  sind  hierdurch  einander  zugeord- 
net und  zwar  die  Punkte  (0)  und  (ß  -f-  dz)  zweier  unendlich  benach- 
barter M„  durch  die  infinitesimale  Transformation  Uf,  die  Punkte  irgend 
zweier  Mn  durch  endliche  Transformationen  der  Gruppe  X^/". .  Xrf. 
Es  handelt  sich  darum,  diese  Zuordnung  aller  Mn  in  endlicher  Form 
auszudrücken,  denn  kennen  wir  sie  allgemein,  so  sind  alle  Integral- 
curven  als  Orter  entsprechender  Punkte  bekannt.  • 

re'^nde^Man-  "^^^  ^^*^^  ^^**  Integralcurvcn  erzeugte  Mannig fdltiglmt,  eine  integrie- 
^if^blkannt**'^*'^^  Jfaww^^/aZ^^^^e^Y  M,  von  vornherein  heJcannt,  so  schneidet  sie  jede 
Mn  in  einer  gewissen  bekannten  Mannigfaltigkeit  ^.  Diese  fi  ent- 
sprechen einander  in  den  verschiedenen  Mn-  Wenn  nun  eine  ft  keine 
infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  X^/". .  Xr/"  gestattet,  so  giebt 
es  auch  nur  eine  discrete  Anzahl  von  Transformationen  der  Gruppe 
X^f. .  Xrf,  die  eine  /*  in  eine  andere  fi  überführen.  Dann  also  ist  die 
Zuordnung  zweier  beliebiger  Mn  bekannt  und  die  Integration  durch 
ausführbare  Operationen  ^hne  jede  Quadratur  geleistet. 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  eine  ft  infinitesimale  Transforma- 
tionen der  Gruppe  X^f . .  Xrf  zulässt.  Alsdann  wird  man  darauf 
ausgehen,  die  auf  M  gelegenen  Integralen rven  zu  bestimmen.  Dies 
führt  bei  Einführung  geeigneter  Coordinaten  für  jede  Schnittmannig- 
faltigkeit fi  auf  ein  System  von  Differentialgleichungen  analog  (43), 
aber  in  weniger  Veränderlichen.  Dabei  kommt  alsdann  nur  noch  die 
Untergruppe  von  X^f..Xrf  in  betracht,  die  eine  ^  in  sich  trans- 
formiert. 

Beispiele.  Beispiele   hierzu    enthält    der   vorige    Paragraph.      Zum    Schlüsse 

wollen  wir  noch  einige  andere  Beispiele  kurz  andeuten. 
1.  Beispiel:  Liegt  die  Differentialgleichung 

I7  +  Z,{z)p  -j-  Z,{z)q  -f  Z,{ß)  (yp  -xq)  =  0 

in  Xf  y^  z  vor,  so  ist  die  Gruppe 

XJ=p,     XJ=q,     XJ=yp  -xq 

die  Gruppe  der  Bewegungen  in  der  (xy)- Ebene.  (Vgl.  §  3  des  4.  Kap.) 
Sind  X,  y,  z  gewöhnliche  Punktcoordinaten  im  Räume,  so  sind  die 
Mn  hier  die  Ebenen  z  =  Const.  Jede  Ebene  z  =  Const.  ist  auf  jede 
andere  Ebene  z  =  Const.  durch  eine  Bewegung  bezogen.  Die  einzigen 
ebenen  Curven,  die  Bewegungen  gestatten,  sind  die  Geraden  und  Kreise. 
Sobald  also  eine  Integralgleichung 

F(x,  y,z)==0 
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als  bekannt  vorliegt  derart,  dass  sie  für  z  =  Const.  weder  eine  Gerade 
noch  einen  Kreis  vorstellt,  so  ist  die  Integration  ohne  weiteres  geleistet. 
Sind  zwei  particulare  Lösungensysteme 

gegeben,  so  ist  die  Integration  ebenfalls  geleistet,  denn  sie  stellen 
zwei  Curven  dar,  die  jede  Ebene  0  =  Const.  in  zwei  Punkten  treffen. 
Da  bei  Bewegungen  die  Entfernungen  ungeändert  bleiben,  so  ist  also, 
wenn  x,  y  ein  allgemeines  Lösungensystem  bedeutet,  für  jedes  0  not- 
wendig 

{x  —  (p^y  +  (2/  —  tif  =  Const, 

(x  —  (p^y  +  iy  —  V'ay  =  Const., 
und  hieraus  lassen  sieh  x  und  y  berechnen. 
^.  Beispiel:  Liegt  die  Differentialgleichung 

^  +  ^1  (^)  («2P3  —  ^sPi)  +  ^2  (^)  i^sPi  —  i^iPa)  +  ^3  (^)  (^11^2—  X2P1)  =  0 

vor,  so  deuten  wir  x^,  x^,  x^,  0  als  Coordinaten  eines  E4.  0  =  Const. 
definiert  eine  ebene  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  M^.  Die 
Integralcurven  ordnen  die  Punkte  dieser  00^  M^  einander  zu  und  zwar 
vermöge  der  Transformationen  der  Gru^e  der  Botationen  um  den 
Anfangspunkt 

^tP^  —  ^iPi,     ^zPi  —  ^iPzi     XlP2  —  ^2Pl 
im  dreifach  ausgedehnten  Baume.     Die   Punkte  Xi  =  X2  =  x^  =0   der 
M^  sind   einander  zugeordnet,    d.  h.  x^  =  x^  =  x^  =  0  ist  ein  parti- 
culares  Lösungensystem.     Wenn  ferner 

^1  =  9^i{^)>     ^2  =  M^)>     %  =  Xi{^) 
(i  =  1,  2,  3) 
drei  particulare  Lösungensysteme  und  x^,  x^,  x^  ein  beliebiges  Lösungen- 
system sind,  so  ist,  da  auch  diese  Gruppe  der  Rotationen  die  Entfer- 
nungen ungeändert  lässt, 

(^1  —  9^(7  +  (^2  —  i^iY  +  (^3  —  Xd^  =  Const. 
(i=l,  2,  3), 

und  hieraus  lasst  sich  das  allgemeine  Lösungensystem  x^,  x^,  x^ 
berechnen.  Die  Gruppe  der  Rotationen  um  den  Anfangspunkt  lässt 
die  Kugeln  um  diesen  invariant.     Daraus  schliessen  wir:  Der  Kugel 

x^   -j-  X2   -\-  x^   =  a 

in  einer  Jfg  entspricht  in  jeder  M^  eine  Kugel  mit  derselben  Glei- 
chung.    Mithin  ist 

61* 
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ein  Integral.  Der  ganze  U^  zerfällt  somit  in  oo*  bekannte  dreifach 
ausgedehnte  integrierende  Mannigfaltigkeiten 

x^  •\-  x^  +  x^  =  Const. 

Man  wird  versuchen,  auf  einer  derselben  alle  Integralcurven  zu  be- 
stimmen. Sie  besteht  aus  oo^  Kugeln  in  den  oo^  Mannigfaltigkeiten 
z  =  Const.  Die  Punkte  dieser  Kugeln  sind  einander  zugeordnet  ver- 
möge der  Gruppe  der  Rotationen.  Durch  Einführung  passender  Coor- 
dinaten  auf  den  Kugeln,  indem  man  die  Minimalgeraden  der  Kugeln 
als  Coordinatenlinien  benutzt,  kann  man  das  System  von  Differential- 
gleichungen, welches  die  auf  der  Mannigfaltigkeit 
Xy   +  x^  -|-  x^  ==  Const. 

liegenden  Integralcurven  bestimmt,  auf  zwei  Riccati'sche  Differential- 
gleichungen reducieren,  was  wir  nicht  weiter  ausführen  wollen.  Wenn 
eine  integrierende  Mannigfaltigkeit 

F{x^,  x^,  ajg,  z)  =  Q 

bekannt  ist,  die  für  8  ==  Const.  nicht  solche  Kugeln  darstellt,  so  ist 
die  Integration  durch  ausführbare  Operationen  ohne  jede  Quadratur 
zu  leisten. 

Diese  Beispiele,  zusammen  mit  den  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
gebenen, mögen  zur  Erläuterung  der  Integrationsmethoden  der  hier 
besprochenen  wichtigen  Kategorie  von  Differentialgleichungen  genügen. 
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A. 

Abbildung  d.  compl.  Zahlen  616;  d. 
eingl.  Untergr.  468;  d.  endl.  Trf.  377, 
458,  460;  d.  inf.  Trf.  321,  459,  461, 
468;  d.  Minimalcurven  700,  708;  d. 
Untergr,  473;  d.  Zusammensetzg.  d. 
Gr.  471;  d.  Zus.  d.  zweigl.  Gr.  565; 
d.  Zus.  d.  dreigl.  Gr.  571;  d.  Zus.  d. 
viergl.  Gr.  585,  590,  591. 

Abhängigkeit  s.  u.  Unabhängigkeit. 

Addition  compl.  Zahlen  611;  von 
Systemen  compl.  Zahlen  661. 

Adjnngierte  Gruppe  445,  455,  560; 
d.  allg.  Gr.  d.  Geraden  471,  474,  479; 
d.  Gr.  d.  Beweggn.  d.  Eb.  455,  467; 
d.  Gr.  d.  Rotat.  um  festen  Pkt.  457, 
468,  469;  d.  Gruppe  p  xp  q  yq  480; 
intransit.  u.  transit.  im  R^—i  *'^*>  ^'^^• 

Ähnlichkeit  v.  Gruppen  174,  427,  430, 

^    450;  V.  einf.  transit.  Gr.  433,  435. 

Ähnlichkeitstransformation  25. 

Anwendungen  d.  compl.  Zahlen  664. 

Anzahl  d.  Elationen  in  proj.  Gr.  264; 
d.  eingl.  Untergr.  od.  inf.  Trf.  einer 
Gr.  167,  183,  403;  d.  inf.  proj.  Trf. 
i.  d.  Ebene  14,  27;  d.  inf.  Trf.  einer 
Diffgl.  m  X,  y  295,  296;  d.  Trf.  einer 
Schar  154,  186,  190,  367. 

Aequatio  directrix  der  Dualität  252. 

Äquivalenz  v.  Curven  b.  d.  Gr.  d. 
Bew.  673,  683,  686;  v.  Flächen  b.  d. 
Gr.  d.  Bew.  709;  v.  Mannigfaltgktn. 
bei  einer  Gr.  748,  754;  v.  Minimal- 
curven b.  d.  Gr.  d,  Bew.  694. 

Associatives  Gesetz  d.  Addition  611; 
d.  Multipl.  613,  620,  641;  d.  Trans- 
form. 449. 

Aufeinanderfolge  v.  lin.  Trf.  84,  94, 
492;  V.  proj.  Trf.  u.  Dualit.  255;  v. 
Rot.  u.  Transl.  105;  v.  Trf.  einer  Gr. 
15,  158,  368,  449. 

Ausführung  von  Transformatio- 
nen auf  Trf.  53,  56,  173;  auf  inf. 
Trf.  56,  450;  einer  Gr.  auf  sie  447. 

Ausgezeichnete  inf.  Trf.  einer  Gr. 
465. 


B. 

Bahncurve  d.  adj.  Gr.  im  jB^_i  470; 

b.  Gr.   d.  Raumes  407;    b.  proj.  Trf. 

d.  Eb.  69,  75;  b.  transit.  Gr.  199. 
Bewegung  d.  Ebene  in  sich  102,  446; 

d.  Raumes  403;  infinitesimal  103. 

c. 

(Siehe  aach  unter  K.) 

Canonische  Form  u.  Parameter  einer 
Gr.  454. 

Charakteristische  Gleichung  e. 
Zahlensystems  646;  e.  Nichtquatern.- 
Syst.  659. 

Commutatives  Gesetz  d.  Addition 
611;  d.  Multipl.  614. 

Commutatives  Zahlensystem  626, 
627. 

Complexe  Zahl  611. 

Configuration  d.  zweigl.  Untergr. 
556;  d.  inv.  Pkte.,  Geraden  u.  s.  w. 
bei  proj.  Trf.  65,  611,  528. 

Congruenzkriterien  d.  Curven  673, 
684,  686;  d.  Flächen  709;  d.  Minimal- 
curve  694. 

Coordinaten  d.  Strahlen  133,  499;  d. 
unendl.  fernen  Pkte.  68;  homogen  421, 
468,  490,  504. 

Covarianten  von  Formen  728. 

Curve  als  Bahncurve  s.  u.  B.;  als  Ortho- 
gonale, s.  u.  0.;  als  Integrale,  s.  u.  I.; 
deren  Tg.  n.  d.  Kugelkreis  gehen,  s. 
u.  Minimale.;  die  keine  inf.  Bew.  ge- 
stattet 687,  691;  die  inf.  Bew.  ge- 
stattet 692;  dritter  Ordnung  416,  424, 
436,  733,746;  invariant  69,  407;  selbst- 
projectiv  82,  788. 

D. 

Definitionsgleichungen     d.     endl. 

Trf.  v.  Gr.  762,  764. 
Derivierte  Gruppe  488,  647. 
Determinanten   bei  lin.  Trf.  84,  94, 

492;  bei  proj.  Trf.  10,  16;    d.  Matrix 
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einer  Gr.  408,  410,  415,  422;  eines 
Zahlensyst.  613;  zur  Bestimmg.  inv. 
Pkte.,  Gerad.,  Ebenen  b.  proj.  Trf. 
48,  498,  499,  609;  zur  Bestimmg. 
zweigl.  Untergr.  552. 

Deutung  d.  Multipl.  als  Trf.  619;  d. 
Riccati'schen  Diffgl.  766;  d.  Systeme 
V.  Diffgl.  m.  Fundamentallösgn.  801; 
d.  Syst.  V.   lin.  Diffgl.  773,  776,  782. 

Developpabele  einer  Minimal- 
curve  716. 

Differentialgleichung(en),  die  ein 
Syst.  bilden,  s.  u.  S.;  d.  Minimal- 
geraden 696;  einer  Schar  äquiv. 
Mgftgktn.  674,  685,  687,  711,  750, 
753;  f.  d.  endl.  Gl.  einer  Gr.  370, 
762,  764;  invariant  33,  86,  109,  214, 
294,  298;  invar.  bei  prim.  Gr.  344; 
Jacobi's  77;  linear  768,  770;  mit  Fun- 
damentallösgn. 765,  791;  Riccati's  766, 
771;  rter  Ordng.  in  x,  y  296;  simul- 
tane 8.  u.  System  v.  Diffgl.;  zweiter 
Ordn.  in  x,  y  295. 

Differentialinvarianten  beimÄqni- 
valenzprobl.  754;  bei  Gr.  d.  Eb.  305, 
667;  bei  proj.  Gr.  d.  Eb.  34,  228; 
d.  Flächen  b.  d.  Gr.  d.  Bew.  710;  d. 
Gr.  d.  Bew.  d.  Eb.  111,  668-,  d.  Gr. 
d.  Minimale.  702,  707;  d.  Eaumcurven 
b.  Gr.  d.  Bew.  675;  die  volles  Syst. 
bilden  760  ;  durch  Differentiat.  231, 
306,  758,  760;  verschiedener  Reihen 
abgeleitet  a.  einand.  756,  762. 

Differentialparameter  d.  binären 
Formen  739;  d.  Curven  b.  d.  Gr.  d. 
Bew.  d.  Raumes  680;  d.  Gr.  d.  Bew. 
d.  Eb.  670. 

Differentialquotient  als  Coord.  un- 
endl.  f.  Pkte  68;  transformiert  31,  57, 
293,  668,  670,  675,  680,  688,  709,  751. 

Discriminante  734,  737. 

Distributives  Gesetz  d.  Multipl.  612. 

Division  compl.  Zahl.  613. 

Doppelverhältnis  1;  harmonisch  1; 
invar.  bei  proj.  Trf.  d.  Geraden  5, 
132;  invar.  bei  Dualit.  254;  v.  Par- 
ticularlösgn.  d.  Riccat.  Diffgl.  768. 

Dreieck  bei  proj.  Trf.  17. 

Dualistische  Gr.  258;  Trf.  258,  506, 
508. 

D  u  a  1  i  t  ä  1 246, 251 ;  ausgef  auf  Kegelschn. 
253;  ausgef.  auf  proj.  Gr.  258;  invers 
252;  mit  symm.  Det.  252;  speciell 
249,  254,  260,  261. 

E. 

Ebene  inv.  bei  proj.  Trf.  497. 
Einfache  Gruppe   488,   544;    dreigl. 

572;  viergl.  576. 
Einfach    transitive    Gruppe    432, 


438;    lin.  homog.  621,  625,  632;  mit 
vertauschb.    Trf.    436;    reciprok    444, 

625,  632. 

Eingliedrige  Gruppe  28,  40;  s.  auch 

inf.  Trf. 
Einheit  im  Zahlensyst.  610. 
Elation  262. 
Endliche  Gleichungen  e.  Gr.  192; 

d.  proj.  Gr.  d.  Eb.  196;  lin.  hom.  Gr. 

besond.  Art  631. 
Endliche    Transformation    erzeugt 

V.  inf.  177. 
Endlichkeit  d.  vollen  Syst,  v.  Diffinv. 

760. 
Entfernung  invariant  100,  803. 
Erweiterung   d.   Gr.   d.  Bew.   d.  Eb. 

108,   668;   d.  Gr.  d.  Bew.  d.  Raumes 

675,  709;  d.  Gr.  d.  Minimalcurven  700; 

einer  inf.  Trf.  108,  213,  221,  339. 

F. 

Fläche(n)  Cayley's  418;  congruent  709; 

integrierende  774,  786;  invariant  406, 

411. 
Flächeninhalt  inv.  98. 
Form(en)    binär    720;    biquadrat.    bin. 

735;  cubisch  bin.  733;  cubisch  teniär 

746;  bei  lin.  hom.  Gr.  717,  720;  qua- 

drat.   bin.    722,    729;    ternär  bei   lin. 

hom.  Gr.  745. 
Fortschreitungsrichtung  407,  423; 

i.  Räume  d.  adj.  Gr.  470. 
Functionalgleichungen    f.     e.    Gr. 

159,  368,  374. 
Fundamentalsätze,  Beweis  d.  ersten 

369,  377;   Bew.  d.  zweiten  380,  391; 

Bew.  d.  zweiten  als  Hauptsatz  f.  proj. 

Gr.    d.   Eb.    215,    f.   Gr.    d.   Eb.    305; 

Bew.   d.   dritten  396;    Formulierg.   d. 

ersten  376. 

Cl. 

Gebilde  inv.  bei  Gr.  55;  trf  bei  Gr. 
683;  s.  a.  unter  Mannigfaltgkt. 

Gerade  in  Gerade  b.  proj.  Trf.  11,  505; 
invar.  b.  proj.  Trf  49,  51,  57,  114, 
509;  proj.  in  sich  trf.  4,  81,  115;  un- 
endl.  f.  bei  proj.  Trf.  d.  Eb.  11,  84. 

Geschichte  d.  gew.  compl.  Zahlen 
616;   d.   höh.   compl.  Zahl.   618,  619, 

626,  645. 
Gleichberechtigung  eingl.  Untergr. 

u.  inf.  Trf.  54,  89,  105,  125,  135,  474, 

593;    endl.    Trf.    592;     von    Untergr. 

überhaupt   474;    v.   zweigl.    Untergr. 

129. 
Gleichungen  d.  Minimale.  695. 
Gleichungensystem  inv.   416,    422, 

434. 
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Grad  eines  Zahlensyst.  646;  bin.  Form, 
inv.  bei  lin.  hom.  Gr.  721. 

Gruppe(n)  15,  28,  83,  15S,  368-,  ähn- 
lich m.  e.  Gr.  174,  427,  430,  433,  436, 
450;  ausgeführt  auf  e.  Curve  227 
ausgef.  auf  e.  Gebilde  683;  d.  Geraden 
309,  312;  derivierte  488;  d.  Klammer 
ausdrücke  {X-Xj^)  486;  d.  Minimale 
b.  d.  Gr.  d.  Bew.  697,  700;  d.  Para 
meter  e.  Gr.  449,  622  \  d.  Param.  e 
Schar  v.  Mgftgktn.  240,  449,  549,  718, 
748;  d.  Trf.,  die  eine  Diffgl.  inv.  lassen 
298;  d.  Trf.  einer  Gr.,  die  einen  Pkt 
fest  lassen  339;  d.  Trf.  einer  inv 
Schar  v.  Mgftgktn.  237,  240,  449, 
549 f  718,  748;  die  ihre  eigne  Param.- 
Gr.  ist  623,  636;  einfach  488,  544 
einfach  transitiv  432;  imprimitiv  i.  d. 
Ebene  315;  invariant  s.  u.  I.;  linear 
8.  u.  L.;  nicht  continuirl.  101;  perfect 
544;  projectiv  s.  u.  P.;  primitiv  i.  d. 
Ebene  336;  unendlich  764;  „UJ..Urf" 
195,  305,  403;  verkürzt  270,  316,  755; 
zerfallend  in  eingl.  Untergr.  45,  403  \ 
zusammengesetzt  489. 

H. 

Hauptsatz  allgemein   211,   380,  390; 

allg.  bewiesen  380,  390;   bew.   f.  Gr. 

d.  Ebene  301;  bew.  f.  Gr.  d.  Geraden 

310;    bew.  f.  proj.  Gr.  d.  Ebene  217; 

bew.    f.    proj.    Gr.    d.    Geraden   233; 

formuliert  f.  Gr.  d.  Ebene  305 ;  formul. 

als  zweiter  Fundamentals.  390. 
Holoedrisch  isomorph  149,429,502. 
Homogene  Coordinaten  s.  u.  Coor- 

din.  u.'Liniencoord. 

I. 

Identische  Transformation  16,  22, 
372. 

Identität  zw.  inf.  Trf.  307;  zw.  Klam- 
mersymbol. 397. 

Imaginäres,  Geschichte  616. 

Imprimitivität  v.  Gr.  d.  Ebene  205, 
315. 

Infinitesimale  Bewegung  103. 

Infinitesimale  projective  Trans- 
formation b.  d.  adj.  Gr.  416,  464, 
467,  595;  d.  Ebene  23,  36;  d.  Geraden 
116;  in  belieb,  viel.  Veränd.  523;  lin. 
135,  493,  507,  623,  528;  spec.  lin.  147, 
494. 

Infinitesimale  Transformation 
abhäng,  und  unabh.  26,  40,  376;  als 
Pkte.  abgebild.  321,  459,  461,  468; 
ausgef.  auf  inf.  Trf.  470;  bei  Einführ, 
neuer  Veränderl.  56,  176;  d.  adj.  Gr. 


461,  464,  467,  595;  d.  Veränd.  u.  d. 
Param.  einer  inv.  Schar  241;  d.  Ebene 
85;  einer  Gr.  d.  Ebene  160;  einer  Gr. 
378,  389;  lin.  abgeleit.  40,  85;  linear 
s.  u.  inf.  proj.  Trf.;  projectiv  s.  oben; 
Ster  Ordng.  338,  442. 

Integrabele  Gruppe  537,  657. 

Integrabele  Untergruppe  564, 

Integralcurve  767,  779,  782,  802. 

Integralinvariante  670. 

Integrationstheorien  766,  774,  801. 

Integrierende  Fläche  od.  Mannig- 
faltigkeit 774,  786,  802. 

Intransitive  Gruppe  199,  202,  410, 
422. 

Invariante(n)  d.  erweitert.  Gruppe  s. 
u.  DiflFerentialinvar. ;  d.  adj.  Gr.  596, 
606,  610;  d.  Gr.  d.  Bew.  d.  Eb.  106, 
246;  d.  spec.  lin.  Gr.  d.  Eb.  98;  v. 
Gruppen  überh.  411;  v.  lin.  hom.  Gr. 
596;  V.  intrans.  Gr.  200,  411;  v.  proj, 
Gr.  d.  Geraden  130,  132,  133. 

Invariante  Differentialgleichun- 
gen s.  u.  D. 

Invariante  Gebilde  s.a.inv.Mgffcgkt.; 
bei  dualist.  Gr.  259 ;  bei  gleichberecht. 
Gr.  113;  bei  proj.  Gr.  d.  Eb.  276;  bei 
proj.  Trf.  d.  Eb,  113;  Pkte,  Geraden, 
Ebenen  u.  s.  w.  bei  proj.  Trf.  47,  65, 
114,  118,  497,  508,  511,  528. 

Invariante  infin.  Transformation 
465. 

Invariante  Mannigfaltigkeit  bei 
homog.  Schreibw.  d.  Gr.  534;  bei 
invar.  Untergr.  529;  bei  Untergr.  be- 
sond.  Art  542;  kleinste  406,  423,  719, 
753;  Singular  711,  719,  754. 

Invariantentheorie  d.  bin.  Formen 
718;  d.  Gr.  d.  Bew.  d.  Eb.  667;  d. 
Gr.  d.  Bew.  d.  Raumes  674,  709;  d. 
ternären  Formen  745;  einer  Gr.  665, 
717,  755,  764;  einer  inv.  Schar  mit 
endl.  Zahl  v.  Param.  718. 

Invariante  Schar  v.  Gurven  205,  236, 
237,  272,  276,  316;  v.  Mannigftgktn. 
548. 

Invariantes  System  v.  Diflfgln.  s.  u. 
System  v.  DiJFgln.;  v.  G^ichungen 
416,  422;  singulär  711,  754. 

Invariante  Untergruppe  291,  485, 
487,  629,  539. 

Invariante  Verknüpfung  v.  Pkt.  u. 
Gerade  275,  343;  v.  Formen  727. 

Invarianz  der  Schar  aller  Gerad.  bei 
proj.  Trf.  d.  Eb.  11,  32,  33;  d.  unendl. 
f.  Eb.  496;  d.  unendl.  f.  Gerad.  84; 
des  Doppelverh.  5;  d.  Flächeninh.  98; 
d.  ßauminh.  496;  d.  Parallelism.  495; 
einer  Geraden  b.  proj.  Trf.  49,  51,  84, 
114;  einer  Gr.  b.  Ausf.  einer  Trf.  54, 
173,174,  438,  447',    eines  unbeschr. 


808 


Sachregister. 


integr.  Syst.  v.  Diffgl.  751,  755;   von 

Punkten  s.  u.  P. 
Inverse  Dualität  255. 
Inverse  Transformation  10,  16,  85, 

95,  102,  160,  449. 
Involutionsgruppe   578;   zweigl.   va. 

einer  geg.  inf.  Trf.  602. 
Irreducibilität    d.    Einheiten    eines 

Zahlensyst.  612;    einer  inv.  Schar  v. 

Mgftgktn.  753;  eines  Zahlensyst.  660. 
Isolierte  invar.  Mannigftgkt.  530. 
Isomorphismus  d.  Gr.  einer  inv.  Schar 

549;  V.  lin.  u.  proj.  Gr.  149,  502,  503; 

V.  Gr.  149,  291,  429,  502. 

J. 

J  ac  ob  i's  che  Differentialgleichung 

77. 
Jacobi'sche  Identität  307. 

K. 

Kegelschnitt  70,  73;  bei  Ansf.  einer 
Dualit.  253;  proj.  trf.  70,  81,  115,  277. 

Klammerausdruck  bei  adj.  Gr.  466; 
bei  ähnl.  Gr.  428;  bei  Einf.  neuer 
Veränd.  428;  bei  inv.  Untergr.  485; 
bei  Gr.  211,  218,  303,  305,  383,  487; 
erweitert,  inf.  Trf.  214,  221;  inf.  Tif. 

39,  86,   95,   129,   135;   inf.  Trf.  geg. 
Ordng.  345;  vertauschb,  inf.  Trf.  437. 

Klammeroperation  38,  381;  s.  auch 

Klammerausdruck. 
Klammersymbol    bei    Functionen 

397. 
Kleinste  invariante  Mannigftgkt. 

406,  423,  719,  753. 
Kreispunkte  110. 
Kriterien  d.  Ähnl.  v.  Gr.  431,  435;  d. 

Äquiv,  V.  Mgftgktn.   s.   u.  Aquiv.;    d. 

Transitiv,    v.    Gr.   201,   410,    422;    d. 

wesentl.  Par.  einer  Schar  v.  Trf.  154. 
Krümmungsradius    b.    Curven    111, 

669,  678;  b.  Flächen  710. 
Krümmungstheorie    d.    Curven   673, 

684,  686,  717;  d.  Flächen  709,  717. 
Kugel  ajs  besond.  Flächenart  713. 
Kugelkreis  549,  696. 

L. 

Linear    abgeleitete    inf.    Transf. 

40,  85. 

Lineare  Differentialgleichung 768, 

770. 
Linearer  Liniencomplex  bei  Config. 

d.  zweigl.  Untergr.  557. 
Lineare  Gruppe  in  2  Veränd.  83,  86; 

homog.  in  2  Veränd.  134,  720;  homog. 

in  3  Ver.  496,  512;  homog.  in  n  Ver. 


492;     homog.     im    Zahlensyst.     619; 

homog.    mit    Zxp    515;    homog.    u. 

speciell  in  2  Veränd.  146;  homog.  u. 

spec.  in  3  Ver.  496,  500,  512;  homog. 

u.    spec.   in   n  Ver.   493;    homog.   u. 

spec.  isomorph  mit  proj.  Gr.  501,  503; 

speciell  in  2  Ver.  95. 
Lineare  Transformation  in  2  Ver. 

58,  84;  homog.  in  2  Ver.  134;  homog. 

in  3  Ver.  497;  homog.  in  n  Ver.  491, 

523 ;  homog.  in  Zahlensyst.  619;  homog. 

u.  speciell  in  n  Ver.  492. 
Liniencoordinaten  bei  proj.  Trf.  d. 

Eb.  247,  506;  homogen  506. 
Linienelement  262;   bei  Elation  262, 

266;  durch  festgehalt.  Pkt.  341. 

M. 

Mannigfaltigkeit(en)  äquivalent  b. 
geg.  Gr.  748,  754,  756,  764;  eben  b. 
proj.  Trf.  528;  im  Raum  d.  adj.  Gr. 
478;  integrierend  802;  invar.  bei  Gr. 
113;  invar.  bei  inv.  Untergr.  528; 
invar.  isoliert  530;  invar.  s.  u.  I. 

Matrix  einer  Gruppe  408,  410,  415, 
422. 

Meroedrisch  isomorph  149,  502. 

Minimalcurve  690,  695,  716;  als 
Schraubenlinie  707;  die  inf.  Bew.  ge- 
stattet 703;  dritter  Ordng.  705. 

Minimalfläche  708. 

Minimalgerade  697. 

Modul  eines  Zahlensyst.  615,  621. 

Multiplication  compL  Zahlen  612, 
619;  V.  Zahlensyst.  661. 

N. 

Neue   Veränderliche    doppelt    auf- 

gefasst  171;    in  Gr.  171,  426;   in  inf. 

Trf.    56;    in   Klammerausdr.   428;    in 

Symbolen  inf.  Trf.  56,  176. 
Nichtintegrabele  Gruppe  537,  658; 

dreigl.  571;  viergl.  572. 
Nichtquaternion-System  658,  659. 
Nonionen  663. 
Normieren  d.  inf.  Trf.  einer  Gr.  353. 

0. 

Ordnung  d.  inf.  Trf.  338,  442;  Maxi- 
malordn.  ders.  in  einer  Gr.  346,  349. 

Orthogonalcurven  d.  Geraden  einer 
Developp.  771;  von  Kegelschnitten  als 
selbstproj.  Curv.  78,  80;  von  oo'  geod. 
Lin.  771. 

P. 

Parameter  einer  Gr.  in  canon.  Form 
454;    einer   Schar   v.   Mgftgktn.   235, 
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240,  449,  549,  718,  748;  einer  Schar 
V.  Trf.  153,  186,  367. 

Parametergruppe  449,  623;  zweite 
623. 

Perfecte  Gruppe  544. 

Pol  und  Polare  beim  Kegelschn.  253. 

Primitivität  v.  Gr.  d.  Ebene  205,  336. 

Princip  der  Dualität  249. 

Projective  Gruppe  d.  Cayley'schen 
Fläche  418,  425;  d.  Curve  3.  Ordn. 
417,  424,  435;  d.  Ebene  13,  15;  d. 
Ebene  eingliedr.  74;  d.  Ebene  homogen 
geschr.  504;  d.  Ebene  isomorph  mit 
spec.  lin.  hom.  Gr.  in  3  Veränd.  501; 
d.  Fläche  2.  Ordn.  654;  d.  Linienelem. 
durch  festgehalt.  Pkt.  342;  d.  Kegel- 
schnittes 115,  277. 

Projective  Transformation  ausgef. 
auf  d.  Gerad.  d.  Eb.  247,  506;  d. 
Dualitäten  255;  d.  Ebene  7,  32,  35;  d. 
ebenen  Mgftgktn.  529;  d.  Geraden  4, 
81,  115\  d.  Liniencoord.  247,  506;  d. 
Pkte.  eines  inv,  Kegelschn.  277 ;  eines 
Dreiecks  17;  eines  Kegelschn.  70,  81, 
115;  eines  Vierecks,  Vierseits  21;  in- 
finitesimal s.  u.  I.;  in  höheren  Räu- 
men 523;  verschieden  definiert  30. 

Punkt  bei  Ausf.  einer  Gr.  405;  fest- 
gehalt. bei  e.  Gr.  d.  Eb.  337;  invariant 
47,  113,  114,   118,  497,  508,  524. 


Q. 

Quaternionen  618;  gruppentheor.  ab- 

geleit.  654;  Tafel  drs.  656,  663. 
Qnaternion-Systeme  658,  662. 


R. 

Raum  d.  Trf.,  d.  adj.  Gr.  377,  460,  468. 

Rauminhalt  inv.  b.  lin.  Gr.  496. 

Reciproke  einf.  transit.  Gruppen 
444;  lin.  homog.  625,  632. 

Regelfläche  als  integr.  Fläche  774.786. 

Reihenentwickelung  d.  endl.  Gl.  d. 
Gr.  192,  404,  454;  d.  endl.  Gl.  d.  adj. 
Gr.  463;  d.  inf.  Trf.  um  belieb.  Pkt. 
338;  d.  von  inf.  Trf.  erzeugten  endl. 
Trf.   185.  186. 

Riccati'sche  Differentialglei- 
chung 766,  771;  Verallgem.  778. 

Richtungscurve  708. 

Rotation  26,  104,  445. 


S. 

Schar  s.  auch  invar.  Schar  unter  I. 
Schar   v.    äquival.    Mannigftgktn. 

749. 
Schar  von  Curven  235. 

Lie,  Continuierliche  Gruppen. 


Schar  von  infinit.  Transform.  185, 
472. 

Schar  von  Transformationen  löl, 
367;  ausgef.  auf  Curven  212,  300;  er- 
zeugt V.  inf.  Trf.  185;  ihre  Reihen- 
entwickl.  186. 

Schraubenlinien  692;  d.  Minimale, 
sind  707. 

Selbstprojective  Curven  82. 

Singuläres  invar.  Gleichungen- 
system 711,  754. 

Specielle  Dualität  249;  ausgef.  auf 
proj.  Trf.  260. 

Specielle  lineare  Gruppe  oder 
Transf.  s.  u.  L. 

Strahl,  Coord.  dss.  133;  invar.  498. 

Strahlenbüschel  bez.  -böndel  proj. 
trf.  134,  501. 

Study's  Theorem  642, 

Symbol  d.  Dualit.  255;  d.  inf.  Trf.  25; 
d.  Trf.  16;  gewisser  inf.  Trf.  352; 
T-iST  53,  173,  447. 

Symbolik  der  Theorie  d.  Formen 
738. 

System  compl.  Zahlen  s.  u.  Zahlensyst. ; 
vollständiges  99,  107,  108,  131,  216, 
381,  412,  433,  682,  757;  v.  Difigln. 
als  Verallg.  d.  Rice.  Difi'gl.  778;  v. 
DifFgln.  d'Alembert's  77,  89,  772,  776, 
781;  V.  Dififgl.  invar.  751,  755;  v. 
DiflFgl.  lin.  in  2  abh.  Ver.  77,  89,  776; 
dsgl.  hom.  772;  dsgl.  hom.  in  dreien 
781;  V.  DifFgl.  m.  Fundamentallösgn. 
793,  799;  v.  Differentialinv.  760. 

T. 

Tafeln  d.  Quatern.  656,  663;  d.  Zah- 
lensyst. in  2  Einh.  649;  dsgl.  in  3  Einh. 
651,  652,  653;  z,ur  hom.  u.  nicht- hom. 
Schreibw.  proj.  Gr.  503. 

Torsion  d.  Raumcurven  679, 

Transformation  6,7,151,366;  abgeb. 
als  Pkt.  s.  u.  Abbild.;  aufeinanderfolgd. 
8.  u.  Aufeinanderf. ;  ausgef.  auf  Gr.  54, 
173,  174,  438,  447;  ausgef.  auf  inv. 
Cuivenschar  236;  ausgef.  auf  Trf.  53, 
56,  173,  446,  462;  d.  Diffquot.  s.  u.D.; 
d.  Geraden  d.  Eb. ,  die  Büschel  in 
Büschel  trf.  248;  d.  Param.  einer  Gr. 
449,  622;  d.  Param.  einer  inv.  Cur- 
vensch.  238;  gemeins  in  zwei  Gr.  299, 
638;  identisch  16,  22,  372;  infinites. 
8.  u.  I.;  project.  s.  u.  P. 

Transitive  Gruppen  197,  201,  410, 
422. 

Transitivität  s.  d.  Vorhergehende;  d. 
adj.  Gr.  im  Bj._^  474;  einfach  432, 
438. 

Translation  25,  104,  262,  446. 
51** 
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Typen  von  Gruppen:  einf.  Irans.  6r 
mit  vertauschb.  Trf.  436;  eingl.  lin 
Gr.  d.  Eb.  60;  eingl.  proj.  Gr.  d.  Eb 
63,  287;  eingl.  proj.  Gr.  d.  Gerad.  125 
Gr.  d.  Eb.  360;  Gr.  d.  Gerad.  314 
lin  hom.  Gr.  in  2  Ver.  147;  lin.  hom 
Gr.  in  3  Ver.  519;  mehr  als  4gl.  proj 
Gr.  d.  Eb.  272;  proj.  Gr.  d.  Eb.  288 
Untergr.  d.  Gr.  p,  xp,  q,  yq  484 
zweigl.  proj.  Gr.  d.  Gerad.   129,  234 

Typen  von  infinites.  Transform 
s.  d.  Vorhergeh.;  lin.  hom!  528. 

Typen  von  Zahlensystemen  643, 
s.  unter  Tafeln. 

Typen  von  Zusammensetzungen 
d.  2gl.  Gr.  307,  563,  565;  d.  3gl.  Gr. 
571;  d.  4gl.  Gr.  585,  590,  591. 

Überschiebung  von  binär.  Formen 
744. 

Unabhängigkeit  v.  Fortschreitungs- 
richtungen  407;  v.  inf.  Trf.  26,  40, 
376. 

Unendlichferne  Gebilde:  Ebene 496; 
Gerade  11,  57;  Pkt.  49,  68,  118,  499. 

Untergruppe  84,  473;  dargest.  d.  ebene 
Mgftgktn.  473,  478;  der  lin.  hom.  Gr. 
in  3  Ver.  512;  d.  proj.  Gr.  d.  Eb.  112; 
d.  proj.  Gr.  d.  Gerad.  125;  die  zwei 
Gr.  gemeins.  ist  299,  538,  539;  eingl. 
45,  468,  s.  a.  inf.  Trf.;  gleichberecht. 
54,  474,-  512;  integrabel  564;  invariant 
s.  u.  I.;  zweigl.  551,  556;  zweigl.,  ent- 
halten in  dreigl.  564;  zweigl.  involutor. 
602. 


V. 

Veränderliche  s.  auch   Coordinaten; 

neue  s.  u.  N. 
Verkürzung  v.  ,Gr.  270,  316,  847,  676, 

755. 
Vertauschbarkeit    d.    Parametergr. 

624;  endl.  Trf.  437;  inf.  lin.  hom.  Trf. 

627;  inf.  Trf.  437;  recipr.  einf.  trans. 

Gr.  439. 
Vieleck  trf.  bei  Gr.  391. 
Viereck  u.  Vierseit  proj.  trf.  21. 
Vollständiges  Sys'tem  s.  u.  S. 

w. 

Wesentliche  Parameter  einer  Schar 
v.  Curv.  235;  ie.  Seh.  v.  Trf.  153,  i54, 
186,  190,  367. 

z. 

Zahlensystem  610,  6U,  619;  als  Gr. 

620;  angewendet  664;  Berechng.  dss. 

644,   645;    das    zu  int.   od.   nicht-int. 

Gr.    gehört   658;    dessen   Grad  ]c  =  n, 

n  —  1,  n  —  2,  2  ist  647,  661,  662;  in 

2  Einh.  645,  647;  in  3  Einh.  645,  650; 

in  4  Einh.  645,  654;   in  5  Einh.  645, 

662;    verbünd,  mit  2  einf.  trans.  rec. 

Gr.  625. 
Zusammengesetzte  Gruppe  489. 
Zusammensetzung   von    Gruppen 

306,    429,    489,   550;    ähnl.    Gr.    429; 

2gl.  Gr.  307,  351,  563,  565;    3gl.  Gr. 

565;  4gl.  Gr.  572;  recipr.  einf.  trans. 

Gr.  442. 
Zusammensetzung8constanten307; 

verbünd,  d.  Relat.  308. 
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Lie,  Sophus 
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